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PRÉFACE. 


Cette  nouvelle  édition  ne  diffère  de  la  précédente  que  par 
quelques  additions,  dont  la  plus  importante  est  relative  à 
une  proposition  célèbre  de  M.  Picard.  Ce  théorème  a  fait 
l'objet  d'un  grand  nombre  de  travaux,  qui  ont  conduit  à  une 
démonstration  presque  élémentaire,  ne  faisant  appel  cjuà 
des  inégalités  classiques  de  la  théorie  dos  séries  entières.  Il 
m'a  semblé  qu'une  démonstration  de  cette  nature  avait  sa 
place  marquée  dans  un  Cours  d'Analyse. 

Je  dois  de  vifs  remerciements  à  M.  René  Garnier  pour  le 
zèle  avec  lequel  il  m'a  aidé  dans  la  correction  des  épreuves, 
et  pour  ses  judicieuses  observations. 

Je  ne  saurais  terminer  ces  quelques  lignes  sans  adresser  un 
dernier  hommage  à  la  Mémoire  démon  éditeur,  M.  Gauthier- 
Villars,  mort  il  y  a  peu  de  jours  pour  la  France,  qu'il  avait 
honorée  par  tant  de  belles  publications. 

E.  GOLKSAI. 
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I.  —  GENEPaALITES.   —  FONCTIONS  MONOGÈMÎS 

2Ù9.  Définitions.  —  On  apjjelle  qiiantilc  iin<ii;inciiie,  on 
(juanûté  complexe .  loule  expression  de  la  foiine  a -\- bi,  a  el  h 
<'-tant  deux  nombres  réels  fjuelconf|ues,  et  /  un  symbole  particu- 
lier qu'on  a  été  conduil  à  introduire  en  \  ue  de  donner  à  lAlgèbre 
plus  de  généralité.  Une  quantité  complexe  nest  au  fond  qu'un 
syslème  de  deux  quantités  réelles,  rangées  dans  un  certain  ordre. 
<  Quoique  des  expressions  telles  que  a  +  6«  n'aient  par  elles-mêmes 
iiucune  signification  concrète,  on  convient  de  leur  appliquer  les 
règles  ordinaires  du  calcul  algébrique,  en  convenant  en  outre  de 
remplacer  partout  le  carré  /-  par  —  i . 

Deux  quantités  imaginaires  a-^bi  el  a' -\- bi  sont  dites 
éi^alcs  SI  l'on  a  a'  =  a,  6'=  b.  La  somme  de  deux  quantités 
imaginaires  a -^  bi  et  c  +  di  est  un  symbole  de  même  forme 
rt  -^  c  -t-  i(b  -\-  cl)  ;  de  même  la  dllTérence  a  -H  bi  — (c  4-  >U)  est 
égale  à  a  —  c -{- i{b  —  d).  Pour  oiitenir  le  produit  de  a -^  bi 
par  C-\-di,  on  effectue  ce  produit  par  la  règle  liabituelle  de  la 
multiplication  algébrique,  et  Ion  remplace  i-  par  — i,  ce  qui 
lionne 

(  a  -;-  bi)  (c  —  di)  ^  ac  —  bel  -f-  ii ad  -+-  bc). 

Le    quotient   de    a-i-bi  par  c -\- di  est  un   troisième  symbole 
imaginaire  x+yi  qui,  multiplié  par  c-i-di,   reproduit  a-{-bi. 
G.,  II.  I 
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L'égalité 

a  -h  bi  =  (c  -Jr-  dl)  (X  -+-  yi) 

éqiiivnul,  d'après  la  ri"'i;le  de  la  imiltiplication,  aux  deux  relations 

ex  —  d  y  =  (7,         dx  -h  c  y  =  6, 


d  où  l'on  tire 


ac  +  bd  bc  —  ad 


Le  quotient  de  a  +  bi  [)ar  c  +  di  se  représente  par  la  notation 
habituelle  des  fractions  algébriques,  et  l'on  écrit 

a  ^  bi 

X  H-  yi  = T-.; 

■^  c  ~  dl 

pour  calculer  commodément  x  et  y,  il  suffit  de  multiplier  les 
deux  termes  de  cette  fraction  par  c  — •  di  et  de  développer  les 
produits  indiqués. 

Toutes  les  propriétés  des  opérations  fondanienlales  de  l'Algèbre 
s'étendent  aux  opérations  effectuées  sur  les  symboles  imaginaires" 
A,  B,  C,  ...  désignant  des  sjanboles  imaginaires,  on  a 

A.B±=B...V,         A.B.C=A.(B.C),         A(B  +  C  )  =  AB  +  .VC, 

et  ainsi  de  suite.  F^es  deux  imaginaires  a -^  bi  et  a  —  bi  soni 
des  i/naninaii'es  conjuguées.  Les  deux  imaginaires  a  +  bi  et 
—  a  —  6<,  dont  la  somme  est  nulle,  sont  opposées  ou  symé- 
triques. 

Etant  donné,  dans  un  plan,  un  système  tie  deux  axes  rectangu- 
laires ayant  la  disposition  habituelle,  on  représente  la  quantité 
imaginaire  a-{-bi  par  le  point  M  du  plan  xOy.,  dont  les  coor- 
données sont  X  =  a,  y=zb.  On  donne  ainsi  une  signification 
concrète  à  des  expressions  purement  symboliques,  et  toute  pro- 
position établie  pour  les  quantités  imaginaires  correspond  à  un 
théorème  de  Géométrie  plane.  Mais  les  plus  grands  avantages  de 
celte  représentation  apparaîtront  encore  mieux  dans  la  suite.  Les 
quantités  réelles  correspondent  à  des  points  de  l'axe  Ox  qui,  pour 
celte  raison,  est  appelé  aussi  axe  réel.  Deux  imaginaires  conju- 
guées a  +  bi  et  rt  —  bi  correspondent  à  deux  points  symétric]ues 
par  rapport  à  Ox;  deux  quantités  opposées  a  ~~-  bi  et   —  a  —  bi 


1.    —    GENERALITES.    —    FONCTIONS    MONOGENES.  > 

sonl  représentées  par  des  points  symélriqucs  rclalix  emcnl  au 
point  O. 

La  quantité  a  +  bi  qui  correspond  au  point  M  de  coordon- 
nées (a,  b)  s'appelle  aussi  quelquefois  Vaffixc  de  ce  point.  Quand 
il  n'y  aura  aucune  ambiguïté  à  craindre,  nous  désignerons  par  la 
même  lettre  une  quantité  imaginaire  et  le  point  qui  la  représente. 

Joignons  l'origine  an  point  m  de  coordonnées  {a,  b).  La  dis- 
lance Om  s'appelle  le  module  de  a  +  bi,  ei  l'angle  dont  il  faut 
l'aire  tourner  une  demi-droite  couchée  sur  Ox  pour  l'amener 
sur  O  ni  (cet  angle  étant  compté  comme  en  Trigonométrie  de  0.r 
\ers  <)_7)  est  Vargameiit  de  «  -i-  bi.  Soient  i  et  co  le  module  el 
l'argument  de  a -\- bi  ;  entre  les  quantités  réelles  a,  b,  p,  w,  on  a 
les  deux  relations  a  =  î  cosw,  b  =  z  sinw,  d'où  l'on  lire 


s/a'---ù-^ 


Le  module,  nombre  essenliellemenl  positif,  est  déterminé  sans 
ambiguïté,  tandis  que  l'argument,  n'étant  connu  que  par  ses 
lignes  Irigonométriques,  n'est  déterminé  qu'à  un  multiple  près 
de  2—,  ce  qui  était  évident  d'après  la  définition  même.  Toute 
quantité  imaginaire  admet  donc  une  infinité  d'arguments,  formant 
une  progression  arithmétique  de  raison  277.  Pour  que  deux  quan- 
tités imaginaires  soient  égales,  les  modules  doivent  être  égaux; 
il  faut  de  plus  que  les  arguments  diffèrent  d'un  multiple  de  sr. 
et  ces  conditions  sont  suffisantes.  Le  module  d'une  quantité  ima- 
ginaire ;  se  représente  par  la  même  notation  |;|  que  la  valeur 
absolue  dune  quantité  réelle. 

Soient  z^a-^rbi,  z' =  a' -^  b' i  deux  quantités  imaginaires, 
et  7;/,  m'  les  points  correspondants;  la  somme  z -\- z'  est  repré- 
sentée pur  le  point  m",  sommet  du  parallélogramme  construit 
sur  Ow  et  Om'.  Les  trois  côtés  du  triangle  Omm"  (Jîg-  45)  sont 
égaux  respectivement  aux  modules  des  quantités  z,  z' ,  z  -f-  z' .  On 
en  conclut  que  le  module  d'une  somme  de  deux  quantités  est 
inférieur  ou  nu  plus  égal  à  la  somme  des  modules  des  deux 
termes,  et  supérieur  ou  au  moins  égal  à  leur  dij/ércnce.  Deux 
quantités  opposées  ayant  le  même  module,  le  théorème  est  vrai 
aussi  pour  le  module  d'une  différence.  Enfin,  on  voit  de  la  même 
façon  que  le  module   de  la  somme  d'un  nombre   quelconque  de 
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quantités  imaginaires  est  au  plus  égal  à  la  somme  des  modules, 
1  égaillé  ne  pouvant  avoir  lieu  que  si  tous  les  points  qui  repré- 
sentent ces  diverses  c|uanlités  sont  sur  une  demi-droite  issue  de 
l'origine. 

Fi  g.    4:,. 


Si  par  le  point  ni  on  mène  les  deux  droites  inx' ,  niy',  parallèles 
à  O.r  et  à  Oy,  les  coordonnées  du  point  m'  dans  ce  système  d'axes 
soni   a' — a  et    b  — b  {  fig-   'i^}-   Le    point    m'    représente    donc 


3  —  ;  dans  le  noLi\eau  système;  le  module  de  ;  —  :  est  égal  à  la 
longueur  m/u'  et  largument  est  égal  à  l'angle  H  que  fait  la  direc- 
tion i)i/)i'  avec  mx'.  ÎNIenons  par  O  un  segment  Om,  égal  et  paral- 
lèle au  segincnl  nuii' \  i'extiéinilé  7»,  de  ce  segment  représente 
:;' — ;  dans  le  système  d'axes  Oa?,  Oy.  Mais  la  figure  Onim'ni, 
est  un  parallélogramme;  le  point  m,  est  donc  le  point  symétrique 
de  m  par  rapport  au  milieu  c  du  segment  O»;'. 

Piappelous  encore  la   formule  ciui  donne   le   module   et   l'argu- 
ment  du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs.  Soient 

-^'.  =  ,^/.  (COSO)/, -1-  (  sillW/.  I  ('''=li'i    ...,«) 

ces  facteurs;  la  règle  de  multiplication,  combinée  avec  les  formules 
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(radclili<jn  des  lignes  lrigononiétric|iies,  donne  jiour  le  produil 

;,;....;„=  c,p2...p„[cos((o,  — (Oo--.,.-T-  M„}  —  /sinCw,^  (.),,-!-.  .  ,-^i,),,)], 

ce  qui  nionlre  que  le  module  du  produit  est  é^ril  au  produit 
des  modules,  et  Vargument  du  produit  égal  à  la  somme  des 
arguments.  On  en  d(kluil  sans  peine  la  célèbre  formule  de  Moivre 

cos/nw  -^  I  sin  m  m  =  (cosiu  -i-  i  sinoj)'", 

(lui  renferme,  sous  une  forme  extrêmement  condensée,  loutes  les 
furmides  de  multiplication  des  fonctions  circulaires. 

I^'introduction  des  symboles  imaginaires  a  permis  de  donner  à 
la  liiéorie  des  équations  algébriques  une  généralité  et  une  symé- 
Irie  parfaites.  Cest  du  reste  à  propos  des  équations  du  second 
degré  (|ue  ces  expressions  se  sont  offertes  pour  la  première  fois. 
I^eur  importance  n'est  pas  moins  grande  en  Analyse,  et  nous 
allons  d'abord  expliquer  d'une  façon  précise  ce  qu'il  faut  entendre 
par  ces  mois  :  fonction  d'une  variable  imaginaire. 

^tlO.  Fonctions  continues  d'une  variable  complexe.  —  Une 
quantité  complexe  :  =  a; -i- ) • /,  où  a:  et  j-  sont  deux  variables 
réelles  indépendantes,  est  une  variable  complexe.  Si  l'on  conserve 
au  mot  de  fonction  son  acception  la  plus  générale,  il  paraît 
naturel  de  dire  que  toute  autre  quantité  imaginaire  u,  dont  la 
valeur  dépend  de  celle  de  ;,  est  une  fonction  de  z.  Un  certain 
nombre  de  définitions  s'étendent  d'elles-mêmes.  Ainsi,  on  dira 
qu'une  fonction  u:=f{s)  est  continue  si  le  module  de  la  diffé- 
rence/(:;  -+-  h)  — /(-)  tend  vers  zéro  lorsque  le  module  de  li  tend 
vers  zéro,  cest-à-dire  si  à  tout  nombre  positif  z  on  peut  faiie  cor- 
respondre un  autre  nombre  positif  y,  tel  qu'on  ait 

|iourvu  que  |  //  |  soit  inférieur  à  y,, 
l  ne  série 

„0(z)-^U,(z)^...-:-U„(z)-^.... 

dont  les  dilférents  termes  sont  fonctions  de  la  variable  complexe  ;. 
est  uniformément  convergente  dans  un  domaine  D  du  plan  si  à 
tout   nombre    positif  ;    on    peut   faire   correspondre    un   nombre 
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entier  N  tel  qu'on  ait 

I  K„  1  =  I  «„+,,:^) +  «„+,(;)+...  l<  s, 

pour  toutes  les  valeurs  de  :■  prises  dans  le  domaine  D.  pourvu  que 
»  soit^N.  On  démontre  conune  plus  l)aut(I,  n"  32)  que  la  somme 
d'une  série  uniformément  convergente  dans  un  domaine  D,  et  dont 
tous  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  z  dans  ce  do- 
maine, est  elle-même  une  fonction  continue  de  la  variable  :;  dans 
le  même  domaine.  Une  série  est  encore  uniformément  convergente 
si,  pour  toutes  les  valeurs  de  s  considérées,  le  module  d'un  terme 
([uelconque  |  ii„  |  est  inférieur  au  terme  correspondant  i'„  d'une 
série  convergente,  dont  tous  les  termes  sont  des  nombres  cons- 
tants et  positifs,  t-a  série  est  alors  à  la  fois  absolument  et  unifor- 
mément convergente. 

Toute  fonction  continue  de  la  variable  complexe  r  est  de  la 
forme  u  ^=  P{x,  y)  -+-  iQ{x,y),  P  et  Q  étant  des  fonctions 
réelles  continues  des  deux  variables  réelles  a\  r.  Si  Ion  n'ajoutait 
pas  d'autres  conditions,  l'étude  des  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe ;  reviendrait  donc  au  fond  à  l'étude  d'un  système  de  deux 
fonctions  de  deux  variables  réelles  ;  l'emploi  du  symbole  i  n'amè- 
nerait que  des  simplifications  illusoires.  Pour  que  la  tbéorie  des 
fondions  d'une  variable  complexe  présente  quelque  analogie  avec 
la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle,  nous  chercherons 
avec  Cauchy  à  cjuelles  conditions  doivent  satisfaire  les  fonctions  P 
et  Q  pour  que  l'expression  P  -;-  t'Q  possède  la  propriété  fonda- 
mentale des  fonctions  d'une  variable  réelle  auxquelles  s'applique 
le  calcul  infinitésimal. 

^61.    Fonctions  monogènes.  —  Siy(.ri  est  une  fonction  de  la 

•   11       .11            1                           1.   •    •      1                    f(-''-^/>)  —  li^") 
variable  réelle  x  admettant  une  dérivée,  le  rapport- ■ 

tend  vers  /'{x)  lorsque  /(  tend  vers  zéro.  Cherchons  de  même 
dans  quels  cas  le  quotient 

Au  _  aP  h-  i  AQ 
A3         A.r  -^  i  \j' 

tend  vers  une  limite  di'terminée,  lorsque  le  module  de  A;  tend 
vers  zéro,  c'est-à-dire  lorsque  Aa?  et  A7'  tendent  séparément  vers 
zéro.  H  est  facile  de  prévoir  que  cela   n'aura  pas  lieu  si  les  fonc- 
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lions  \'(  x.y)  el  Q(j;.  v)  sont  quelconques,  car  la  limite  du  rap- 
port précédent  dépend  en  général  de  la  limite  du  ra|>port  —, 
'•'esl-à-dire  de  la  façon  dont  le  point  qui  représente  la  valeur 
de  ^  -|-  Ar  se  rapproche  du  point  qui  représente  la  valeur  de  ;. 

Laissons  d'abord   y  constant  el  atlribuons  à  x  une  valeur  voi- 
sine X  -t~  Sx.  il  vient 

lu  P(.r—  Ar.  1-    —  I'    r.   r  1  .Qi.r—lr.y\  —  O  i  J- .  v  i 


pour  que  ce  rapport  ait  une  limite,  il  faut  que  les  fonctions  P  et  () 

admettent  des  dérivées  partielles  par  rapport  à  .r,  el  celte  limite 

a  pour  expression 

,.      Ml        àP        .  OQ 
I  un  —  = ^  i  — — 

A;  OJT  ox 

Supposons  ensuite  .r  constant,  et  donnons  à  )'  la  valeur  v  -!-  Af, 
nous  avons 

A;/         Pi.r-.  1'— An  —  \'i.r.  ri         *Mx.  i'-^Avi  —  0(.r.  r^ 


et  le  rapport  aura  une  limite  égale  à 


ùq       .oiP 

77' ~'  I*v' 


pourvu  que  les  fonctions  P  et  O  admettent  des  dérivées  par- 
tielles par  rapport  à  i'.  Pour  que  les  limites  clu  rapport  —^  soient 
les  mêmes  dans  les  deuï  cas,  il  faut  quon  ait 

yP  _  dQ  oV  _       dQ 

Ox        ày  ày  dx 

Supposons  que  les  fonctions   P  et  Q  vérifient  ces  conditions, 

,        ,  ,   ■     .  .   .,       àP    dP     àQ     dQ       .  .        -- 

et  que  les  dérivées  partielles — ,-—, —^  > —^  soient  des  ionctions 
'  '  ax     ày    Ox     ôy 

continues.  Si  nous  attribuons  maintenant  à  :r  et  à^-des  accrois- 
sements quelconques  A.r,  A}',  nous  pouvons  écrire,  en  désignant 
par  H  et  h'  des  nombres  positifs  plus  petits  que  un, 

AP  =  P(  .r  ^  Ar,  y  -^  \y)  —  P(x  -^  A:r,  y)-i-P(x  -^  A.r.  y)—Vix,  y) 
=  Av  P[ix  -^  \x,y-^(^^y)-^\x  P'x(x  -r-  O'Aj".  y  ) 
=  Aj-[P;i  a-,  y)  --  El  --  \y[P[(x,y)  -h  E,], 
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el  l'on  a  de  même 

AQ  =  A3-[q:,(  .r,  r  )  +  ï']  +  avIq;  (x,  x)  -+- 1[\, 

£,  s',  :,,  e',  élanl  infinlnient  jielils  en  même  temps  que  l.v  el  Av. 
La  diflerence  lu  =  AI'  +  /A(^  peut  s'écrire,  en  tenant  coniplc 
des  conditions  (i), 


h  i  -^  )  -t-  Al' r^  +  '  -;—      +  ■'■,  A.r  -t-  r,  Ai' 


=  ,A.r  +  ,Aj',(^--.^j+,A^  +  r,Aj', 
•t\  et  Y,'  étant  infînimenl  |)etils.  ]1  vient  donc 

\ii  _^i)V         .àQ         r,  A.7--i-T;A>'_ 
A;         dx  tlx  \r  —  i  \v 

si  I  •/!  I  et  jvi'l  sont  plus  petits  qu'un  noniiire  a,  le  module  du  ternii 
complémentaire  est  inférieur  à  2a.  Ce  leiuie  tend  donc  vers  zéic 
lorsque  \x  et  \y  tendent  vers  zéro,  et  l'on  a 


Les  conditions  (i)  sont  donc  nécessaires  et  suffisantes  pour  cjue  le 

rapport  -—  ait  une  limite  unique  pour  chaque  valeur  de  ;,  pour\u 

(|ue  les  dérivées  partielles  des  fonctions  P  el  O  soient  continues. 
La  fonclion  u  esl  dite  une  fonclion  monogène  ou  analytique  (') 
de  la  variable  z;  si  on  la  représente  par/(;i,  la  déri\ée /'(r.)  est 
é^ale  à  l'une  quelconque  des  expressions  suivantes  qui  sont  équi- 
\  alenies  : 

_  LiV        .àQ  __  i)Q        .')!'  _  ('P       .ôV  ^  âO        .()q 
<  i)      ■'    '^  "  ■  ~  'J^  '^  ' 'ô^  ~  Tïy  ~  ' 'iîr  "  dx  f'.c  ~  <>y  i>^  ' 

Il  est  essentiel  de  lemarquer  qu'aucune  des  deux  fonctions 
I'(^,jk),  Q(^).v)  ne  peut  être  prise  arbitrairement.  En  effet, 
supposons  que  les  fonctions  P  el  Q   admettent  des  dérivées  du 

{')  Le  mot  monogène  a  élé  souvent  employé  par  Caucliy.  On  dit  aussi  quel- 
quefois synectique.  Nous  emploierons  plutôt  le  mol  analytique:  on  montrera 
plus  loin  que  cette  définition  esl  bien  d'accord  avec  celle  qui  a  été  donnée  anté- 
rieurement (I,  n°  197). 
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second  ordre;  si  l'on  dilTcrentie  la  première  des  relations  (i)  par 
rapport  à  x,  la  seconde  par  rapport  à  y.  il  vient,  en  ajoutant  les 
deux  relations  obtenues, 

à°-P       (>"-  P 
A.,  P  = : =  o. 

ci.r-         i[v'- 

et  l'on  démontre  de  la  même  façon  qu'on  a  A2(^  =  o.  Les  denx 
fonctions  P(x,y),  Q{^',y)  sont  donc  deux  solutions  de  l'équa- 
tion dp  Laplace. 

Inversement  toute  solution  de  l'équation  de  Laplace  peut  être 
prise  pour  l'une  des  fonctions  P  ou  Q.  Soit  par  exemple  l'{x,y) 
une  solution  de  cette  équation;  les  deux  relations  (i),  où  Q  est 
considérée  comme  une  fonction  inconnue,  sont  compatibles,  et 
l'expression 

qui  est  déterminée  à  une  constante  près  C,  est  une  fonction  mono- 
gène dont  la  partie  réelle  est  P(.r,  )'). 

L  étude  des  fonctions  analytiques  d'une  variable  complexe  :■ 
revient  donc  au  fond  à  l'étude  d'un  système  de  deux  fonc- 
tions f(x,y),  Q{x,y}  de  deux  variables  réelles  x  el  y,  satisfai- 
sant aux  relations  (i),  et  l'on  pourrait  développer  toute  la  théorie 
sans  employer  le  svmliole  i  ('  ).  Nous  continuerons  cependant  à 
nous  servir  du  symbolisme  de  Caucliv,  tout  en  faisant  remarquer 
<pie  la  différence  des  deux  méthodes  est  au  fond  plus  apparente 
que  réelle.  Tout  théorème  établi  pour  une  fonction  analytique /(:;) 
se  traduit  imméflialemenl  par  un  théorème  équivalent  relatif  aux 
fondions  P  et  (K  et  inversement. 

/exemples.  —  La  fonclion  h  =  a^- — }--^ii3:y  est  une  fonction  ana- 
lytique, car  les  relations  (i)  sont  vérifiées,  et  la  dérivée  est  i-v  +  liy  ^  iz: 
celte  fonclion  ii  n'est  aulie  que  (,r- -h  £_>')-=  ^-.  Au  contraire,  l'expres- 
sion p  ^  a^ —  ('^  n'esl  pas  une  fonction  analvtique  ;  on  a.  en  ellet, 

.-.•^ 
Af         \x  —  (  Ar  A.T 


(')  C'csl  en  général  à  ce  point  de  vue  que  se  placent  les  géomètres  allemands 
de  l'école  de  Riemann. 
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et   il   e«t  clair  (jne   la    limite   du    rappoil  —  dépend   de   la    limite   du   lap- 

•  huiiul  on   pose  .r  =  o  cosco,  r  =  ?  sin  w-  en  appliquant  les  formules  du 
changement  de  variables  (F,  n"  (ili.  p.  i4*^),  'es  relations  (i)  deviennent 

et  la  dérivée  a  pour  expression 


/"P  ■àQ_\ 

\  dç,  dp  ! 


On  vérilie  aisément,  nu  moyen  de  ces  formules,  que  la  fonction 
-m  _  pm  (•  gos  m  to  -t-  /  sin  ni  (o  ) 

est  une  fonction  analytique  de  z.  dont  la  dérivée  est  égale  à 

m  s"'~'(c05/«(u  -^  £  sin  /mo)  (cosoj  —  i  sinio)  =  m  z"'~K 

262.  Fonctions  holomorphes.  —  Les  généralités  qui  précèdent 
sont  encore  un  peu  vagues,  car  il  n"a  pas  été  question  jusqu'ici 
des  limites  entre  lesquelles  on  fait  \arier  la  variable  ;. 

Une  portion  D  du  plan  est  dite  connexe  ou  d'un  seul  tenant 
lorsqu'on  peut  joindre  deux  points  quelconques  pris  dans  cette 
portion  par  un  clieinin  continu  qui  est  situé  lui-même  tout  entier 
dans  cette  portion  du  plan.  Une  portion  connexe,  et  située  tout 
entière  à  distance  finie,  peut  être  limitée  par  une  ou  plusieurs 
courbes  fermées,  parmi  lesquelles  il  y  a  toujours  une  courbe 
fermée  qui  la  limite  extérieurement.  Une  portion  du  plan  s'éten- 
danl  à  rinlini  peut  se  composer  de  l'ensemble  des  points  situés  à 
l'extérieur  d'une  ou  de  plusieurs  courbes  fermées  ;  elle  peut  aussi 
être  limitée  par  des  courbes  ayant  des  branches  infinies.  Quand  il 
n'y  aura  pas  d'ambiguïté  à  craindre,  nous  emploierons  indifférem- 
ment les  mots  domaine  ou  rép^ion  pour  désigner  une  portion  con- 
nexe du  plan. 

Une  fonction  /"(;)  de  la  variable  complexe  ;  est  ilite  holomorphe 
dans  une  région  connexe  D  du  plan,  si  elle  satisfait  aux  conditions 
suivantes  : 

i"  A  tout  point  :;  de  i)  correspond  une  valeur  déterminée 
dey(  =  ); 
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■1"  /{:■)  est  une  fonction  continue  de  :;  lorsque  le  point  :  se 
iléplace  dans  D,  c'esl-à-dire  que  le  module  de /(;  +  /') — ./(^) 
lend  vers  zéro  avec  le  module  de  /;  ; 

.')"  /(:)  admet  encliaque  jioint;  de  D  une  dérivée  unique /"'(  ;), 
c'est-à-dire  (|u"à  tout  point  :  correspond  un  nomiire  com|de\e 
y  (;)  tel  que  le  module  de  la  différence 

tend  sers  zéro  lorsque  |  A  |  tend  vers  zéro.  V  tout  nombre  positit  £ 
on  peut  alors  faire  correspondre  un  autre  nombre  positif  r,  tel 
(pion  ait 

(4)  \/{:,-^/,)-f(z)-hf'(z)\i^\/l\ 

pourvu  que  |  /i  \  soit  inférieur  à  r,. 

Nous  ne  ferons  pour  le  moment  aucune  hypothèse  relativement 
aux  valeurs  de  /{:•)  le  long  du  contour  qui  limite  D.  Quand  nous 
liirons  qu'une  fonction  /{:■)  est  holomorplie  à  l'intérieur  d'un 
domaine  D  limité  par  un  contour  fermé  F  et  sur  le  contour  lui- 
même,  il  faudra  entendre  par  là  que  _/(^)  est  holomorphe  dans 
une  région  (0  renfermant  le  contour  T  et  le  domaine  D. 

Une  fonction  analytique  /{:)  n'est  pas  nécessairement  holo- 
morphe dans  tout  son  domaine  d'existence  ;  elle  admet  en  général 
des  points  singuliers,  qui  peuvent  être  d'espèces  très  variées.  Il 
serait  prématuré  d'indiquer  dès  maintenant  une  classification  de 
ces  points  singuliers,  dont  la  nature  nous  sera  révélée  précisément 
par  l'élude  qui  va  être  faite. 

263.  Fonctions  rationnelles.  —  Les  règles  cpii  donnent  la 
dérivée  d'une  somme,  d'un  produit,  d'un  quotient,  étant  des  con- 
séquences logiques  de  la  définition  de  la  dérivée,  s'étendent  aux 
fonctions  d'une  variable  complexe.  11  en  est  de  même  de  la  règle  de 
dérivation  d'une  fonction  de  fonction.  Soit  u  =y(Z)  une  fonction 
analytique  de  la  variable  complexe  Z;  si  l'on  remplace  Z  par  une 
autre  fonction  analytique  '-p(-r)  d'une  autre  variable  complexe  ;, 
u  est  encore  une  fonclion  anahliiiue  de  la  \ariable  z.  On  a,  en 
ell'et, 

\it  _  \ii       AZ 

Is  ""  ÂZ  '"  a7' 
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lorsque  |  A-  |  tend  vers  zéro,  il  en  esl  de  même  de  |  AZ  |  etcluiciin  des 
rii|i|)or[s  — -,  —  tend  vers  une  limite  déterminée.  J^e  raj>poit  -— 
tend  d(jnc  lui-même  vers  une  limite 

Nous  avons  di'jà  \érilié  plus  haut  (  n"  261  )  i|iie  la  fonction 
z"'=  (.r-i-  iyy" 

était  une  fonction  analytique  de  z,  ayant  pour  dérivée  in:'"'. 
On  peut  le  voir  directement  comme  dans  le  cas  ti'une  variable 
réelle.  En  effet,  la  formule  du  binôme,  qui  repose  uniquement 
sur  les  propriétés  de  la  multiplication,  s'étend  évidemment  aux 
(piantités  complexes.  Nous  pouvons  donc  écrire,  m  étant  un 
nombre  entier  positif, 

et,  par  suite, 

(  z -T- /i  )'" — z"i  ,     ,  r/)M»i  — i)       „  ,      1 


il  est  clair  que  le  second  membre  a  pour  limite  m  :■'"''  lorscjue  le 
module  de  h  tend  vers  zéro. 

Tout  poljnome  entier  à  coeflicienls  quelconques  est  donc  aussi 
une  fonction  analytique,  (]ui  est  holomorphe  dans  tout  le  plan.  Une 
fonction  rationnelle,  c'est-à-dire  le  rpioticnt  de  deux  polynômes 
entiers  P(;),  Q(s),  qu'on  peut  supposer  premiers  entre  eux, 
est  aussi  une  fonction  analytique,  mais  elle  admet  un  certain 
nombre  de  points  singuliers,  les  racines  de  l'équation  0(;)  =  o. 
Elle  est  holomorphe  dans  toute  région  du  j)lan  ne  renfermant 
aucune  de  ces  racines. 

264.  Etude  de  quelques  fonctions  irrationnelles.  —  Lorsque  le 
jioint  ;  décrit  une  courbe  continue,  les  coordonnées  x  et  )  ,  ainsi 
que  le  module  p,  varient  d'une  manière  continue,  et  il  en  est  de 
même  de  l'argument,  pourvu  que  la  courbe  décrite  ne  passe  pas 
par  l'origine.  Si  le  point  :■  décrit  une  courbe  fermée,  x,  y  et  p 
reviennent  à  leurs  valeurs  initiales,  mais  il  n'en  est  pas  toujours 
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FONCTIONS    MOXOGEXES. 


;iinsi  de  l'argumenl.  Si  l'origine  est  en  dehors  de  l'aire  enveloppée 
par  la  courbe  fermée  (fig-  -\~" )^  il  est  clair  que  Targunient  revient 
à  sa  valeur  initiale;  mais  il  nen  est,  pins  de  même  si  le  poi[)t  z 
décrit  une  courbe  telle  que  M|,\P.Mo  ou  M„«yD/yM(,  {fig.  47*)- 
Dans  le   premier  cas,   l'argument  reprend  sa  valeur  initiale  aug- 


mentée de  i~.  et.  dans  le  second  cas,  il  reprend  sa  valeur  ini- 
tiale augmentée  de  4~-  H  est  clair  qu'on  peut  faire  décrire  à  la 
variable  :;  des  courbes  fermées  telles  que,  si  l'on  suit  la  variation 
continue  de  l'argument  le  long  de  l'une  d'elles,  la  valeur  finale 
fliflère  de  la  valeur  initiale  de  in—,  «  étant  un  nombre  entier 
arbitraire,  positif  ou  négatif.  D'une  façon  générale,  lorsque  r 
décrit  une  courbe  feimée,  l'argument  de  ;  —  a  reprend  sa  valeur 
initiale  pourvu  que  le  point  «  soit  en  dehors  de  l'aire  enveloppée 
par  cette  courbe  fermée,  mais  on  peut  toujours  choisir  la  courbe 
décrite  par  z-  de  façon  que  la  valeur  finale  de  l'argument  de  z  —  a 
soit  égale  à  la  valeur  initiale  augmentée  de  iiit.. 
Cela  posé,  considérons  l'équation 


ou  m  est  un  nombre  entier  positif.  A  toute  valeur  de  :;,  sauf  g  =  o, 
celte  relation  fait  correspondre  m  valeurs  distinctes  de  u.  Si  nous 
posons  en  effet 

z  =  p(cosw  -i-  JsiDio).         M  =  /(cos-j  -^  /'  siii'j;), 

la  leialion  (5)  est  équivalente  aux  deux  suivantes  : 


in  o  ^  oi 


iL- 
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Oïl    [ire    de    Is 


s    pieniirre    /•  ^=  z 


îst-à-di 


^st    éj;al 


la  racine  /»"""'    arillimétique    du    nombre    posilil    q.   Nous  avons 

ensuite   Ci  =:  — — -^  et,  uoui    obtenir  toute  les  valeurs  clislincLcs 

'  m  ' 

de  u,  11  suffit  de  donner  au  nombre  entier  arbitraire  />■  les  rn 
valeurs  entières  consécutives  o,  i,  'j,  ...,  /n  —  i:  nous  obtenons 
ainsi  les  expressions  des  m  racines  de  l'équation  (5) 


(6) 


^r     /(o-h-..,/l--, 


-2/,-\ 


(7>  =  o.i. 


on  représente  encore  par  .;'"  lune  quelconque  de  ces  racines. 

Lorscjue  la  variable  .;  décrit  une  courbe  continue,  cliacune  de  ces 
racines  varie  elle-même  d'une  manièie  continue.  Si  ::  décrit  une 
courbe  fermée  laissant  l'origine  à  l'extérieur,  l'arj^ument  w  revient 
à  sa  valeur  initiale,  et  chacune  des  racines  iio,  a,,  ...,  »,„_, 
décrit  également  une  courbe  fermée  {Jiff-  48")-  Mais  si  le  |)oiut  .; 
y-décrlt  la  courbe  MoNPMo  (Jig.  47*))  <^  se  change  en  co  +  ^>-,  la 
valeur  finale  de  la  racine  ui  est  égale  à  la  valeur  initiale  de  iii^, ,  et 
les  courbes  décrites  par  les- did'érents  points  racines  forment  une 
seule  courbe  fermée  {Jig'-  4>^*)- 


Ces  iti  racines  Uq,  u,,  ...,  ii,„-\  se  permutenl  donc  circulalre- 
ment  lorsque  la  variable  z  décrit  dans  le  sens  tlireit  une  courbe 
fermée  sans  point  double  renfermant  l'origine.  Il  est  clair  qu'on 
peut  faire  décrire  à  -:  un  chemin  fermé  tel  que  l'une  des  racines 
partant  de  la  valeur  initiale  «„,  par  exemple,  sa  valeur  finale  soit 
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égale  à  l'une  quelconque  des  autres  racines.  A  moins  de  rejeter  la 
conlinuilt'.  on  ne  peut  donc  considérer  les  m  racines  de  léqua- 
tion  (3)  comme  autant  de  lonclions  distinctes  de  ;,  mais  comme»? 
branches  distinctes  dune  même  fonction.  Le  point  z  :=  o,  autour 
duquel  se  permutent  ces  m  \aleurs  de  n.  est  appelé/^Of/i/  critique 
on  point  de  ramification. 

Pour  que  les  m  valeurs  de  ;/  puissent  être  considérées  comme 
des  fonctions  distinctes  de  ;,  il  faut  interrompre  la  continuité  de 
ces  racines  le  long  d'une  ligne  indéfinie  issue  de  l'origine.  On 
peut  se  représenter  d'une  façon  concrète  cette  solution  de  conti- 
nuité de  la  manière  sui\ante  :  imaginons  que,  dans  le  plan  où  Ion 
représente  la  valeur  de  z,  on  trace  une  coupure  indéfinie  suivant 
une  demi-droite  issue  de  l'origine,  par  exemple  suivant  la  demi- 
droite  OL  {fig-  4!))î  et  qu'on  écarte  légèrement  les  deux  bords  de 


cette  coupure,  de  façon  que  le  chemin  suivi  par  la  variable  ne 
puisse  passer  d'un  bord  à  l'autre.  Dans  ces  conditions,  un  chemin 
fermé  quelconque  ne  peut  entourer  l'origine  ;  à  chaque  \aleur  de  ; 
correspond  une  valeur  bien  déterminée  des  m  racines  «,-,  que 
l'on  obtiendra  eu  prenant  |)our  l'argument  w  la  valeur  comprise 
entre  a  et  a  —  r^-.  Mais  il  faut  oliser\er  ipie  les  valeur*  de  «,■  en 
deux  points  infiniment  \oisins  m,  m',  de  part  et  d'autre  de  la  cou- 
pure, ne  sont  pas  les  mêmes.  La  valeur  de  «/,-  au  point  m'  est  égale 

à  la  valeur  de  it,  au  point  m.  multipliée   iiar  (  cos^^  -;-  /sin—  )• 
I  '  '        \  »i  m  J 

Chacune  des  racines  de  l'équation  (à)  est  une  fonction  mono- 
gène. Soit  «0  une  des  racines  pour  une  valeur  donnée  Zo;  à  une 
valeur  de  ;  voisine  de  Zg  correspond  une  valeur  a  voisine  de  tio-  Au 

lieu   de  chercher  la  limite  du  rapport  -;; ^>  on   peut  chercher 
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;  —  z,i        II'"  —  u'.!' 


Il  —  (',. 


"  —  "ij 


cette  limite  est  égale  à  i}iti["   ' .  On  a  ilonc,  pour  la  dérivée  de  ti, 
lexpression 

Il  If/ 

/Il    ii"'~^  in    z 

qu'on  peut  encore  écrire,  en  introduisant  les  exposants  négatifs, 

1 
I     — -I 


mais,  pour  avoir  sans  ambiguïté  la  \aleiir  de  la  dérivée  qui  cor- 
respond à  lune  des  racines,  il  vaut  mieux  prendre  l'expres- 
sion  A  l'intérieur  d'une  courbe   fermée  ne  renfermant  lias 

/;(  z  ' 

l'origine,  chacune  des  déterminations  de  \^/ z  est  une  fonction  holo- 
morplie.    L'équation  u'"  =  \(z — a)  admet   de   même  m   racines 
qui  se  permutent  circulaireinent  autour  du  point  critique  ;  :^  a. 
Considérons  encore  l'équation 

(71  ;(■-=  A(3  —  f,  )i  ;  —  c,  )  .  .  .  (  ;  —  e„  ), 

oùe,,  Co,  ...,  e„  sont  n  (piantités  distinctes.  Désignons  jiar  les 
mêmes  lettres  les  |)oints  qui  représentent  ces  n  quantités.  Posons 

A  —  R(  cosa  -+-  /sina), 

^  —  e/,=  P/,(cos(o/,  H- (' ?in  u)/,.  )         (/:  =  i,9.,   ...,/i), 

;;  =  /•(  cusO  -I-  i  sin  0  ): 

is>k  représente  l'angle  que  fait  a\ec  la  direction  0.r  la  direc- 
tion e/,s  du  point  e^  au  point  ;.  On  tire  de  l'équation  ('^) 

''-  =   R  p  1  30  .  .  .  p„ .  2  *)  =  2  -i-  to  I  —  .  .  .  ^  0)„  -i-  2  »!  -  : 

celte  équation  admet  donc  deux  racines  opposées 

H|  =  (  Rpi  P2. .  .0,,)-     cos  ( I 

.    .      /a-.o,-^...H-to„\-l 

_,„„( _ — jj, 

î/,=  ('Rpip2...p„)-^  Te 


(«) 


a  ^  (0  I  -^  .  .  .  —  (U ,, 


^^-^)[ 
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J.orsilue  la  variable  ;  ch'crit.  une  courbe  fVrinée  G  renfermant  à 

rintciieur  p  des  points  e, ,  c^i ^/c  il  y  a  /*  des  arguments  co,, 

ojo.  . . .,  (o„  qui  augmentent  de  2-;  l'argument  de  u^  et  celui  de  Ho 
augmentent  donc  de  p-.  Si  p  est  pair,  les  deux  racines  repren- 
nent leurs  valeurs  initiales;  si  p  est  impair,  elles  se  permutent. 
En  particulier,  si  le  contour  renferme  un  seul  point  e,-,  les  deux 
racines  se  permutent.  Les  /;  points  <?,  sont  des  points  de  ramifica- 
tion. Pour  f]ue  les  deux  racines  m,  et  it2  restent  des  fonctions 
bien  déterminées  de  ;,  il  suflira  de  tracer  un  système  de  coupures 
de  façon  qu'une  courbe  fermée  quelconque  renferme  toujours  un 
nombre  pair  de  {)oinls  critiques.  On  pourra  par  exemple  tracer 
une  coupure  indéfinie  suivant  une  deini-droite  issue  de  chacun 
des  points  c,-,  de  façon  que  ces  coupures  ne  se  croisent  pas.  .Mais 
on  peut  opérei-  de  bien  d'autres  façons.  Si,  par  exemple,  il  v  a 
quatre  points  critiques  e,,  e^.  e-n,  Cf,,  on  pourra  tracer  une  cou- 
pure suivant  le  segment  de  droite  e^e.,,  et  une  seconde  coupure 
suivant  le  segment  e-jC;. 

2Co.  Fonctions  uniformes  et  multiformes.  —  Les  exemples 
élémentaires  que  nous  \enons  de  traiter  mettent  en  évidence  un 
fait  très  important.  La  valeur  d'une  fonction  /(s)  de  la  variable  ; 
ne  dépend  pas  toujours  uniquement  de  la  valeur  même  de  ;  ;  mais 
elle  peut  aussi  dépendre  dans  une  certaine  mesure  de  la  loi  de 
succession  des  valeurs  prises  par  la  variable  pour  parvenir  d'une 
valeur  initiale  à  la  valeur  actuelle,  en  d'autres  termes,  du  cliemin 
suivi  par  la  variable. 

Pieprenons,  par  exemple,  la  fonction  u  =  '^z-.  Si  nous  allons 
du  point  Mo  au  point  M  par  les  deux  chemins  ]M„NM  et  M„PM 
(/ig.  47*)  en  prenant  dans  les  deux  cas  la  même  valeur  initiale 
pour  u,  nous  n'obtiendrons  pas  en  M  la  même  valeur,  car  les 
deux  valeurs  obtenues  pour  l'argument  de  ;  différeront  de  2-. 
On  est  donc  conduit  à  introduire  une  nouvelle  distinction. 

Une  fonction  analj'tique/(.:)  est  dite  uniforme  on  monodrome 
dans  une  région  D  lorsque  tous  les  chemins  situés  dans  D,  qui 
vont  d'un  point  ^o  à  un  autre  point  quelconque  ;,  conduisent  à 
la  même  valeur  finale  pour/(;:).  Lorsque  la  valeur  finale  de/(;) 
n'est  pas  la  même  pour  tous  les  chemins  possibles,  la  fonction  est 
mulliforme.   Une  fonction  holomorphe  dans  une  région   D  est 
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forcément  uDil'ornie  dans  celle  région.  D'une  façon  générale,  pour 
qu'une  fonction  /{:)  soit  uniforme  dans  un  domaine  D,  il  faut 
el  il  suffit  fiu'un  chemin  fermé  quelconqrje  décrit  par  la  variable 
ramène  la  fonction  à  sa  valeur  initiale.  Si,  en  effet,  en  allant  du 
point  A  ,m  point  B  par  les  deux  chemins  AMB  (fig.  5o)  el  ANB, 


on  arrive  dans  les  deux  cas  au  point  B  avec  la  même  détermination 
pour  /(;),  il  est  clair  que,  en  faisant  décrire  à  la  variable  le 
contour  fermé  AMENA,  on  reviendra  au  point  A  avec  la  valeur 
initiale  de  /'(;). 

Réciproquement,  supposons  que,  la  variable  ;  décris ant  le 
contour  AMENA,  on  revienne  au  point  de  départ  avec  la  valeur 
initiale  //,),  et  soit  ii,  la  valeur  de  la  fonction  au  point  B,  après 
que  ;  a  décrit  le  chemin  AMB.  Lorsque  z  décrit  l'arc  EN  A,  la 
fonction  [lart  de  la  valeur  a,  pour  arriver  à  la  valeur  Uo'.  donc 
inversement  le  chemin  ANE  conduirade  la  valeur  ;/„  à  la  valeur  «,, 
c'est-à-dire  à  la  même  valeur  que  le  chemin  AME. 

Il  est  à  remarquer  qu'une  fonction  peut  ne  pas  être  uniforme 
dans  un  domaine,  sans  présenter  de  points  crilicpies  dans  ce  domaine. 
Considérons  par  exemple  la  portion  du  plan  comprise  entre  deux 
cercles  concentriques  C,  C,  ayant  pour  centre  l'origine.  La  fonc- 
tion a  =  z'"  ne  présente  aucun  point  critique  dans  cette  région  : 
cependant,  elle  n'v  est  pas  uniforme,  car  si  l'on  fait  décrire  à  la 
variable  z  un  cercle  concentrique,  compris  entre  C  et  C.  la  foiic- 

—                1  •    1  • .                      2  —         .   .      j  — 
lion  :     est  multipliée  par  cos h'sin — ■ 


II.  —  SERIES  ENTIERES  A  TER.MES  IMAGINAIRES. 
TR  VNSCENDANTES  ÉLÉMENTAIRES. 

"HjG.  Cercle  de  convergence.  —  f^es  raisonnements  employés 
dans  l'étude  des  séries  entières  (1,  Cliap.  IX)  s'étendent  d'eux- 
mêmes  aux  séries  entières  à  termes  imaginaires:  il  suffit  de  rem- 
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lilacer  la  rali'iii-  absolue  par  le  module.  Nous  rappellerons  siic- 
riaclemcnt  la  suite  des  lliéorèmes  et  les  résultats. 
Soit 

(9)  «0-1- «!■= -!-«2^--i-.  .  .+  «n  .3"  4- .  .  . 

une  série  entière  où  les  coefficients  et  la  variable  peuvent  avoir 
(les  valeurs  imaginaires  quelconipies.  Considérons  eu  même  temps 
la  série  «les  modules 

(10)  Ao  -H  Ai  /•  M-  \.,r'-  -H ...  -4-  A  „  /•"  -i- .  . . , 

où  A,=:  I  (i,\.  r  =  j  ;  I;  on  a  démontré  (1,  n"  181)  l'existence  d"un 
iiiimljre  positif  l\  tel  cpie  la  série  (10)  est  convergente  pour  toute 
valeur  de  /'^R,  et  divergente  pour  toute  \iilcur  de  /•  >  R.  Ce 
iioiiihre  R  est  égal  il  l'inverse  de  la  plus  grande  des  limites  des 
termes  de  la  suite 

A,,  l'x;.  ?x:.  ...,  ^-â;,  ..., 

et,  comme  cas  |)articulier,  il  |)eul  être  nul  ou  infini. 

]_)e  ces  pro|>i'iétés  du  nondjre  R  il  résulte  immédiatement  que 
la  si'i-ie  (())  est  absolument  convergente  loisipic  le  module  île;  est 
iiilV'rieur  à  I!.  Elle  ne  peut  être  convergenle  |iiMir  une  valeur  r„ 
do  ;  de  module  supérieur  à  R,  car  la  série  des  modules  (10)  serait 
convergenle  pour  des  valeurs  de  /■  supérieures  à  R(I,  n'"181).  Si. 
de  Torigine  comme  centre,  on  décrit,  dans  le  plan  de  la  variable  :;. 
un  cercle  G  de  rayon  R  {fig.  5i),  la  série  entière  (9)  est  absolu- 
ment convergente  pour  tout  point  intérieur  au  cercle  C,  et  diver- 
gente pour  tout  point  extérieur  ;  ce  qui  explique  le  nom  de  cercle  de 
convergence  donné  à  ce  cercle.  En  nu  point  du  cercle  C  lui-même, 
la  série  peut  être  convergente  ou  divergente,  suivant  les  cas  ('). 

(  ')  Soit  /(,-)  =  -«„^"  une  série  entière  dont  le  rayon  de  convergence  K  =  i. 
Si  les  coefficienls  «„,  o,,  o,,.  ...,  sont  des  nombres  positifs  décroissanls,  a„  ten- 
dant vers  zéro,  lorsque  n  croit  indéfiniment,  la  série  est  convergente  en  tous  les 
points  du  cercle  de  convergence,  sauf  pevrt-ètre  pour  ^  =1.  En  elTet,  la  série  i:.:" 
où  I  J  I  =  I,  est  indclcrminée,  sauf  pour  .;  =  i,  car  le  module  de  la  somme  des  n 
premiers  termes  est  inférieur  à  - — "  _  ;  il  suffira  donc  d'appliquer  le  raisonne- 
ment du  n°  160,  en  sappuyanl  sur  le  lemme  d'.\bel  généralisé.  De  même  la  série 
c/u —  o ^  z-  -^  a^ z'^-  —  . . .,  qui  se  déduit  de  la  précédente  en  changeant  .c  eu  —  .:r,  est 
convergente  en  tous  les  points  du  cercle  |  c  |  =1.  sauf  peut-être  pour  ;  —  —  i. 
(  Cf.  n'  ItJt;.) 
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A  l'intérieur  d'un  cercle  C  concenlrique  au  premier,  el  doiille 
rayon  R'  est  inférieur  à  R,  la  série  (9)  est  uniformément  conver- 
gente. Cm'  pour  tout  point  intérieur  à  C  on  a  évidemment 

et  l'on  peut  clioisir  le  nombre  /;  assez  grand  pour  f[ue  le  second 
inemljre  soit  inférieur  à  tout  nombre  positif  donné  î,  (piei  que 
soit/).  On  en  conclut  que  la  somme  de  la  série  (9)  est  une  fonc- 
tion continue  y"(3)  de  la  variable  ;  en  tout  point  intérieur  au  cercle 
<le  conver-jence  ('n''!260'). 


En  différenlianl  terme  à  terme  la  série  (9)  un  nombre  quelconque 
de  fois,  on  obtient  un  nombre  indéfini  de  séries  entières  fi(z), 
/2i^),  ■•■■,  /„{:■),  ....  qui  admettent  le  même  cercle  de  conver- 
gence que  la  première  (1,  n"  183).  On  démontre  de  la  même  façon 
qu'au  n°  18i  que /,  (;)  est  la  dérivée  de  _/'(;),  et  d'une  façon 
générale  que  /),(;)  est  la  dérivée  de  /„-i  {:■  )■  Toute  série  entière 
représente  donc  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  du 
cercle  de  convergence.  La  suite  des  dérivées  de  cette  fonction  est 
illimitée,  et  toutes  ces  dérivées  sont  également  des  fonctions  bolo- 
morphes  dans  le  même  cercle. 

Etant  donné  un  point  z  intérieur  au  cercle  C,  de  ce  point 
comme  centre  décrivons  un  cercle  c  langent  intérieurement  au 
cercle  C,  et  prenons  un  point  ;  -f-  //  intérieur  à  c;  si  /•  et  0  sont 
les  modules  de  ^  et  de  /;,  on  a  /■ -;- i  <  R  ijig.  5i).  La  somme] 
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f(^z-{-  h)   de   la    série  est   ég;ile   à  la  sonimc  de  la  série  à  dmiKh 
entrée 

<7|,  -H  C/ ,  C  -T-  «  2  0  -  -F  .  .   .  -T-  «„  G"  -t-  .  .   . 

\        -i-  f(|  h  -+-  iti ,  z  //  ^' .  .  .  ^  lia  II  z"-  '  h  ^-.  .  . 

"  "  ',  , ..  //('/(  —  1  )  „   „  ,  „ 

J  —a  ^11-      -+-... a  „z'-~- II- +  .  .  . 


i|uand  oïl  lail  la  soiiiiii':'  par  colonnes.  Mais  cette  série  est  ahsolu- 
menl  convergenle,  car  si  l'on  reiii[)lace  chaque  terme  par  son  iiio- 
iliile  on  a  une  série  doiililc  à  ternies  positifs  dont  la  somme  est 

Ao  -\-  Xx\r  ~  -j)  ^.  ..^  \„(  ;•  +  p  )"  — 

(.)ii  |)eiil  donc  laire  la  somme  de  la  série  double  i  i  i  )  [lar  lignes 
horizontales,  el  ion  a.  par  eonsé([uent,  pour  tout  point  ;  +  h 
intérieur  au  cercle  c,  la  relation 

M  VI      J\Z  +  h)  =  /U,  -  hJ\iZ)  +  -^/,(3)+  .  .  .  +  _^il_  /„(C)  +.... 

La  série  du  second  membre  est  certainement  convergente  dès  c|ue 
le  module  de  //  est  inférieur  à  II  —  /■,  mais  elle  peut  lètre  dans 
une  plus  grande  étendue.  Les  fonctions  Z",  (;),  /of;).  ...,_/„(.;),  ... 
étant  égales  aux  dérivées  successives  de  ./(;),  la  formule  (12) 
est  identique  à  la  formule  de  Tajior. 

Si  la  série  (g)  est  convergente  en  un  point  Z  ilii  cercle  de  con- 
vergence, la  sommey  (Z)  de  la  série  est  la  limile  vers  laquelle  tend 
la  somme /(;)  loi'sque  le  point  ;  tend  vers  le  point  Z  en  restant 
sur  le  ravon  qui  aboutit  à  ce  point.  On  le  démontre  comme  au 
il"  182  en  posant  :  =  Zf)  el  faisant  croître  0  de  o  à   1 . 

Plus  généralement,  la  somme  fiz)  a  pour  liiiiite_/"(  Z  )  lorsque  le  point  3 
tentl  vers  Z  de  telle  façon  que  l'angle  que  l'ait  la  droite  joignant  Z  à  -  avec 

la  rayon  allant  de  Z  à  l'origine  reste  inférieur  à  un  angle  o  <  -•  En  par- 
ticulier /'(  c  )  leiul  vers  /(  Z  )  lorsque  -.  tout  en  restant  à  l'intérieur  du 
cercle  de  convergence,  tend  vers  Z  suivant  une  courbe  dont  la  tangente 
en  TL  est  différente  de  la  tangente  au  cercle. 

Il  suflit  de  prouver  que  la  série  (9)  est  uniformément  convergente  dans 
la  région  du  plan  intérieure  à  un  cercle  de  rayon  très  petit  ayant  pour 
centr(^  le  point  Z  et  limitée  pai-  deux  rayons  de  ce  cercle  faisant  avec  le 
ra\on    qui    va    passer    par   l'origine    un    angle   ç<^  — .    On   peiU.    pour   la 
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démonstration,  supposer  Z  =  i,  car  il  suffit  de  poser  -  =  Z».  u  ('tant  la 
nouvelle  variable,  pour  être  ramené  à  ce  cas. 

La  série  (9)  étant  supposée  convergente  pour  .3  =  1,  posons 

et  supposons  que  l'on  ait  choisi  11  assez  grand  pour  que  l'on  ail,  quel  que 
soit  /),  I  s'i'i  I  <  ;,  le  nombre  positif  e  étant  choisi  à  volonté,  ba  somme 
■^'î  =  "«-"-•-  ««+1-="'^'  -H-  •  •-)-  o,i^i>^"~^''  peut  s'écrire 

:;-;;  =  .S-»  ;"-i-  (s'„  —  *)',  ) -«+1  + . . . -H  (s'/,  —  s'/r' )z''-^t\ 

ou  encore  (O.  Stolz), 

r^;;  =  (  I  —  ; )  c"  I  «?,  H-  «,',  ^  -f- . .  .  -H  s'/- 1  .:''-  '  |  -h  *;;  c"-^/'. 

On  a  donc,  en  posant  |  c  |  =  p  <  i,  |  i  —  ^  |  =  r, 

I  c^J  1  <  p" TE  -i^^  ^  t  p"-*-" <  ; 


1      /■  ) 

■  /  I  —  p     ■    '  i  ■ 


D'autre  part,  dans  le  triangle  ayant  pour  sommets  l'origine,  le  point 
variable  z,  et  le  point  Z  =  1,  on  a  la  relation  p-  =  1  —  ir  cosa  -|-  1-.  y.  étant 
l'angle  qui  a  son  sommet  au  point  Z  =  i ,  et  par  suite 


2  C0S2  —  /■ 


Supposons  l'angle  a  inférieur  à  un   angle  ci<  ->  et  la   dislance  ;■  infé- 
rieure à  un  nombre  0  <  acos-j.  On  aura,  quel  que  soit/), 

!  -  ^;  i<  ^  ! .. ... .!    .^-I 


dans  le  domaine  que  nous  venons  de  définir.  La  série  (g)  est  donc  unifor- 
mément convergente  dans  ce  domaine,  y  compris  le  point  ^=1,  et  le  rai- 
sonnement s'achève  comme  plus  haut  (n"''  31,  182). 

Lorsque  le  rajon  R  est  inlini,  le  cercle  de  convergence  embrasse 
lotit  le  plan,  et  la  fonction /(s)  est  holoniorplie  potir  toute  valeur 
de  :;.  On  dit  que  c'est  une  fonction  transcendante  entière; 
l'élude  de  ces  transcendantes  est  un  des  objets  les  plus  importants 
de  l'Analyse.  Nous  allons  étudier  dans  les  paragraphes  suivants 
les   transcendantes   classii[ues  élémentaires. 

267.  Séries  de  séries.  —  Etant  donnée  une  série  entière  (9)  à  coeffi- 
cients quelconques,  nous  dirons  encore  qu'une  autre  série  entière  Sa,,^'', 
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dont  tous  le?  coefficients  sont  réels  et  positifs,  est  majorante  pour  la 
première  série,  si  l"on  a,  pour  tonte  valeur  de  n.  |a„|la„.  Toutes  les 
conséquences  déduites  de  l'emploi  des  fonctions  majorantes  (n™  186-189) 
s'appliquent  san~  modification  au  cas  des  variables  imaginaires.  \  oici  une 
autre  application  : 
Soit 

(i3)  /,(-)^/,(;)^/,(5)^...^/„( -.)+... 

une  série  dont  cliaque  terme  est  lui-même  la  somme  d'une  série  entière 
convergente  dans  un  cercle  de  rayon  égal  ou  supérieur  à  un  nombre  R  >  o. 

/,  (  ^  )  =  a,o  ^-  a,-,  i:  -!- . . .  -T-  «/„  z"-^ 

Imaginons  cbaque  ternie  de  la  série  (i3)  remplacé  par  son  développement 
suivant  les  puissances  de  z\  nous  obtenons  une  série  à  double  entrée  dont 
chaque  colonne  est  formée  par  le  développement  d'une  fonction  fi(z). 
Lorsque  cette  série  est  absolument  convergente  pour  une  valeur  de  .;  de 

module  c,  c'est-à-dire  lorsque  la  série  double  2_,z^  I"'"  •  •'"  ^^^  conver- 
gente, on  peut  faire  la  somme  de  la  première  série  double  par  lignes  hori- 
zontales, pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module  ne  dépasse  pas  p,  et  Ton 
obtient  le  développement  de  la  somme  F(i)  de  la  série  (i3)  suivant  les 
puissances  de  z 

Fiz)  =  b,  ^b,z^...^b„z"~... 

h  II  =  a^ii  -f-  a|,j  -f- .  .  .  -T-  «,-,,     -:-...         (  «  =  o,  1 .  2,  .  . .  1. 


C  est   au    fond   le   même   raisonnement   qui    donne    le    développement    de 
f{z^  h)  suivant  les  puissances  de  h. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  série  /",(;)  admette  une  fonction  majo- 
rante de  la  forme  — ^ — ,  et  que  la  série  7  .M,  soit  elle-même  convergente. 
Dans  la  série  à  double  entrée,  le  module  du  terme  général  est  plus  petit 
que  M/  "  Pourvu  que  l'on  ait  1  -  1  <  r,  cette  série  est  absolument  con- 
vereente.  car  la  série  des  modules  est  convergente,  et  sa   somme  est  infé- 

neure  a   -, — p. 

r-\z\ 

iGS.  Développement  en  série  entière  d'un  produit  infini.  —  Soit 

F    ;  I  =  (  I  —  u,,)  (  I  ^  «1  ) .  . .  I  1  —  «„  I.  .  . 

un  produit  infini  où  chacune  des  fonctions  m,  est  une  fonction  continue  de 
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la  variable  complexe  z  dan?  un  domaine  D.  Si  la  série  ^  U,  est  unifor- 
mément convergente  dans  ce  domaine,  F(;)  est  égale  à  la  somme  d'une 
série  uniformément  convergente  dans  D,  et  par  suite  représente  une  fonc- 
tion continue  (  n°'  173-176).  Lorsque  ces  fonctions  M/  sont  des  fonctions 
analytiques  de  -,  il  résulte  d"un  lliéorème  général  qui  sera  démontré  pins 
loin  (  n°  297)  qu'il  en  est  île  même  de  F(i). 
I^ar  exem|ile  le  produit  infini 


r.,  =  .(r-.^;(,_£)...(,-i:). 


représente  une  fonction  holomorphe  de  la  variable;  dans  tout  le  plan,  car 

la  série    >  — ^^-^  est  uniformément  convergente  à  l'intérieur  d'une  courbe 

fermée  quelconque.  Ce  produit  est  nul   poni   c  =  o,  ±i,  ±2,  ...  et  pour 
ces  valeurs  seulement. 

On  peut  démontrer  directement  que  le  pioduit  !*'(-)  peut  être  développé 
en  une  série  entière  lorsque,  chacune  des  fonctions  «,  étant  développée  on 
série  entière 

ii,{  z  )  =  a,(i  -H  a,i  :  ^- .  . .  -!-  a,„  z"  -h  .  .  .         i  i  =  o,  i ,  -i.  .  . .), 

la   série  double   ^  ^  |  0/„  | /■"  est  convergente  pour  une   valeur  positive 

de  /■  choisie  convenablement, 
foson?,  comme  au  n"  174, 

t'.i  =  I  —  lia,  ''«  =  (1  -H  Uo)  (I  -f-  "1  )  .  .  .  (H-  Iln-i  )l'n  \ 

il  suffit  de  démontrer  que  la  somme  de  la  série 

(l4)  fo-l-  ('1-!-.  ..-t-  f,,-!-.  .  ., 


qui  est  égale  an  produit  infini  ['(.c;),  est  développable  en  série  entière.  <Jr, 
si  l'on  pose  encore 

"/  =  I  «,r,  1  -+-  I  a/1  I  ;  -r  .  .  .  +  I  rt,„  I  ;"-,-... , 

il  est  clair  que  le  produit 

''«  =  (l-+-  «o)fH-  "'l)-  ••('  -^  "':l-t)"'„ 

est  une  fonction  majorante  pour  i'„.  La  série  (i4)  pourra  donc  élre 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  .:  s'il  en  est  de  même  de  la  série  auxi- 
liaire 

(  1 5  )  v'„  -t-  v\  -i- . . .  -H  (.;,  -1- 
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Si  l'on  di-veloppe  chaque  teinie  de  cette  dernicie  en  série  euliéic,  on  a 
une  série  double  dont  chaque  coefficient  est  positif,  et  il  suffit  pour  notre 
objet  de  prouver  que  celte  série  double  est  convergente  quand  on  y  rem- 
place z  par-  /■.  Désii^nons  par  V'„  et  V),  les  valeurs  des  fonctions  «),  et  cl, 
pour  ;  =  r:  nous  avons 

v„  =  (  1  +  Uo  )  (  I  -H  u'i) . . .  f  I  -f-  u;,_,  )  u;.. 

et  par  conséquent 

V„  ^  V, -4-...+ V„  =(n-Uo)---(i-i-l';,) 
ou  encore 

\;,-r-  V, ^. ..—  v„< ei;;+    +<■;.. 

Lorsque  «   anguienle   indéfiniment,   la  somme  U',  ^-.  .  .-?- UJ,  tend   vers 

une   limite,   puisque   la   série  ^  V'„   est   supposée  convergente.    La    série 

double  II:"))  est  donc  absolument  convergente  si  l'on  a  |;|/  /•;  la  série 
double  obtenue  en  développant  chaque  ternie  v.,  de  la  série  (i  i;  est  donc 
«  yo/7jo/j  absolument  convergente  à  l'intérieur  du  cercle  C,  et  l'on  peut 
l'ordonner  suivant  les  puissances  entières  de  z. 

Le  coefficient  b/,  de  zi'  dans  le  développement  de  F(;)  est  égal,  d'après 
cela,  à  la  limite  pour  n  infini  du  coefficient  bpn  de  .;''  dans  la  somme 
(•„-^(i-i-  ...—  c,,.  ou  ce  qui  revient  au  même,  dans  le  développement  du 
produit 

r„  =  Il  ^  £/„  )  (i  -^  »|  ) .  .  .  (  I  -^  ii„  )  : 

ce  coefficient    s'obtiendra  donc  en    étendant  aux  produits  infinis  la   règle 
ordinaire  qui  donne   le  coefficient  d'une    puissance  de  z  dans  le  produit 
d'un  nombre  fini  de  polynômes. 
Par  exemple,  le  produit  infini 

F(3)  =  (I  — ;iM  —  i^ifi  — c.M...(i^;2-)... 

est  développable  suivant  les  puissances  de  c,  pourvu  qu'on  ail|.:|-<i. 
Une  puissance  quelconque  de  z,  soit  z^,  figurera  dans  ce  développement 
avec  un  coefficient  égal  à  un.  car  tout  nombre  entier  ^'  peut  être  écrit, 
d'une  façon  et  dune  seule,  sous  la  l'orme  d'une  somme  de  puissances  de  2. 
On  a  donc,  si  |  ;  1  <  i . 

"  "     '  '  '  '        I  —  z' 

ce  qu'on  peut  aussi  démontrer  très  simplement  au  moyen  de  l'identité 

i^lii  =(,^z)(>^z'-){i^z-)...(i^z'-"-'). 
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269.  La  fonction  exponentielle.  —  IjR  définition  arithmétique  de 
la  fonciion  exponentielle  n'a  évidemment  aucun  sens  lorsque 
l'exposant  est  imaginaire.  Pour  généraliser  la  définition,  il  faut 
donc  partir  d'une  propriété  susceptible  de  sétendre  a»  cas  d'une 
variable  complexe.  Nous  partirons  de  la  propriété  exprimée  [lar  la 
relation  fonctionnelle  a'' x  a^'=ia^^^'.  Proposons-nous  de  déter- 
miner une  série  entière  /{:■)■,  convergente  dans  un  cercle  de 
rayon  R,  telle  qu'on  ail 

«7)  f(z-^z)=fU)fiz'), 

pourvu  que  les  modules  de  ;,  ;•'.  ;  -f-  ;  soient  inférieurs  à  P».  ce 
qui  aura  lieu  certainement  si  |  s  |  et  |  ;'  1  sont  inférieurs  à  —  •  Si  l'on 
fait  z' ^  o  dans  la  relation  précédante,  elle  devient 

f(z)=f{z)f(o): 
on  doit  donc  avoir  y(o)  :=  i ,  et  nous  écrirons  la  série  cherchée 

•'  1  i.j.  I  .1.  .  .11 

Remplaçons  successivement  dans  cette  série  :•  par  À/,  puis 
par).'/,  À  et  À'  étant  deux  constantes  et  t  une  variable  auxiliaire, 
et  iaisons  le  produit  des  deux  séries:  il  vient 

'"      /     '       «        -     ,■>-  -.  \ 

-i 1  a,,  /."  -i o„_,  A"-i  A  — .  . .—  a,,l  "      -!-.... 

i  .  > .  .  ./i  \  I  .         I 

D'autre  part,  on  a 

f(l.t-^  I.  I  \=\-. i  (  A  -H  y.   )  <  -T-  .  .  .  -I ■ (  A  -f-  A    I"  /''  -i- 

I  I  .  -2  .  .  .  /< 

L'égalité /(/,/ -f- ),'/)  =y(Ai)y(A'/)  doit  avoir  lieu  pour  toutes 
les  valeurs  de  A.  y.',  <,  telles  que  |  a  |  <  i ,  ]/-'!<  i  :  |  <  |  <  t"!  ''  faut 
donc  que  les  deux  séries  soient  identiques,  c'est-à-dire  qu  on  ait 

"«(a  -4-  A  )"^=  On  t."  -^ a„_i  II,/."-'  A 

n{  Il  —  f 


«„_2«o A"-- a'--^.  .  .—  a,,).'", 
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ce  (]iii  entraîne  les  reluirons  (t,i=  a„—i(i ^.  n,i^=  ciii^^ti,,  ...,  que 
l'on  peiil  réiiiiii'  en  nnc  condition  iini(|ue 

p  el  q  étant  deux  nombres  entiers  positifs  quelconques.  Pour 
eu  trouver  la  solution  générale,  supposons  q=i,  et  faisons  suc- 
cessivement p  z=:  \ ,  p  :=  2,  p  ^  3,  ...  ;  il  Tient  r/„=  c/j,  puis 
c/3=«2«(="ï-  •••'  ^'^  enfin  (Y„=  (/','.  Les  expressions  ainsi 
obtenues  satisfont  bien  à  la  condition  (i8 ),  et  la  série  cliercbée  est 
de  la  forme 

f(z)  =  1  \  "'"     '"i^''  ,       ,    ('u^y 

cette  série  est  comergente  dans  tout  le  plan,  el  la  relation 

/(5 +-;  =  /,.-,/(-) 

est  vérifiée,  quels  que  soient  ;  et  :;'. 

La  série  précédente  dépend  d'une  constante  arbitraire  a,  ;  nous 
poserons,  en  supposant  rt,  =  i , 


de  sorte  que  la  solution  générale  du  problème  posé  est  e"''. 

La  fonction  entière  e'  coïncide  avec  la  fonction  exponentielle 
étudiée  en  Algèbre  e',  lorsque  z  a  une  valeur  réelle  x,  el  l'on  a 
toujours,  quels  que  soient  ;  et  z' ,  e'+''=  e'X  ''"'•  La  dérivée  dee' 
est  encore  égale  à  la  fonction  elle-même.  On  a,  d'après  la  formule 
d'addition. 


c^^j  '  =  e^  e-' 


pour  pouvoir  calculer  c^  lorsque  ;;  a  une  valeur  imaginaire  X  -\-y  i, 
il  suffit  de  savoir  calculer  e-".  Or  le  développement  de  e''  peut 
s'écrire,  en  groupant  ensenilde  les  termes  de  même  parité, 


1  .  2 .  '; 


on  reconnaît  au  second  membre  les  développements  de  cosy  el  de 
siny,  el  l'on  a,  y  étant  réel, 

ei'  =  co^y  —  i  sin_)'. 
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Remplaçons  e"  par  celte  expression  clans  la  foniuile  précédente, 
il  vient 

(19)  (■•i'+.)' =  (?-r(co5  I  +!'siiij'): 

la  fonction  e'+."  a  [jour  modale  e'"  cl  pour  argunicnl  y . 

Celle  formule  met  en  évidence  une  propriété  importante  de  e-  ; 
quand  on  change  ;  en  ;  +  a-/,  x  ne  change  pas  et  y  augmente 
de  2  7t,  ce  qui  ne  change  pas  la  valeur  du  second  membre  de  la 
formule  (19).  On  a  donc  e'+-'^' ^=  c' \  la  fonclion  exponentielle  e' 
admet  la  période  ■>.->. 

Proposons-nous  encore  de  résoudre  léquation  t-- =:  A,  où  A  est 
nue  quantité  imaginaire  quelconcjiie  différente  de  zéro.  Soient  p 
et  o)  le  module  et  l'argument  de  A  ;  on  doit  avoir 

g.x+yi  _  e^ ( cos^  -H  ii\n y)  —  p ( cos co  -i-  i  si n  10 ). 
ce  qni  exige  (|u'on  ait 

On  lire  de  la  jaremière  relation  x  =  logo,  le  signe  log  désignant 
toujours  le  logarithme  népérien  d'un  nombre  positif.  Quant  à  y, 
il  n'est  déterminé  qu'à  un  multiple  de  2—  près.  Si  l'on  avait  A  =  o, 
l'équation  e-^=  o  conduirait  à  une  impossibilité.  Donc  Céqiia- 
tion  e^ ^  A,  où  A  est  différent  de  :é/o,  admet  une  infinité  de 
racines,  comprises  dans  la  formule  \o<^z  -+-  /(to  4-  2/1 -);  réqua- 
lion  e~=  o  n'admet  aucune  racine,  réelle  ou  imaginaire. 

Remarque.  —  On  pourrait  aussi  définir  e"  comme  la  limile  du 
polynôme  (i  +  — J  >  lorsque  m  cioit  indéliniment.  La  méthode 
emplovée  en  Algèbre  pour  démontrer  que  ce  polynôme  a  pour 
limite  la  série  e-  s'applique  encor(;  lorsque  z-  est  imaginaire. 

270.  Fonctions  circulaires.  —  Pour  définir  sin:  tt  rose  lorsque 
z  est  imaginaire,  nous  étendrons  immédiateinent  aux  valeurs  ima- 
ginaires les  séries  entières  établies  dans  le  cas  où  la  variable  est 
réelle,  et  nous  poserons 


(20) 


[  I  .  ■».  I .  i .  3 .  ,i 

Ce  sont  là  des    transcendantes  entières,  auxquelles  s'étendenl 
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toutes  les  jîropriétés  des  fonctions  circulaires.  Ainsi  on  voit,  sur 
les  formules  i  20).  (|ue  la  dérivée  de  sin  r  est  cosc,  et  que  la  dérivée 
de  ces;  est  — sin;;  sin;  se  cliange  en  — sin;,  tandis  que  cos; 
ne  change  pas,  quand  on  cliange  ;  en  —  ;. 

Ces  nouvelles  transcendantes  se  ramènent  à  la  fonclion  expo- 
nentielle. Ecrivons  en  eflTet  le  développement  de  e~',  en  réunissant 
ensemble  les  termes  de  même  [larité, 

I  ..!    "     1.2.1.4        ....       (   ^  I  .7.  .3       '  '  •  J  ' 

cette  égalité  peut  s'écrire,  d  après  les  formules  (20), 
e-'  =  C0Ç.3  -!-  i  sine. 
En  changeant  ;  en  —  ;.  il  vient  encore 
e^-'  =  cos  z  —  (  sin  », 
et  Ion  tire  inversement  de  ces  deux  relations 

(21)  cos;  =  '■ >  sin  ;  = r — ■ 


Ce  sont  les  formules  bien  connues  dEuler  qui  ramènent  les 
fonctions  circulaires  à  la  fonclion  exponentielle.  Elles  mettent  en 
évidence  la  périodicité  de  ces  fonctions,  car  les  seconds  membres 
ne  changent  pas  quand  on  change  ;  en  ;  +  a—.  Si  on  les  ajoute 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  il  vient 

co^-z  -I-  sin- ;  =  1 . 
■Prenons  encore  la  formule  daddition  g  -"+-')' ^  e~'  e-'',  ou 

cos(z  -{-  z")  -h  isin(.3-T--') 

=  (  coiz  -+-  ('  sin^  I  (cosg'-t-  j  sin  .3) 

=  cos::  cos  .;'  —  sin.;  sin .3' -h  /i  sinî  cos;'^-  sin-'  cos  ;  )  : 

changeons  dans  cette  formule  ;  en  —  r,  ;'  en  —  ;',  il  vient 

cos(«  ^-  -',1  —  I  siiK  -  —  c'  I 

=  cos .3  COS 3'  —  sine  sine' —  t(  sin  3  cos  3'^  sin  3'  cos 3  1. 

et  ion  tire  de  ces  deux  formules 

C05(e^  3'}  =  cos::  cos  3' —  sin  s  sine', 
sin(3 -;--')=  sin  3  cos3'-h  sine' C0S3. 
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Les  formules  d'addition  s'étendent  donc  au  cas  des  arguments 
imaginaires,  ainsi  que  toutes  leurs  conséquences.  Proposons-mous, 
par  exemple,  de  calculer  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i 
dans  cos.{.v  -{-yi)  et  sm[x  -\-y i).  Nous  avons  d'abord,  d'après 
les  formules  d'Euler, 

coi j'i  =  =     ces  liyp^K^ 


les  formules  d  addiliun  donnent  ensuile 

cos(x-i-ri)  =  cos,r  cosyi  —  sin.r  sin  ja  =:  cos.r  ces  livp^  —  i  siiia:  sin  liy|i  r, 
sinf  .r+^i')  =  sin  x  cosyi  ^  cos.r  i\nyi  =  sin.r  cos  liypjK  -i-  icosx  srn  hypy. 

Les  autres  fonctions  circulaires  se  ramènent  aux  précédentes. 
On  a  par  exemple 


sin^         I   e- 

I  —  e-:' 

"""'~        cos;        /'   e- 

'  -+-  e--' 

s'écrirc 

I    e-  '-'  — 
tan»  c  —  -.-  : — 

-  I 

/    e'-'-i-  i 


le  second  membre  est  une  fonction  rationnelle  de  p--';  la  tangente 
admet  donc  la  période  -. 

27L  Logarithmes.  -  Etant  ilonnée  une  quantité  imaginaire;, 
différente  de  zéro,  ikuis  avons  déjà  \  u  (  n"  269)  que  l'équation  e"  ^=  :■ 
admet  une  inlinili'  de  racines.  Soit  u  ^  x  -}-  iv]  ^  et  w  désignant 
le  module  et  raigunienl  de  ,-,  on  doit  a\oir 

C-i'  =  p,  y  ^  o>  -]-  ■!  h  T.. 

L'une  cjuelconque  de  ces  racines  est  dite  le  logarithme  de  .;, 
et  on  la  représente  par  Log(s).  On  peut  donc  écrire 

l.og(;)  =  lo-sH-/(to^.2/:-), 

le  signe  log  étant  réser\é  au  logariliiuu'  népérien  ordinaire  d'un 
nombre  positif.  Toute  quantité  réelle  ou  imaginaire,  dilférentc 
de  zéro,   admet  donc   une   infinité   de   logarithmes,   formant   une 
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progression  arithmétique  de  raison  27Tt.  En  particulier  si  ;  est 
un  nombre  réel  et  positif  x.  on  a  tu^o,  et  en  prenant  A-=:o, 
(in  retrouve  le  logarithme  ordinaire:  mais  il  y  a  en  outre  une 
intînilé  de  \alenrs  imaginaires  |)niir  l'-  logarithme,  de  la  forme 
logx -+- 2  A'Tc/.  Si  ;  est  réel  et  négatif,  on  peut  prendre  oj  =  — ,  et 
toutes  les  déterminations  du  logarithme  sont  imaginaires  ('). 

Soit  ;■'  une  autre  quantité  imaginaire  de  module  z'  et  d  argu- 
ment ti)'.  On  a 

Log(3')  =  log  j'-f-  ù  (u'-H  -2 /»-'-_)  : 

en  ajoutant  les  deux  logarithmes,  il  vient 

Logi  .:  )  -H  Log(-')  =  logpp'-i-  «  [(0  -^  to'-i-  2(Â-  -i-  A-';-]. 

Comme  oo'  est  égal  au  module  de  ::;-',  et  (o -i- «»>'  égal  à  son 
argument,  on  peut  encore  écrire  celte  formule 

Log(;)^  Loge:')  =  Log (;;'), 

ce  qui  montre  que,  quand  on  ajoute  à  Tune  quelconque  des 
valeurs  de  Log(;)  Tune  quelconque  des  valeurs  de  Log(;'),  la 
somme  est  une  des  déterminations  de  Log(' ::;'). 

Imaginons  maintenant  que  la  variable  z  décrive  dans  son  plan 
une  courbe  continue  quelconque,  ne  passant  pas  par  l'origine  : 
le  long  de  celte  courbe,  p  et  lo  varient  d'une  manière  continue  et 
il  en  est  de  même  des  différentes  déterminations  du  logarithme. 
Mais  il  |)eul  se  présenter  deux  cas  bien  distincts  lorsque  la  va- 
riable ;  décrit  une  courbe  fermée.  Quand  ;  parlant  d  un  point  r^ 
revient  à  ce  jjoint  après  avoir  décrit  une  courbe  fermée  ne  renfer- 
mant pas  l'origine  à  son  intérieur,  l'argument  w  de  ^  reprend  sa 
valeur  initiale  too.  et  les  différentes  déterminations  du  logarilbmte 
reviennent  respectivement  à  leurs  valeurs  initiales.  Si  l'on  repré- 
sentait chaque  valeur  du  logarithme  par  un  point,  chacun  de  ces 
points  décrirait  une  courbe  fermée.  Au  contraire,  si  la  variable  ; 
décrit  une  courbe  fermée  telle  que  la  courbe  MoNMP  {/ig-  47*)' 
l'argument  de  ;  augmente  de  a-,  et  chaque  détermination  du 
logarithme  reprend  sa  valeur  initiale  augmentée  de  27:i.  D'une 
façon  générale,  lorsque  :;  décrit  une  courbe  fermée  quelconque,  la 

(')  On  appelle  quelquefois  valeur  principale  ou  valeur  réduite  ilcLog(-) 
la  (lélermination  où  le  coefficient  de  i  est  compris  entre  — -  (exclu)  et  — ~ 
(inclus);  c'est  aussi  celle  dont  le  module  est  minimum. 
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valeur  finale  du  logarilhme  esl  égale  à  la  valeur  initiale  augmentée 
de  a/.TtA,  /.■  désignant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif  qu'on 
obtiendra  en  mesurant  l'angle  dont  a  tourné  le  rayon  vecteur 
joignant  l'origine  au  point  z.  11  est  donc  impossible  de  considérer 
les  différentes  dclerminalions  de  Log(i;)  comme  autant  de  fonc- 
tions distinctes  de  ;,  si  l'on  n'apporte  aucune  restriction  à  la 
variation  de  cette  variable,  puisqu'on  peut  passer  de  l'une  à  l'autre 
par  continuité.  Ce  sont  autant  de  branches  d'une  même  fonction, 
qui  se  permutent  autour  du  point  critique  ;  =  o. 

A  l'intérieur  d'un  domaine  limité  par  une  seule  courbe  fermée  et 
ne  renfermant  pas  l'origine,  chacune  des  déterminations  de  Log(j) 
est  une  fonction  continue  et  uniforme  de  z.  Pour  prouver  que 
c'est  une  fonction  holomorphe,  il  suffil  de  montrer  qu'elle  admet 
une  dérivée  unique  en  chaque  po-int.  Soient  ;  et  ;,  deux  valeurs 
voisines  de  la  variable  et  Jj0g(5),  Log(si)  les  valeurs  voisines  de 
la  détermination  choisie  du  logarithme;  lorsque  z- ,  tend  vers  z,  le 
module  de  Log(;i  )  —  Log(;  )  tend  vers  zéro,  l'osons  Log(;')  =^  ii, 
Log(;i  )  =  »,  ;  nous  avons 

Log(;,)  —  Log(3)  iii — H_ 


or,  lorsque   1/ ,   tend   vers  11,  le  quolient  a  pour  limite  la 

'  '  '  T  „  I  —  u         ' 

dérivée  de  c",  c'est-à-dire  e"  ou  .:.  Le  logarithme  a  donc  une 
dérivée  unique  en  chaque  point  qui  est  égale  à  -• 

D'une  façon  générale,  Log(:;  —  a)  admet  une  infinité  de  déter- 
minalions  qui  se  permutent  autour  du  point  critique  ^  =  ff,  et  la 
dérivée  de  celte  fonction  est  égale  à \ 

La  fonction  :■"',  où  m  est  un  nombre  (|iu'lconque,  réel  ou  com- 
plexe, se  définit  au  moyen  de  légalité 


à  moins  ([ue  »!  ne  soit  un  nombre  réel  el  commensurablc,  celle 
fonction  admet,  comme  le  logarithme  liii-mi'inc.  une  inlinilé  de 
déterminations,  qui  se  permutent  quand  la  variable  tourne  autour 
du  point  ;  =  o.  11  suffira  de  tracer  une  coupure  indéfinie  suivant 
une  demi-droite  issue  de  l'origine  pour  que  chaqiie  branche  soit 
une  fonction  holomorplie  dans  tout  le  plan.  La  dérivée  a  jiour 
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expression 


el  il  est  clair  qu'on  tloil  prendre  la  même  valeiii'  pour  rargumenl 
de  ;  dans  la  fonction  cl  dans  sa  dérivée. 

272.  Fonctions  inverses  :  arc  sin;,  arc  tany;.  —  Les  fonctions 
inverses  de  sin;,  cos;.  tang;  se  définissent  d'une  façon  analogue. 
Ainsi  on  définit  la  fonction  a  =  arc  sin.;  par  la  relation 


pour  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  ii,  on  l'écrit 


et  Ton  est  conduit  à  une  équation  du  second  degré 

(  22  )  U  -  —  )i  zV  —  I  =  o 

pour  déterminer  l'inconnue  auxiliaire  L  =  e"' .   On  tire  de  cette 
équation 

(23)  •U  =  i;  =  v/i  — -- 
et,  par  suite. 

(24)  "  =  ai'c  sin  c  =  -  Log(;'.3  ±  /i  —  z'-). 

L'équation  z^sinu  admet  donc  deux  séries  de  racines,  pro- 
venant, d'une  part,  des  deux  valeurs  du  radical  \/ 1  —  :'-,  d'autre 
part,  des  déterminations  en  nombre  infini  du  logarithme.  Mais 
si  l'on  connaît  l'une  de  ces  déterminations,  on  peut  en  déduire 
aisément  toutes  les  autres.  Soient  V ^=  a' e'"''  et  U"=o''e'"'  les 
deux  racines  de  l'équation  (22);  on  a  entre  ces  racines  la  rela- 
tion U'U"=: — I,  et  par  suite  g'o"^!,  (o'-l- (jo''=  (2 /;  +  i)-.  On 
peut  évidemment  supposer  oj"=  tt  —  w',  et  l'ona 

Log(U')  =logp'-t-j(aj'-^2/.'-), 
Log(U")  =  —  logp'-f-  i(-  —  m'-^  2/1"-). 

Toutes  les  déterminations  de  arc  sin^  sont  donc  comprises  dans 
G..  II.  j 
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l'une  des  deux  formules 

arc  sin;  =  to'-+-  i/c't^  —  {'  logp',  arc  sin;;  =■77-1-  île" -  —  (u'-t-  £  logo'. 

qu'on  peut  encore  écrire,  en  posant  «'=  co' —  /logo', 

(A)  arc  sin;  =  ît'-i- 2/.'-, 

(B)  arc  sin  ^  =  (2/>"-^  i)-  —  u' . 

Lorsque  la  variable  c-  décrit  une  courbe  continue,  les  diverses 
déterminations  du  logarithme  de  la  formule  (24)  varient  en 
général  dune  manière  continue.  Les  seuls  points  critiques 
qu'on  puisse  avoir  sont  les  points  ^  =  dz  i ,  autour  desquels  les 
deux  valeurs  du  radical  \/i  — z-  se  permutent;  il  ne  peut  j  avoir 
de  valeur  de  z  annulant  /;  liz  ^ i  —  .:-,  car  en  élevant  au  carré  les 
deux  membres  de  l'équation  izj=  —  \/i — z-,  on  en  tire   1^0. 

Imaginons  qu'on  trace  deux  coupures  le  long  de  l'axe  réel, 
l'une  allant  de  —  00  au  point  —  i ,  l'autre  du  point  +  i  à  -^  ac.  Si 
le  cliemin  décrit  par  la  variable  est  assujetti  à  ne  pas  franchir  ces 
deux  coupures,  les  diverses  déterminations  de  arc  sins  sont  des 
fonctions  uniformes  de  .;.  En  effet,  lorsque  la  variable  z  décrit  un 
chemin  fermé  ne  franchissant  aucune  de  ces  coupures,  les  deux 
racines  U',  U  de  l'équation  (22)  décrivent  aussi  des  courbes 
fermées.  Aucune  de  ces  courbes  ne  renferme  l'origine  à  l'inté- 
rieur; si  la  courbe  décrite  par  la  racine  U'  par  exemple  comprenait 
l'origine  à  l'intérieur,  cette  courbe  couperait  au  moins  une  fois 
l'axe  Or',  en  un  point  situé  au-dessus  de  Ox.  Or  à  une  valeur 
de  V  de  la  forme  ïa(a>-o),  la  relation  (22)  fait  correspondre 
une  valeur — de   z,  réelle  et    >i.La  courbe  décrite    par   le 

25C  "^ 

point  ;  devrait  donc  traverser  la  coupure  qui  va  de  -i-  i  à  -f-  m. 

Les  diverses  déterminations  de  arc  sin;  sont  en  outre  des  fonc- 
tions liolomorplies  de  ^  (')•  En  effet,  soient  n  et  «,  deux  valeurs 

(')  Si  l'on  prend  dans  \j  ^=  iz -+- \i  i  —  z-  la  délermination  du  radical  qui  se 
réduit  à  i  pour  z=n,  la  partie  réelle  de  U  reste  positive  lorsque  la  variable  z 
ne  franchit  pas  les  coupures,  et  l'on  peut  poser  U  =  Re'*,  «l»  élant  compris  entre 

•'  et  +  —  •  La  valeur  correspondante  de  —  Log  U 

2  ■>  i 

arc  sin  z  =  —  Lo?  U  =  <l>  —  ('  log  R, 
i 

s'appelle  parfois  la  détermination /7)7'/!Ci/ja/e  de  arc  sin  s:  elle  se  réduit  à  la  déter- 
mination ordinaire  lorsque  -  est  réel  et  compris  entre  —  i  et  -h  1. 
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voisines  de  arc  siar,  correspondaiU  à  deux  videurs  voisines  r  et  ;, 
de  la  variable.  On  a 


lorsque  le  module  de  //,  —  it  tend  vers  zéro,  le  ra[iporl  précédenl 
a  nom'  limite  =  —  Les  deux  valeurs  de  la  dérivée  cor- 

respondent  aux  deux  séries  de  valeurs  (A)  et  (B)  de  arc  sin;. 

Quand  on  n'impose  aucune  restriction  à  la  variation  de  ;.  on 
peut  passer  d'une  valeur  initiale  déterminée  de  arcsin;  à  une 
(|uelconque  des  déterminations,  en  faisant  décrire  à  la  variable  :; 
une  eotirbe  fermée  convenable.  Eu  ellet.,  on  voit  d'abord  (|ue 
lorsque  c  déci'it,  autour  du  point  ;  =  i  ,  une  courbe  feriiK'e  laissant, 
le  jioint  ;  = —  i  à  l'extérieur,  les  deux  \aleiirs  du  radical  \J \  —  :;- 
se  permutent  et  l'on  piasse  d'une  détermination  de  la  série  (A) 
à  une  détermination  de  la  série  (B).  Supposons  ensuite  qu'on 
fasse  décrire  ii  z  une  circonférence  de  rayon  R  supérieur  à  un, 
ayant  pour  centre  l'oriyine;  les  deux  points  U',  C"  décrivent 
cliacun  une  courbe  fermée.  Au  jioint  ;=  +  R,  I  équation  (22) 
fait  correspondre  deux  valeurs  de  U,  U'=  i'J..  U=  /,3,  où  a  et  jj 
sont  positifs;  au  point  ;  =  —  R,  la  même  équation  (ait  corres- 
pondre les  valeurs  U'=  —  j'a',  L"'^ — /3',  a'  et  P'  étant  encore 
positifs.  Les  courbes  fermées  décrites  par  chacun  des  deux  points 
U',  (  '  coupent  donc  l'axe  Oy  en  deux  points,  l'un  au-dessus, 
l'autre  au-ilessous  du  point  O  ;  chacun  de>  logarithmes  Lo2,(L'i. 
Log(L")  augmente  ou  diminue  de  ir.i. 

On  définit  de  même  la  fonction  arc  tang  ;  au  moyen  de  la  rela- 
tion tang  «  ^  ;,  ou 

1    e-"'  —  I 


et,  par  suite, 


(>etle  expression  met  en  évidence  les  deux  points  c  riiifjues  loga- 
rithmiques ±i  de  la  fonction  arc  tang;.    (Uiand    la    variable   z 
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(ourne  autour  d'un  de  ces  points,  Log  (  -^ ^  )  angmenlf  ou  dimi- 
nue de  2t:/,  et  arc  tang;  augmente  ou  diminue  de  -. 

273.  Application  au  calcul  intégral.  —  Les  dérivées  des  fonc- 
tions que  nous  venons  de  définir  ont  les  mêmes  expressions  que 
lorsque  la  variable  est  réelle.  Inversement,  les  règles  qui  donnent 
les  fonctions  primitives  s'étendent  aussi  aux  fonctions  élémen- 
taires de  variables  complexes.  Ainsi,  en  désignant  par  j  f(^z)dz 
toute  fonction  de  la  varial)le  complexe  ;  dont  la  dérivée  est  /(s). 


Ces  deux  formules  permettent  de  trouver  une  fonction  primitive 
d'une  fonction  rationnelle  quelconque,  à  coefficients  réels  ou 
imaginaires,  pourvu  qu'on  connaisse  les  racines  du  dénominateur. 
Considérons  en  particulier  une  fonction  rationnelle  à  coeffi- 
cients réels  d'une  variable  réelle  x.  Si  le  dénominateur  a  des 
racines'imaginaires,  elles  sont  conjuguées  deux  à  deux,  et  avec  le 
même  degré  de  multiplicité.  Soient  a  -f-  |â/  et  a  —  '^i  deux  racines 
conjuguées  d'ordre  p  de  multiplicité.  Dans  la  décomposition  en 
fractions  simples,  si  l'on  opère  pour  les  racines  imaginaires  comme 
pour  les  racines  réelles,  la  racine  a -|-p«  fournira  une  suite  de 
fractions  simples 

M,-^N,  t  Mo+\.,î'  Al,,— \,,/ 

■ h ^—. —   -(-...  H i—. —  I 

X  —  a  —  p i       ( X  —  ï  —  -il  >-  (  x  —  y-  —  3 ( )'' 

et  la  racine  a —  |3«  fournira  une  suite  analogue  dont  les  numéra- 
teurs seront  conjugués  des  précédents.  Réunissons,  dans  la  fonc- 
tion primitive,  les  termes  qui  proviennent  des  fractions  conju- 
guées; nous  aurons,  si  />  >  i, 

I  ■ 7-^—  d.r  -+-   I f-^  «.'"  ' 

J   (iF  — a  —  ji!  )/'  J  (JT  —  y. -T-i  i  II' 

__     1     [      M,,-^^^i      _      i\i,,— >;,,  ;•     1 

p—\  Yioc  —  a  —  pi)/'-'    '    (X — a^i;')/'-'J 
__       I       (  Mp-^  ^',,^)(a■  — g-H  ^Jt)/'-'  — ■  .  . 
~       p  —  I  {{X  —  a)2-t- ^S-]/'-' 
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el   le   rinim  raleiii'  est  cvideinnient  la  soiniiie  de  deux  polynômes 
imaginaires  conjugiie-s.  Si  p  =  i.  on  a 

J  x  —  y.  —  |i  t  J   ^  —  a  -i-  li  i 

=  1  Al,  -V  \,  (•)  Log[(.r  _  a)  _  3  j]  ^  (  M,  —  N,  O  Log[i  .r  —  a)  --  'ii\. 

Rempla(;ons  les  loganllimes  par  leurs  expressions  développées, 
il  resle  au  second  memhie 


il  suffit  tle  reiiii>lac(r  arc  taiig  -^ —  par  (  -  — arc  tang^ — 5 —  1  pour 

retrouver  le  résultat  cpii  solitient  direclemcnl  sans  rintroduclioii 
de  symboles  imaginaires. 

Considérons  encore  1  intéi;rale  indéfinie 


/; 


d.< 


v/A:r-^-^-,..Ba7-t-C 

qui  a  deux  formes  essentiellement  difl'érenles  suivant  le  signe  de  A. 
L'introduction  d'une  \ariaLle  comjjlexe  ramène  les  deux  formules 
à  une  seule;  en  ellet,  si.  dans  la  formule 


/; 


.^=  =  Los(.r-^/7 


V    1  -T-  T- 

nous  changeons  x  en  /./',  il  vient 
dx 


j  -  =  —  Log  (  ( .r  —  \''  1  —  X-) , 


et  le  second  membre  représente  précisément  arc  sin  x. 

L'introduction  de  symboles  imaginaires  dans  le  calcul  intégral 
permet  donc  de  ramener  l'une  à  l'autre  des  formules  dont  on  ne 
pourrait  saisir  la  parenté,  si  Ton  ne  sortait  pas  du  domaine  réel. 
N  oici  encore  un  exemple  de  simplification  dû  à  l'emploi  des  ima- 
ginaires. On  a,  a  et  b  étant  réels, 


/' 


o  —  />i  ,  ... 


a  -r-  bi         (i--r-  b- 
égalons  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  i.  et  nous  avons  du 
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même  coup  deux  intégrales  déjà  calculées  (I,  n"  109) 

e"^{a  coib.v -^- b  i\nbx) 


S 


e"^  c.oibx  dx  ■ 
I  e"  "^  iinbx  dx  = 


a- -h  b- 
;"■»'( n  ■•'xnbx  —  b  coibx ) 


a'^-i-  b- 
On  ramène  de  même  les  intégrales 

fx':.e"^cosbxdx,     fx'.'e<'^.inbxdx, 

à  l'intégrale    /  a;'"  &'"+*''■'"  rfx,  qu'on  calcule  par  une  suite  d  inté- 
grations par  parties. 

274.  Décomposition  en  éléments  simples  d'une  fonction  ration- 
nelle de  sin;  et  de  rose-.  —  Etant  donnée  une  fonction  rationnelle 
de  sin^  et  de  cos  :■,  F(siu5,  cos^),  si  l'on  y  remplace  sin  z  et  cos^ 
par  leurs  expressions  tirées  des  formules  d'Euler,  elle  se  change 
en  une  fonction  rationnelle  R(<)  de  t  =  e-'.  Cette  fonction  R(<), 
décomposée  en  éléments  simples,  se  composera  d'abord  d'une  partie 
entière  et  dune  suite  de  fractions  provenant  des  racines  du  déno- 
minateur de  R('/).  Si  ce  dénominateur  admet  la  racine  (  =  o, 
nous  réunirons  à  la  partie  entière  les  fractions  provenant  de  cette 
racine,  ce  qui  donnera  un  polvnome  ou  une  fonction  rationnelle 

?>,!/)  =  i:K,„r", 

l'exposant  m  ])ou\ant  avoir  des  valeurs  négatives. 

Soit  t  ^=  a  une  racine  diflerenle  de  zéro  du  dénominateur.  Cette 
racine  donnera  une  suite  de  fractions  simples 


(t  —  a  )^       '    ■       (t  —  a  }" 

La  racine  a  n'étant    pas  nulle,    soit  a  une    racine    de    l'équa- 
tion e'"^«; peut  s'exprimer  très  simplement  au  moyen  de 

z  —  a     ^,  ,,. 

cot Un  a,  en  etlet, 
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1)11  en  lire  inversement 


hi  IV.iclion  ralioiinelle  f(j)  se  change  donc  en   un   polynôme   de 
ilei;re  /;  en  col , 


V'd  -^  A'i  cot,  ^^ A'^  rot-  (  ^^ )  -r- . 


Les  puissances  successives  delà  cotangente  jusqu'à  la  /?'*"'"  peu- 
vent à  leur  leur  s'exprimer  au  moyen  des  dérivées  successives 
jusqu'à  la  (n  —  j)"''»».  gj^  effel,  on  a  d'abord 


(/eut  3  1 


, ,  .  .,  ,       rf  C  0 1  G  , .  ]  , 

ce  qui  permet  u  exprimer  cot-;  au  moven  de — -. —  >  et  Ion  de- 
montre  aisément  de  proche  en  proche  que,  si  la  loi  est  viaie  jusqu'à 
cot"5,  elle  est  encore  vraie  ])our  cot"+'i.  Le  polynôme  précédent 

de  degré  n  en  cot^^ se  changera  en  une  expression  linéaire  par 

rapport  a  cot et  a  ses  dérivées, 

-  —  a  d   l        z  —  a\  d"-'    /         r  —  a\ 

"   "^  '-  ■'  2         '    ''    '  dz\  1      ]        '  '  '       '  ""  </;"-!  \  ■.<      / 

(Jpérons  de  même  avec  toutes  les  racines  /',  c /  du  déno- 
minateur de  R(<)  différentes  de  zéro,  et  ajoutons  les  résultats 
obtenus  après  avoir  remplacé  t  par  e='  dans  R|(/).  La  fonction 
rationnelle  considérée  F(sinr,  cos:;)  se  composera  de  deux  parties 

(■«5  )  F(siii;,  cosg)  =  *(^)  H-  ^'(z  i; 

la  fonction  'IM-^N  qwi  est  l'analogue  de  la  partie  entière  d  une 
lonction  rationnelle  de  la  variable,  est  de  la  forme 

(261  <!'(  c  I  =  C -i-  S(  a„,  cns7«  ; -4-  S„,  siii/?!;  ), 

OÙ  ni  est  un  nombre  entier  non  nul.  (pliant  à  M';:),  qui  est  l'ana- 
logue de  la  partie  fractionnaire  d'une  fonction  rationnelle,   c'est 


(-') 

\      -i      1 

-T-  .  .  .-f-   lIllM    -; -col    1 

i^] 
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une  expression  de  la  forme 

W(z)  =      .i,  cot  (^—^  \  -H  A,  ^  cot  (— 

^^'''    i  „  /-  — P\  „     d         /-- 

'  -F  US.,  cot  f — — !;  j  +  ii;,, -_coM — 


C'est  la  IViiiçtion  colf^^ )  qui  joue  ici  le  rôle  il'élénienl  simple, 

comme  la   IVaction  pour  une  fonction  rationnelle.  Celle  dé- 

composition  de  F  (sin;,  cos:;)  se  prête  facilement  à  rinléyration  ; 
on  a  en  effet 

et  les  autres  termes  s'intègrent  immédiatement.  Pour  (|ue  la  fonc- 
tion primitive  soit  périodique,  il  faut  et  il  suffit  que  Lous  les  coef- 
ficients C,  -Â.|,  ll!.|,  .  .  .  soient  nuls. 

Pratiquement,  il  n'est  pas  toujours  nécessaire  de  passer  par 
toutes  ces  transformations  successives  pour  mettre  la  fonction 
F(sin;,  cos^)  sous  la  forme  finale  (aS).  Soit  a  une  valeur  de  ; 
rendant  la  fonction  F  infinie;   on  peut  toujours,  par  une  simple 

division,  calculer  les  coefficients   de- -, ,  ...,   dans  la 

;— a     (z—oip  ' 

partie  infinie  pour  :  =a  (J,  n°  188).  D'autre  part,  on  a 

:>.  z  —  a 

P(;  —  a)  étant  une  série  entière;   en  égalant  les  coefficients  des 

puissances  successives  de dans  les  deux  membres  de  la  for- 

•  ;  —  a 

mule  (aS),  on  aura  donc  facilement  <î!1),,  Aïo,  . . .,  -l,„. 

Prenons  par  exemple    la   fonction  qui  devient,    en 

'  '  cosi  —  cos  a     ' 

posant  e~' ^  /,  e*'=  «, 


le  dénominateur  admet  les  deux  racines  simples  t=^  a,  <  ^  -  et  le 
numérateur  est  de  dearé  inférieur  à  celui  du  dénominateur.  On 
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aura  donc  une  déconipo.silion  de  la  forme 

—  A>  col Xlî)  cot 


COS.;  —  C05  : 


Pour  déterminer  -X  .  inulliplions  les  deux  membres  par  ;  —  a, 

et  faisons    ensuite   ;^a:    il    vient    -A>  = —  On    trouve   de 

2  5ina 

même  n!»  =      .      ■  Piemplaçons  -X  et  ii!>  par  ces  \aleurs  et  faisons 
;  ^  o.  i>n  trouve  C=  o.  et  il  resle  la  formule 


eus  a        X  SI  II  t. 


col  ■ 


-appliquons  encore  la  méthode  générale  aux  puissances  entières  de  sine 

/ e'' -i-  e~''\"' 
el  de  C0S.3.  On  a,    par  exemple  (co?^)'"^  i  '■ I     ;  en  réunissant 

les  termes  à  égale  dislance  des  extrêmes  du  développement  du  numérateur 
et  appliquant  les  formules  d'Euler,  on  a  immédiatement 

m  (m  —  i) 

(2  COSSy"  =  1  C0S7«  -  —  2»!  COST/J!  —  î);  ^  2 C0s(n(  —  j)-""*"  ■  •  •  • 

si  m  est  impair,  le  dernier  terme  est  un  terme  en  cos;;  si  m  est  pair,  le 
terme  qui  termine  le  développement  esl  indépendant  de  .:  et  égal  à '■ 

On  a  de  même,  si  m  est  impair, 
(2t  sin.s)'"  =  2î  sinm.: — liin  f,\nl m  —  ■i.)z 
el.  si  m  est  pair, 

(  2J  sin.;)'"  =  2  cos  m  z  —  i  m  cos(/M  — 


m 

Ces  formules  montrent  immédiatement  que  les  fonctions  primitives 
de(sin5)"'  et  de  (cos.:)'"  sont  des  fonctions  périodiques  de  z,  lorsque  m 
est  impair,  el  dans  ce  cas  seulement. 

Remarque.  —  Lorsque  la  fonction  F  (sin;,  cosô)  admet  la 
période  r,  on  peut  l'exprimer  rationnellement  au  moyen  de  e--', 
e(  prendre  pour  éléments   simples  coti';  —  ai.  cot(;  — |j),    

!27o.  Développement  de  Log(i  —  ;).  —  Les  transcendantes  que 
nous  avons  délinies  sont  de  deux  sortes  :  lesunes,  comme  e-,  sin;, 
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cos:;.  sont  liolomorphes  dans  tout  le  plan,  tandis  que  Log(j:), 
arc  tang;.  ...  présentent  des  points  singuliers  et  ne  peuvent  être 
représentées  par  des  développements  en  séries  entières  conver- 
gentes dans  tout  le  plan.  Mais  on  a  encore  des  développements 
valables  pour  certaines  parties  du  plan:  nou?  allons  le  montrer 
pour  la  fonction  logarillimique. 

Une  simple  division  conduit  à  la  formule  élémentaire 

sirona|;l<  i.  le  reste— ^  tend  vers  zéro,  lorsipie  n  croit  indéfini- 
ment, et,  à  rinléiieur  du  cercle  C  de  ravon  i .  on  a 


Soit  F(:;)  la  série  obtenue  en  intégrant  terme  à  terme 

r"(-,^  =  -  —  —  —  Y  —  —  ■^•••-^'~"  „^| 

cette  série  est  convergente  dans  ce  cercle,  et  représente  une  fonc- 
tion holomorphe  dont  la  dérivée  F'(s)  =  ^^l"  ^^^-^  connaissons 
déjà  une  fonclion  ddiil  la  dérivée  est  la  même;  c'est  Log(i  -+-  :■). 
La  dillerence  Log(  i -t- ;)  —  F(  ;)  se  réduit  donc  à  une  con- 
stante (M:  pour  déterminer  cette  constante,  il  faut  préciser  la 
détermination  choisie  du  logaiillime.  .Si  nous  prenons  celle  qui 
s'annule  pour  3^0,  on  a,  pour  tout  point  intérieur  à  C, 


(■iS)  Log(n-;)  = 


Joignons  le  point  A  au  point  M  qui  représente  ;  {/ig\J2);  le 
module  de  i  +  z  est  représenté  par  la  longueur  /•  =  AM,  et  Ion 
peut  prendre  pour  argument  l'angle  a  que  fait  AM  avec  AO,  angle 
qui  reste  compris  entre  —  ^  et  -i-  -  lorsque  le  point  M  reste  à 
rifttérieiir  de   C.   La  détermination    du    logarithme    qui   s'annule 

(  I)  Pour  que  la  dérivée  d'une  fonction  anulytlque  \ -r- Vi  soit  nulle,  il  faut 
tiu-on  ail  (n"  2CI)  —  =  0.  î^  =  ..,  et  par  suite  ^  =  ^  =  o:  X  et  V  soni 
donc  constanls. 
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pour  r  r=  o  esl  égale  à  log /•  +  /rt,   cl  hi  formule  (28^  ne  présente 
aucune  ainbiguVté. 

Fi;;.   32. 
3 


hii  eliangeanl  dans  celte  iornuile  ; 
deux  formules,  on  a  encore 


et  retrancliant   le: 


SI  1  on  remplace  ensuite  ;  par  /;,   on  retrouve   le  développement 
de  arc  tan  g  ; 


La  série  (•.).8)  reste  convergente  en  luui  point  du   ceicle  de  convergence 
juf  au  point  A  (page  19,  note),  et  par  suite  les  deux  séries 

eoso-  £^112^  ^  "lllll  _  £2!il!  _ 

2  3  4  ■  ■  ■  ' 

.    ,         sin  .f)         sinjO         sin  ',0 


sont  l'une  et  l'autre  convergentes  sauf  pour  0  =(a/.'-+-i)-  (Cf.  n'  166) 
D'après  le  théorème  d'Abel,  la  somme  de  Ja  série  au  point  M'  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  la  somme  de  la  série  en  un  point  M  situé  sur  le 
ravon  OiM'.  Si  l'on  suppose  6  compris  entre  — tt  et  -- -,  l'angle  a  a  pour 
limite  -,  et  le  module  AM  a  pour  limite  -icos-.  .N'ous  pouvonsdone  écrire 

log/'acos^)  =cosO-£:^^£^il!_£^li^  + 


sin'iO        sin  3  0 


(_-<G<-). 
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Si,  ilaEis  la  dernière  formule,  on  remplace  0  par  0—  -,  on  retrouve  une 
foiiniile  iléjà  établie  directement  (I,  n°  204). 

276.  Extension  de  la  formule  du  binome-  —  Dans  un  Mémoire 
fondamental  pour  la  tliéorie  des  séries  entières,  Abel  s'est  proposé 
de  déterminer  la  somme  de  la  série  convergente 


(29)  -iim,  ;)  =  !+  yx:h-  j-^ 

m(m  —  1) .  .  ■<  ni 


i.i.-.p 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  /?(  et  de  ;,  pourvu 
qu'on  ait  |-|<  1.  On  poiiriait  y  arriver  au  moyen  d'une  équa- 
tion différentielle,  comme  on  l'a  indiqué  à  propos  des  variables 
réelles  (I,  n"  183).  La  méthode  suivante,  qui  offre  une  application 
du  n°  269,  se  rapproche  davantage  de  la  marche  suivie  par  Abel. 
Pour  cela,  nous  supposerons  :■  donné  et  |  :;  |  <  1 ,  et  nous  étudierons 
les  propriétés  de  tp("',  -)  considérée  comme  fonction  de  m.  Si  ni 
est  un  nombre  entier  positif,  cette  fonction  se  réduit  évidemment 
au  polynôme  (i  +  ;)'".  Sini  et  m'  sont  deux  valeurs  quelconques 
du  paramètre  m,  on  a  toi/Jours 

(3o)  ?(/«,  z)o(m\  z)  =  o(ni  -(-  m',  3). 

En  effet,  effectuons  le  produit  des  deux  séries  o(/??,  z),  'f  ('»',  =) 
par  la  règle  ordinaire;  le  coefficient  de  :P  dans  le  produit  est 
égal  à 

(  3i)  ni,,  +  m,,-iiii[  -4-  ii>i,-im'.j.^.  .  .-f-  "îi'"/)-i  "*-  '"/- 

en  posant  pour  abréger 

in(  m  —  \)  .  .  .  i  m  —  /-  -(-  i  ) 


et  la  relation  fonctionnelle  sera  établie  si  l'on  montre  que  l'expres- 
sion (3i)  est  identique  au  coefficient  de  zP  dans  -^{ni  +  m',  z), 
c'est-à-dire  à  {m  +  m')p.  On  pourrait  vérifier  directement  l'iden- 
tité 

(32)  {m  +  m')i,=  m,, -h  iii,,^iin\  -+-...-(-  m)„ 

mais  le  calcul  est  inutile  si  Ton  observe  que  la  relation  (3o)  est 
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ceitainemenl  vérifiée  toutes  les  fois  que  m  et  m'  sont  des  nombres 
entiers  positifs.  Les  deux  membres  de  la  formule  (82)  sont  des 
polvnomes  entiers  en  m  et  ni'  qui  sont  égaux  toutes  les  fois  que  m 
el  m'  sont  des  nombres  entiers  positifs;  donc  ils  sont  identiques. 
D'autre  part,  »(/«,  :■)  peut  être  développée  en  série  entière 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  m.  En  effet,  si  nous 
effectuons  tous  les  produits  indiqués,  '■s{m,  :)  peut  être  considérée 
comme  la  somme  d'une  série  double 


(3o  I      9(»j,  z)  =  1-, .; •:-—  -^  ;^  — •  .  -àz  —zi' 

12  3  p 

m-     ,       m-    ^ 


quand  on  fait  la  somme  par  colonnes.  Cette  série  double  est  ;ibso- 
lument  convergente.  En  effet,  soient  |;|  =  p  et  |»i|  =  c7;  si  l'on 
remplace  chaque  terme  par  son  module  la  somme  des  termes  de 
la  nouvelle  série  compris  dans  la  (/j  +  i)"'"'*  colonne  est  égale  à 


ce  qui  est  le  terme  général  d'une  série  convergente.  On  peut  donc 
faire  la  somme  de  la  série  double  (33)  par  lignes,  et  l'on  oljtient 
pour  =(»i,  .:)  un  développement  en  série  entière 

'i(»i,  .s)  =  I- m  -. -m-  — 

1  I  .  -2 

D'après  la  relation  (3o)  et  les  résultais  établis  plus  haut  (n^' 269). 
cette  série  doit  être  identique  à  e""'.  Or  le  coefficient  de  ?n 

-        -2        -3 
«1= ^; ...=  Logf'n-.;): 

on  a  donc 

(34)  9(m,  .;)  =  e"''-osli+-), 

la  détermination  du  logarithme  étant  celle  qui  s'annule  pour 
^  =  0.  On  représente  encore  cette  expression  par  (i^;'";  mais, 
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pour  savoir  sans  ambiguïté  la  valeur  dont  il  s'agit,  il  est  commode 
de  se  reporter  à  l'expression  e'"^''^'-' . 

Soit  m=  'j.-{-yi:  r  et  a  avant  la  même  signification  qu'au  para- 
graphe jjrtîcédent,  on  a 

_  eM'»s'— '=<[cos(;jia-l-vlogr)-f-  «  sin(;x3;  -f-  'j  Ingri]. 

Pour  terminer  ce  sujet,  étudions  encore  la  série  sur.  le  cercle  de  con- 
vergence. Soit  U„  le  module  du  terme  général,  pour  un  point  z  de  ce 
cercle;  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  de   la  série  des  modules  est 

gtral  à  I  "^  ~  "  "^  '    ,  c'est-à-dire  si  m  =  jJt  -+-  v  (',  à 


,/(  .Jl  ^  1  —  /M^  -^  VV  }!.-*-  I  ?f") 


a  fonction  o(n)  restant  finie  lorsque  n  croit  indéfiniment.  D'après  une 
régie  de  convergence  connue  (I,  n°  163),  celte  série  est  convergente  lorsque 
^°-,>i  et  divergente  dans  tous  les  autres  cas.  La  série  (29)  est  donc 
absolument  convergente  en  tous  les  points  du  cercle  de  convergence 
lorsque  [i  est  positif. 

Si  pi-i-i  est  négatif  ou  nul,  le  module  du   terme  général  ne  va  jamais 

en  décroissant,  puisque  le  rapport  -^  n'est  jamais  inférieur  à  l'unité.  La 

série  est  divergente  en   tous   les  points  du  cercle,  lorsqu'on  a   jj.5—  i. 

Il  reste  à  étudier  le  cas  où  l'on  a  —  i<  |Ji=^o.  Considérons  la  série  dont 

le  terme  général  est  U';;  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est  égal  à 

[■  •:'--^'         o(  «)]''_  /)(>-^l)    ,    Çll»)^ 

['"^"Tï^  n^  \    ~'  "  "^      «2     ' 

et  si  l'on  choisit  p  assez  grand  pour  qu'on  ait  pt  ;.i-t-i)>i,  cette  série 
sera  convergente.  Il  s'ensuit  que  Uj;  et  par  suite  le  module  du  terme 
général  U„  tendent  vers  zéro.  Gela  étant,  dans  l'identité, 

o(m,  -)(i  -t-  3)  =  ç(,/ïî  -+-I,  .:), 

prenons  seulement  dans  les  deux  membres  les  termes  de  degré  inférieur  ou 

égal  à  /!  :  il  leslc  la  relation 

«i  (m  —  1  I .  .  .  (  ni  —  "  —  I  )         , 
S„(.-^^;  =  S„- ^-^y-;^^ , 

S„  et  s;,  désignant  respectivement  la  somme  des  (n  -^i)  premiers  termes 
de  ç(.')!,  :)  et  de  a(m-^i,  s).  Si  la  partie  réelle  de  m  est  comprise  entre 
—  I  et  o.  la  partie  réelle  de  m  -H  1  est  positive.  Supposons  |  z  |  =  i  ;  lorsque 
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le  nombre  ii  croit  iiidiilînimenl.  S,',  tend  vers  une  limite,  et  le  terme  com- 
plémentaire tend  vers  zéro;  il  en  résulte  que  S„  tend  aussi  vers  une 
limite,  à  moins  qu'on  n'ait  i -H  ;:  =  o.  Donc.  lorsque  — i<ix£o,  la 
série  est  convergente  en  tons  les  points  du  cercle  de  comergence.  sauf 
au  point  z  =  —  i . 
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"217.  Interprétation  géométrique  de  la  dérivée.  —  Suit  «^X+Y/ 
une  fonction  analyliqiie  de  la  variable  complexe  :,  holomorplie  à 
l'intérieur  d'un  contour  fermé  G;  nous  représenterons  la  valeur 
de  u  par  le  point  de  coordonnées  X,  Y  dans  un  système  d'axes 
rectangulaires;  pour  la  commodité  àes  énoncés  qui  vont  suivre, 
nous  supposerons  les  axes  OX,  OY  respectivement  parallèles  aux 
axes  oa^  et  oy  et  de  même  disposition  que  les  premiers,  dans  le 
même  plan  ou  dans  un  plan  parallèle  au  plan  xoy.  Lorsque  le 
poini  ;  décrit  le  domaine  A  limité  par  le  contour  G,  le  point  1/  de 
coordonnées  (X.  Y)  décrit  dans  son  plan  un  domaine  A';  la  rela- 
tion i/=/(z)  déduit  donc  un  certain  mode  de  correspondance 
entre  les  points  de  deux  plans,  ou  de  deux  portions  de  plan.  Mais. 
■d  cause  des  relations  qui  lient  les  dérivées  des  fonctions  X,  Y,  il 
est  évident  que  ce  mode  de  correspondance  doit  posséder  des 
propriétés  particulières;  nous  allons  montrer  que  les  ongles  sont 


conseriés. 


Soient-  et::,  deux  points  voisins  du  domaine  A:  «et  t/ ,  les  points 
correspondants  du  domaine  A';  d'après  la  définition  même  de  la 
dérivée,  le  quotient  "' ~"  a  pour  limite  la  dérivée  /'(;)  ]ors(|ue 
le  module  de  z,  —  z-  tend  vers  zéro,  de  quelque  façon  que  .;,  —  ; 
tende  vers  zéro.  Supposons  que  le  point  ;,  se  rapproche  du 
poinl  ;  en  décrivant  une  courbe  G,  dont  la  tangente  au  point  -: 
fait  un  angle  a  avec  la  parallèle  à  la  direction  ox  ;  le  point  it , 
décrira  lui-même  une  courbe  G'  passant  par  le  poinl  u.  Écartons 
le  cas  oùf'(z)  serait  nul,  et  soient  p  et  01  le  module  et  Farguinent 
de /'(s);  soient  de  même  /-et  r,  les  distances  zz,  et  ;/«,,  a'  l'angle 
que  fait  la  direction  zz^  avec  la  parallèle  zx'  à  ox,  |3'  l'angle  que 
fait  la  direction  iiii,  avec  la  parallèle  «X'  à  OX.  Le  module  du 
quotient  -—-^  est  égal  A  -,  et  l'argument  à  ,'i'—  7.'.  On  a  donc  les 


48      CHAPITRE    XIII.   --   FONCTIONS  liLÉMENTAlRES    DUNE    VARIABLE    COMPLEXE. 

deux  relations 


(3^j 


lini—  =  ;, 


lirn([3' —  y.')  =  w  -H  2/1-. 


Occupons-nous  seulemenl  de  la  seconde  de  ces  relations;  on 
peut  y  supposer  /-  =  o,  puisque  cela  revient  à  augmenter  l'ar- 
gument (0  d'un  multiple  de  2tî.  Lorsque  le  point  ^1  se  rapproche 
(lu  point  z  en  décrivant  la  courbe  C,  a'  tend  vers  la  limite  a,  fl' 
tend  donc  vers  une  limite  (3,  et  l'on  a  p  ^  a-f-to,  ce  qui  exprime 
i\\xe, pour  avoir  la  direction  de  la  tangente  à  ta  courbe  décrite 
par  le  point  u,  il  suffit  de  faire  tourner  dhin  angle  constant  ui 
la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  z.  On  sup- 
pose bien  entendu  dans  cet  énoncé  qu'on  fait  correspondre  les 
directions  des  deux  tangentes  qui-'correspondent  à  un  même  sens 
de  parcours  des  points  r  et  u. 

I'"ig.  53".  Kig.  53''. 

y,  \c' 


°w. 


y 

°] 

k 

1 

Jx., 

Lé 

■      X 

^- 

JC' 

0 

j: 

Soit  ]J  une  autre  courbe  du  plan  xoy  passant  par  le  point  .:, 
et  soit  D'  la  courbe  correspondante  du  jilan  X0\  ;  les  lettres  y  et  0 
désignant  les  angles  que  font  les  directions  correspondantes  des 
tangentes  à  ces  deux  courbes  avec  zx'  ou  u\'  (Jig.  53"  et  53*),  nous 
avons  à  la  fois 

p^a-t-o),  0  ^  •(  -j-  IX) 

et  par  suite  0  —  P  =  y  —  *•  Les  courbes  C  et  D'  se  coupent  sous 
le  même  angle  que  les  courbes  C  et  D.  Nous  voyons  de  plus  que 
le  sens  de  rotation  des  angles  est  conservé.  11  est  à  remarquer  que 
la  démonstration  ne  s'applique  plus  si/' (z)  =  o. 

Si  en  particulier  on  considère  dans  l'un  des  deux  plans  xoy 
ou  xoy  deux  familles  de  courbes  orthogonales,  les  courbes  cor- 
respondantes dans  l'autre  plan  formeront  aussi  deux  familles 
de    courbes    orthogonales.    Par    exemple,    les    deux    familles    de 
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courbes  X^  C.  ^  =C  .  el  les  deux  familles  de  combe» 

( 3«)  |"<hJ/(  ; )  =  0.         ai ■-/(  z)  =  C 

forment  sur  le  plan  xoy  des  réseaux  orlliogonaux,  car  les  courbes 
correspondantes  sur  le  plan  X0\  sont,  d'une  part,  les  deux  svs- 
It'mes  de  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  d'autre  part,  les 
cercles  avant  pour  centre  l'origine  et  les  droites  issues  de  l'origine. 

Exemples.  —  i"  Soit  ^'=  z^,  a  étant  un  nombre  réel  et  positif.  En  dé- 
signant par  r  et  6  les  coordonnt'es  polaires  de  z,  par  /•'  el  6'  les  coordon- 
nées polaires  de  z'.  la  relation  précédente  est  équivalente  aux  deux  rela- 
tions r'=  r^,  9'=  a6.  On  passe  donc  du  point  z  au  point  z'  en  élevant  le 
rayon  vecteur  à  la  puissance  a  et  multipliant  l'angle  polaire  par  a.  Les 
angles  sont  conservés,  sauf  ceux  qui  ont  leur  sommet  à  l'origine,  qui  sont 
tous  multipliés  par  un  facteur  constant  x. 

2°  Considérons  la  transformation  bilinéaire 

où  a,  b.  c,  d  sont  des  constantes  quelconques.  Dans  certains  cas  particu- 
liers, on  voit  immédiatement  comment  on  passe  du  point  z  au  point  z'. 
Prenons  par  exemple  la  transformation  z'  =  z^b;  soient  z^=x-t-yi, 
z'  =  x' ^-y'i,  6=2-=-  !jj;  la  relation  précédente  donne  x'  =  3:-i-:t,y  =y-i-^, 
ce  qui  montre  qu'on  passe  du  point  ^  au  point  z'  par  une  translation.  Soit 
de  même  z' ^  az:  p  et  lo  désignant  le  module  et  l'argument  de  a,  ou 
aura  /•'=  or,  6'=  w  -;-  6.  On  passe  donc  du  point  z  au  point  z'  en  augmen- 
tant le  rayon  vecteur  dans  un  rapport  constant  p,  et  faisant  tourner  le 
nouveau  rayon  vecteur  d'un  angle  constant  «o.  On  obtient  donc  la  trans- 
formation définie  par  la  formule  -'=  az,  en  combinant  une  transforma- 
tion par  homothétie  avec  une  rotation.  Considérons  enfin  la  relation 


7-,  0,  /■',  0'  ayant  toujours  la  même  signification,  on  doit  avoir  rr'=i, 
I)  —  O'=o.  Le  produit  des  rayons  vecteurs  est  donc  égal  à  l'uuilé,  tandis 
que  les  angles  polaires  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  Etant  donné  un 
cercle  C  de  centre  A  et  de  rayon  R,  nous  appellerons  inversion  par  rapport, 
à  ce  cercle  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  dé  pôle  A  et 
de  module  R'.  On  obtient  donc  la  transformation  définie  par  la  formule 
z' z=  i  en  eCTectuanl  d'abord  une  inversion  par  rapport  au  cercle  de  rayon 
un  décrit  de  l'origine  comme  centre,  puis  en  prenant  le  symétrique  du 
point  obtenu  par  rapport  à  l'axe  Ox. 

La  transformation  la  plus   générale  de  la   forme  (Sj)  peut  être  obtenue 
en  combinant  les  transformations  particulières  que  nous  venons  d'étudier. 
G..  IL  ', 
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Si  c  =  o,  on  peul  remplacer  la   uausformation  Ci;)  par   la  suite  des  deux 
Iransfoimations  . 

si  c  n'est  pas  nul,  on  peut  écrire,  en  effectuant  la  division. 

bc  -  ad 


-  -  c    '    c^z-i-cd 
et  la  transformation  peut  être  remplacée  par  la  suite  des  iranslormal.ons 
d  ,  .  -   _    •  . 


z,  =  (ùc-„d)z,,  z'=z,-i--- 

Toutes  ces  transformations  particulières  conservent  les   angles  et  le  sens 

de  rotation,  et  changent  les  cercles  en  cercles;  il  en  est  donc  de  même  de 

la  transformation  générale  (37),  appelée  pour  cette  raison  tran.formanon 

circulaire.  Us  Wg^^e.  droites  doivent,  dans  cet  énoncé,  être  considérées 

comme  des  cercles  de  rayon  inlini. 

3°   Soit       "  ,  >  /  ^m 

z-=(z-e,  y"-(z  -  e,  )'"»  ...(--  e,,)";; 

e      e.  <',,   étant   des    quantités    quelconques,    et    les   exposants   m,, 

m,     "      m],  é'tant  des  nombres  réels,  positifs  ou   négatifs.  Soient  M,  E., 
E,"  E„  les  points  qui  représentent  respectivement  les  quantités  -    e„ 

.:'  .V  :«;;  soient  de  pins  „,  r,,...,  r„  les  distances  ME,,  ME.  ....ME 

et  0,    6,  »„  les  angles  que  fout  les   directions  E,M,  E,M E,,1M 

avec'les'parallèles  à  Ox.  Le  mndule  et  l'argument  de   .'  sont  respective- 
ment r'^'rT-...rP'tl   ,»,  0, +  ...+»</»„  ;  les   deux   familles  de   courbes 

r',"' /■'.:'=...'■"'■=  G,  /n,0,+  »(o82-f-... +  '«,.%=  G' 
forment  donc  un  réseau  orthogonal.  Lorsque  les  exposants  m,,  m,.  .^.  n, „ 
sont  des  nombres  rationnels,  toutes  ces  courbes  sont  algébriques  (  '  ).  S.  1  ou 
a  par  exemple/.  =.,  /«.=  »'.=  .,  ""e  des  familles  se  compose  de  cassi- 
noïdes  à  deux  foyers,  et  la  seconde  famille  est  formée  par  des  hyperboles 
équilatères. 

278.  Recherche  générale  des  transformations  conformes.  — 
L'exatnen  de  la  proposition  réciproque  de  celle  qui  vient  d'être 
établie  nous  conduit  n  traiter  un  problème  plus  général.  Etant 
données  deux  surfaces   ï,   ^J ,  faisons-les  correspondre   point  pnr 


(1)   Voir,  sur  ces  courbes,  les  Principes  de  Géométrie  analy tique  d. 
BOUX  (Paris,  Gauthier-Villars,  1917;  p.  i52-i5ij). 
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point  d'une  façon  quelconque  (en  ohservaut  cependant  certaines 
conditions  qui  vont  être  précisées),  et  clierchons  dans  quels  cas 
les  angles  seront  conservés  dans  celte  transformation.  Soient  x, 
y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  i]  ;  x\  y' ^  z'  les 
coordonnées  rectangulaires  dun  point  de  -' .  Nous  supposerons 
les  six  coordonnées  x.  y,  z,  x' .  y\  :'  exprimées  en  fonction  de 
deux  paramètres  variables  w,  i'.  de  faron  que  les  points  corres- 
pondants des  deux  surfaces  correspondent  à  un  même  système  de 
valeurs  des  paramètres  u,  f 


(38) 


S  5  y  =  'i(  u,  v), 

f    ;;   =  •!;(«,    v). 


nous  admettrons  de  plus  que  les  fonctions  y,  'w,  ...  sont  conti- 
nues, ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  lorsque 
les  points  [x^y,  z)  et  (x' .  y',  z')  restent  dans  des  régions  déter- 
minées des  deux  surfaces  Z  et  -' .  Rappelons  encore  les  notations 
I.  n"-  131) 


■=-(!)'■ 


du    ov 


G=S/'^ 


Ox'  dx' 
du    dv 
ds'-  =  E'  du-  -^  2  F'  du  di-  -r-  G  V/c^ 


■m 


,  li'=  s—      ,  F'=S. 

(fi-  =  E  du-  -^  2  F  du  dv  -:-  G  dv- 
Soient  {^g.  54"  et  54*)  C  et  D  deux  courbes  de  la  surface  ï,- 
Fig.  54".  Fig.  :>v  . 


passant  par  un  point  m  de  cette  surface,  C  et  D'  les  courbes  cor- 
respondantes de  la  surface  S',  passant  par  le  point  m'.  Le  long  de 
la  courbe  C,  les  paramètres  u,  i  sont  fonctions  dune  seule  variable 
auxiliaire  /,  et  nous  désignerons  les  dilVérentielles  par  du  et  dç;  de 
même  le  long  de  D,  u  et  f  sont  fonctions  d'une  variable  /'  et  nous 
désignerons  les  dilTérenllelles  par  o«  et  ov.  D'une  façon  générale, 
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noLis  di.ùnouei-oiis  par  les  lettres  d  et  o  les  différentielles  relatives  à 
un  déplacement  sur  la  courbe  C  el  sur  la  courbe  D.  Les  paramètres 
directeurs  de  la  tangente  à  la  courbe  C  sont  respectivement 

.,=£.„.!*.    ^r=g*-£*.    "-S^'-S"- 

les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  la  courbe  D  sont  de 
même 

Soit  oj  l'angle  des  tangentes  aux  deux  courbes  C  et  D  ;  cosw  est 

donné  par  la  fominle 

dx  ox  ^  dy  oy  —  dz  oz ^     . 

v/dx^-i-  dy'--\-dz'-  s/ùx'-—  ojk--+-  o-" 
qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  des  notations  (Sg), 
K  du  5"  -H  ¥{dulv-^  dvàu)-^C>dvw 

On    a    de    même,    to'    étant    l'angle    des    tangentes    aux   deux 
courbes  C  et  D', 

E'  du  ou  -i-  F' (  du  CI-  —  dv  ou) -^  O'  fA-  or         _^ 

( 4 1 )     cos (0  =  ^/jj,^^^,_^.^p,^„^„_^  (;.,/,,,.  y/E'G^î-^îF'oî/ot'-^G'ori 

Pour  que  la  transformation  considérée  ne  cbange  pas  la  valeur 
des  angles,  il  faudra  qu'on  ait  cosw'  =  cosw,  quels  que  soient  du: 
f/c,  iJ.Zv;  en  particulier,  on  doit  avoir  cosw'=:o,  lorsque  cosco 
est' nul.  el  inversement.  Les  deux  relations  d'involution 

E  -V-  Vint  -  m-)-^Gmm=o,  E-  F'im  +  m')  4-  G' mui  =  o. 

Où  l'on  a  posé  m  =  ^>  /»'=  g'  dolvenfdonc  être  équivalentes, 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

E'       F'       G'  _,, 
(4-2)  F=F"'G-      ' 

).  étant  une  fonction  quelconque  des  paramètres  u.  c  et  ces  coudi- 
lions  sont  évidemment  suffisantes,  car  costo,  par  exemple,  est  une 
fonction  homogène  de  degré  zéro  de  E,  F,  G. 

Les  conditions  (42)   peuvent  être  remplacées  par  une  relation 
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unique  (/.s'- =  A-f/,s-,  ou 

(-13)  t:/s'=}.ds; 

elle  exprime  que  le  ra|)poit  de  deux  mes  inliuimeiil  petits  eorres- 
|iondanls  tend  vers  une  limite  indépeiidanie  de  di/  et  de  <:/r, 
lorsque  (;es  deux  arcs  diminuent  indéfiiiijnent.  Celte  condition 
rend  le  résultat  presque  intuitif.  En  eftet,  prenons  sur  la  première 
surface  un  triangle  infiniment  petit  abc,  et  soita'&'c'  le  triangle 
correspondant  delà  seconde  surface.  Assimilons  ces  deux  triangles 

il   des   triangles  rect'ilignes  ;   puisque   les    rapports  ^-^,  ^^,  — ^ 

'  '  '  ab        ac        bc 

tendent  vers  la  même  limite  X(?/,  i'),  ces  triangles  sont  semblables 

à  la  limite  et  les  angles  correspondants  sont  égaux. 

On  voit  que  deux  figures  infiniment  petites  des  deux  surfaces 
peuvent  être  considérées  comme  semblables,  puisque  les  longueurs 
des  arcs  sont  proportionnelles  et  les  angles  égaux;  c'est  pour  cela 
qu'on  donne  souvent  le  nom  de  représentation  eonformc  à  toute 
correspondance  qui  conserve  les  angles. 

Etant  données  deux  surfaces  1',  S'  et  une  correspondance  déter- 
minée qui  fait  correspondreces  deux  surfaces  point  par  point,  on 
peut  toujours  reconnaître  si  les  conditions  (42)  sont  vérifiées  et, 
par  suite,  si  Ton  a  une  représentation  conforme  des  deux  surfaces 
l'une  sur  l'autre.  Mais  on  peut  avoir  d'autres  problèmes  e'i  ré- 
soudre; |)ar  exemple,  les  surfaces  ï  et  i;' étant  données,  on  peut 
se  proposer  de  déterminer  toutes  les  correspondances  entre  les 
points  de  ces  deux  surfaces  qui  conservent  les  angles.  Supposons 
les  coordonnées  {x,y,  z)  d'un  point  de  S  exprimées  en  fonction  de 
deux  paramètres  (m,  c)  et  les  coordonnées  {x' ,  y' ,  z')  d'un  point 
de  ï'  exprimées  en  fonction  de  deux  autres  paramètres  («',  v[)] 
soient 

ds^  =  E  du"-  ■+■■!?  du  dv  +  G  rfi-^,         rfs'2  =  e'  du"^  -t-  2  F'  du  rfi'+  G'  di-"-, 

les  expressions  des  carrés  des  éléments    linéaires.   Le  problème 
qu'il  s'agit  de  résoudre  revient  à  celui-ci  :   Trouver  deux  fonc- 
tions u'  =  -,(u,  ('),  ç'=7Z2{u,  (,')  telles  qu'' oh  ait  identiquement 
É'  d-\  -H  2  F'  rf-,  d--,  -H  G'  d-l  =  X2  (  E  du--  +  a  F  du  dv  -^  G  rfi>2  ), 

"k  étant  une  Jonction  indéterminée  des  variables  u,  r.  Il  résulte 
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de  la  théorie  générale  des  équations  différentielles  r^ue  ce  problème 
admet  toujours  une  infinité  de  solutions;  nous  n'en  traiterons  que 
quelques  cas  particuliers. 

279.  Représentation  conforme  d'un  plan  sur  un  plan.  —  Toute 
correspondance  entre  les  points  de  deux  plans  est  définie  par  des 
formules  telles  que 

(44)  X=l'(.r,j).  V  =  Q(r,^), 

les  deux  plans  étant  rapportés  à  des  coordonnées  rectangulaires 
{x,  y)  et  (X,  Y).  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  pour  que  cette 
transformation  conserve  les  angles,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

f/.\-^  +  d\-  =  k^  (  dx-  -+-  dy-  ), 

À  étaxit  une  fonction  quelconque  de  .r,  ^^,  indépendante  des  diffé- 
rentielles. En  développant  les  différentielles  rfX,  dY  et  identifiant 
les  deux  membres,  on  trouve  que  les  fonctions  'P{x,y)  etQ(T,jK) 
doivent  satisfaire  aux  deux  relations 

,     foPY      /''Q\-      fàPy-      fàOy-  dV  ÙV       dO  àO 

T  1    ■      •         .  -11  <^P  f^O  -  Il  .      1  ,■      ■ 

Les  dernees  partielles  -— >  — ^  ne  peuvent  être  nulles  a  la  lois, 

oy      <Jy  ^ 

1  ■  -  1  1     •  /  /  "  \    1  •  •  ■   <^Q         àP 

car  la  première  des  relations  (4o)  donnerait  aussi  -— =  -— ^o, 

'  \T     /  àx  àx 

et  les  fonctions  P  et  Q  seraient  constantes.  Par  suite,  on  peut 
écrire,  d'après  la  dernière  relation, 

dP  _     àQ  àQ  _  (JP 

i)x        '    rjy  dx  '  '  dy 

[jL  étant  une  inconnue  auxiliaire.  En  portant  ces  valeurs  dans  la 
première  condition  (^5),  celle-ci  devient 


(;^^-.>l(^)V(^)^]  =  o, 


et  l'on  en  tire  u  =  rir  i .  On  doit  donc  a\  oir,  soit 

'  dx        dy'  dy  dx  ' 
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soit 

Le  preiiiier  sv.slènie  de  condilions  e.\|)iime  (|iie  I' ^  <(J  est  une 
lonclion  analytique  de  .r -^  /r:  (jnant  an  seeond  svsiènie.  on  le 
raniène  au  premier  en  changeant  O  en  —  (^,  ce.-^t-à-dirc  en  pre- 
nant la  symétrique  de  la  (igure  transformée  par  rapport  à  OX.  En 
définitive,  à  loute  représentation  conforme  d'un  plan  sur  un  plan 
correspond  une  solution  du  système  (4t)j  el,  par  suite,  une  fonc- 
tion analyli(|ue.  Si  Ion  suppose  les  axes  OX  et  0\  respectivement 
parallèles  aux  axes  ox,  or,  le  sens  de  rolaiion  des  angles  est 
conservé  ou  non,  suivant  cjue  les  ioncLions  P  el  (^  \érilient  les 
équations  (4<J)  ou  '  ij  t. 

•1^0.  Théorème  de  Riemann.  —  lùant  ilonnés.  dans  le  pion  de  la 
variable  z,  une  région  A  limitée  par  un  seul  contour,  (on  rontour  simple  i, 
et  dans  le  plan  de  la  variable  ii  un  cercle  C,  Riemann  a  démontré  qu'il 
existait  une  fonction  analytique  u  =/{z),  holomoiplie  dans  A,  et  telle 
qu'à  chaque  point  de  cette  région  corresponde  un  point  du  cercle  et 
qu'inversement  à  un  point  du  cercle  corresponde  un  point  et  un  seul 
de  A.  La  fonction  _/(3)  dépend  encore  de  trois  constantes  arbitraires 
réelles  dont  on  peut  disposer  de  façon  que  le  centre  du  cercle  corresponde 
à  un  point  déterminé,  de  la  région  A,  tandis  qu'un  point  arbitrairement 
choisi  sur  la  circonférence  correspond  à  un  point  déterminé  du  contour 
de  A.  iVous  ne  donnerons  pas  ici  la  démonstration  de  ce  théorème  dont 
nous  indiquerons  seulement  quelques  exemples. 

Remarquons  seulement  qu'on  peut  remplacer  le  cercle  C  par  un  demi- 
plan.  En  effet,  supposons  que,  dans  le  plan  des  u,  la  circonférence  C  passe 

par  l'origine;   la   transformation  u' =  —  remplace  cette  circonférence  par 

u 

une  droite,  et  le  cercle  lui-même  |)ar  la  portion  du  plan  des  u'  située  d'un 

côté  de  cette  droite,  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens. 

1 
Exemples.  —  i°  Soit  u  =  z^,  n.  étant  réel  et  positif;  considérons  la  por- 
tion V  du  plan  des  z  comprise  entre  la  direction  ox  et  une  demi-droite  in- 
définie issue  de  l'origine  et  faisant  l'angle  n.-  avec  oarfa^  ■>).  Soient  ;  =  /e'^. 
Il  =  Re'"".  on  a 

■     '-  0 

R  =  /■»  .  a.  =  -  ; 

a 

lorsque  le  point  z  décrit  la  portion  A  du  plan,  /•  varie  de  o  à  -1-  oc  et  6  de  o 
à  a-  :  R  varie  donc   de  o  à  -t-  oc  et  w  de  o  à  -.Le  point  u  décrit  donc  le 
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demi-plan  situé  au-dessus  de  l'axe  OX,  et  à  un  point  de  ce  demi-plan  ne 
coirespond  qu'un  point  de  A,  car  on  a  inversement  r  =  R*,  0  =  aoj. 

Prenons  encore  la  portion  B  du  plan  des  -  limitée  par  deux  arcs  de 
cercle  qui  se  coupent.  Soient  c»,  :\  les  points  d'intersection  ;  si  l'on 
effectue  d'abord  la  transformation 


l'aire  B   est  remplacée  par   une   poi-tion  A   du   plan  des  z'  comprise  entre 
deux   rayons   indéfinis   issus   de   l'origine,  car   le  long  d'un   arc  de  cercle 

passant  par   les   points  ^o,  ^i-   l'argument  de  ^ —  conserve   une  valeur 

I 
constante.  En  appliquant  ensuite  la   transformation  |]rueédentc  ((^i'^')", 
nous  vovons  que  la  fonction 


permet  d'efl'ectuer  la  représentation  conforme  de  l'aire  B  sur  un  demi-plan, 
en  choisissant  x  convenablement. 


■i'^  Soit  M  =  COS-.  Faisons  décrire  à  -  la  demi-bande  indéfinie  K,  ou 
AOBX'  {/iff.  55),  définie  par  les  inégalités  oSxl-,  y  :o,  et  cherchons 
la  région  décrite  par  le  point  m  =  X  -h  Yi.  Nous  avons  ici  (  n°  270) 


(48) 


Lorsque  .r  varie  de  o  à  7:,  Y  est  con-'lamment  négatif,  et  le  point  «  reste 
dans  le  demi-plan  situé  au-dessous  de  l'axe  X'OX.  A  tout  point  de  la 
région  R  correspond  donc  un  point  du  demi-plan  des  u,  et  lorsque  le 
point  z   est  sur  le  contour  de   R,  on   a  Y  =  o,  car  l'un  des  deux  facteurs 

sin.r  ou  est   nul.  Inversement,   à  tout  point   ilu   demi-idan  des  11 
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au-dessous  de  OX  correspond  un  point,  et  un  seul  de  la  bande  R  dans  le 
plan  des  z.  En  e.fte.t,  si  z'  est  une  racine  de  l'équation  u  =  cos5,  toutes  les 
autres  racines  sont  comprises  dans  la  formule  il;-±z'.  Supposons  le 
coefficient  de  i  dans  z'  positif,  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  de  ces  points 
racines  dans  la  bande  R,  car  tous  les  points  ikT.  —  z'  sont  au-dessnus 
<le  Ox.  11  y  a  toujours  un  de  ces  points  ik-  -+-  z  situé  dans  R  ;  en  effet,  il  y  a 
toujours  un  de  ces  points  dont  l'abscisse  est  comprise  entre  o  et  it..  Cette 
abscisse  ne  peut  être  comprise  entre  -  et  2-,  car  la  valeur  correspondante 
de  Y  serait  positive.  Ce  point  est  donc  situé  dans  R. 

On  voit  aisément,  au  moyen  des  formules  (48).  que  lorsque  le  point  3 
décrit  une  portion  de  parallèle  à  0:r  dans  la  bande  K,  le  point  u  décrit 
une  demi-ellipse.  Lorsque  le  point  z  décrit  une  parallèle  à  Or,  le  point  u 
décrit  une  demi-branche  d'hyperbole.  Toutes  ces  coniques  ont  pour  fovers 
les  points  G,  G'  de  l'axe  OX,  d'abscisses  -f-i  et  —  i. 
3°  Soit 

(4'.U  u=  '""-', 


.a  étant  réel  et  positif.  Pour  que  \u\  soit  inférieur  i  lunité,  il  faut  et  il 
suffit,  comme  le  montre  uu  calcul  facile,  qu'on  ait  cos  ^  >  o  Si  1-  varie 
tle  -—a  a  -f- «,  nous  voyons  qu'à  la  bande  indéfinie  comprise  entre  les 
deux  droites  y  =  —  a,y  =  ^  a,  correspond  dans  le  plan  des  «  le  cercle  G 
de  rayon  un  décrit  de  l'origine  comme  centre.  Inversement,  à  tout  point 
de  ce  cercle  correspond  un  seul  point  de  la  bande  indéfinie,  car  les  valeurs 
de  z  qui  correspondent  à  une  valeur  de  u  forment  une  progression  arith- 
métique de  raison  4  ai.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  plus  d'une  valeur  de  3  dans 
la  bande  considérée.  D'ailleurs  il  y  a  toujours  une  de  ces  racines  où  le  coef- 
ficient de  i  est  compris  entre  -  a  et  3a,  et  ce  coefficient  ne  peut  être  compris 
entre«et3«, car  la  valeurcorrespondantedel»!  serait  supérieure  à  ««('1. 

281.  Cartes  géographiques.  —  Faire  la  carte  d'une  surface, 
c'est  faire  cones|)oiidre  les  points  de  celte  surface  à  ceux  d'un 
plan  de  façon  que  les  angles  soient  conservés.  Supposons  les  coor- 
données d'un  point  de  la  surface  considérée  S  exprimées  en  fonc- 
tion de  deux  para  me  très  variables  (u,  c),  et  soit 
</i2  =  ].;  ^/„2  ^  .^  F  f/„  ^l^,  _^_  Q  ^/j,n 

le  carré  de  Félément  linéaire.  Soient  (a,  ^i)  les  coordonnées  rec- 
tangulaires du  point  dun  plan  P  cpii  correspond  au  point  (w,  v) 


(')  Les  points   z  =  a;^iy,  po„,-  lesquels  on  a    |  ;(  |<  0  <  r  sont  cimpri 
les  deux  parallèles   x  =~Z^  log('i^).  (CAnATUEODonY). 
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lie  la  surface.  Il  s'agit  de  Iroiiver  les  deux  fonctions 

u  =  7:,(a,  fi),  «'  =  ':i-.(ï,  ^), 

(le  telle  façon  qu'on  ait  identiquement 

E  du-'-^^V  du  df  +  G  di--  =  /.(rfa'-l-  rf^'  ), 

A  étant  une  fonclion  quelconque  de  a,  ,0,  ne  renfermant  pas  les 
différentielles.  Ce  prohléme  admet  nne  infinité  de  solutions  qui 
peuvent  toutes  se  déduire  de  l'une  d'elles  au  moyen  des  transfor- 
mations conformes,  déjà  étudiées,  d'un  plan  sur  un  plan.  Suppo- 
sons, en  effet,  qu'on  ait  à  la  fois 

ds-'  =  >. (  d::^-'  +  rf.32  ),         ds^  =  X' (  dx-'  +  d?,''-  )  ; 

on  aura  aussi 

de  sorte  que  v.  +  pi,  ou  a.  —  \ii,  sera  une  fonction  analytique 
Je  7.'+  [j'i.  La  réciproque  est  évidente. 

Exemples  :  y"  Projection  de  Mercalor.  —  On  peut  toujours 
faire  la  carte  d'une  surface  de  révolution  de  façon  que  les  méri- 
diens et  les  parallèles  correspondent  à  des  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées.  Soient,  en  effet, 

.r  =  pcosto,         j  =  psinw,         -  =  /(?) 

les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  de  révolution  autour 
de  O  ;  ;  on  a 

ds-=df[i  +/-H?)]  -+-  ?"-  do>'  =  ?■-  yd,^''^ 7i "^r  I  ' 

ce  qui  peut  s'écrire 

ds'-  =  p'^{dX^-+-  rfV=) 

en  posant  

\  =  w,        ^\=J    ^  dp. 

Dans  le  cas  d'une  sphère  de  rayon  R,  nous  pouvons  écrire  les 
coordonnées 

.T  =  Rsin6  coscp,         j  =  R  sinO  sin'.f ,  ^=HcosO, 

/  ,  '")'    \ 


m.    —    NOTIONS    Sin    la    représentation    conforme.  :>Ç) 

et  nous  poserons 

X  =  ,,  V=r4  =  .o,('lnn,«). 

On  obtient  ainsi  la  projection  dite  de  3le?'calor,  clans  laquelle 
les  méridiens  sont  représentés  par  des  parallèles  à  Taxe  0\_.  et  les 
|iaiallèles  par  des  segments  de  droites  parallèles  à  OX.  Pour 
obtenir  toute  la  surface  de  la  sphère,  il  suffit  de  faire  varier  -j  de  o 
à  2-  et  H  de  o  à  -;  X  varie  de  o  à  27: et  \  de  —  oc  à  +  c/:.  La  carte 
a  donc  l'aspect  d'une  bande  indéfinie  de  largeur  2-.  Les  courbes 
situées  sur  la  surface  de  la  sphère  qui  coupent  tous  les  méridiens 
sous  un  angle  constant,  ou  loxodromies.  sont  représentées  sur  la 
carte  par  des  lignes  droites. 

2"  Projection  stéréo  graphique.  —  On  peut  encore  écrire  le 
carré  de  l'élément  linéaire  de  la  sphère 

as-  =  4  cos^  -  /  —  -H  R-  tans-  -  d-^- 

.|  cos*  — 
2 

II 
</i -  =  4  COS'  —  (  dp-  ^  p-  dm-  ), 

en  posant 

0 
p  =  R  tan^-,  w  =  -i. 

-Maisf/p-+  o-dtt)'-  représente  le  carré  de  l'élément  linéaire  du  plan 
en  coordonnées  polaires  (0,  w)  ;  il  suffit  donc,  pour  avoir  une  repré- 
senlation  conforme  de  la  sphère,  de  faire  correspondre  à  un  point 
(6,  s)  de  la  surface  de  la  sphère  le  point  d'un  plan  de  coordonnées 
polaires  (  p,  (o).  On  voit  immédiatement,  en  faisant  la  figure,  que  p 
et  w  sont  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  stéréogra- 
phique  sur  le  plan  de  l'équateur  du  point  (0,  es)  de  la  sphère,  le 
point  de  \  ne  étant  l'un  des  pôles. 

3°  Carte  du  tore.  —  Considérons  le  t%re  engendré  par  la  révolution 
rl'une  circonférence  de  rayon  R  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan,  à  une 
distance  a  du  centre  du  cercle  (nous  supposerons  a>  R).  I/axe  de  révo- 
lution étant  pris  pour  axe  des  ;;,  et  le  plan  médian  du  tore  étant  pris  pour 
plan  des  sry,  nous  pouvons  écrire  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface 

T  =  (a -f- R  cos6)  cosç,         ^  =  (a -1- R  cos6)  sin-f,         -  =  Rsin6, 
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et  il  suffira  de  faire  varier  0  el  o  de  —  -  à  -H  t:.  On  déduit  de  ces  formules 

ds"-  =  (a  +  R  cose)"-  I  rfo^  H ^If'  ,    „  I  ; 

^  L    '  (a  -H  K  cosO)=J  ' 

pour  faire  la  carie  de  la  surface,  nous  poserons 
X  =  9, 

r"    ''"  'c  f,  /^^=^      f\ 

\  =  e   I     r  =  — ^=  arc  tan"    (  / tans  -     , 

où 

R 
e  =  -  <i. 

)i 

La  surface    totale    du  tore   correspond   ainsi  point  par   point  à  celle   d'un 
rectangle  dont  les  dimensions  des  côtés  sont  2-  et  • 


V'i 


282.  Courbes  isothermes.  —  Soit  U  (a:,y  )  une  solution  de  réquation  de 
l.aplace 

_  OH^       rf2U_  _ 

les  courbes  représentées  par  l'équation 

(3o)  U(.r.  j)  =  C. 

où  G  est  une  constante  aibitraire.  forment  une  famille  de  courbes  ïso- 
lliernies.  A  toute  solution  \](x,y)  de  réquation  de  Laplace.  on  |ieut  en 
associer  une  autre  \{x,y)  telle  que  U  -;-  i\  soit  une  fonction  analytique 
de  x-{-yi\  les  relations 

ùV  _  d\  rtU  _  _  ^ 

âx         dy  dy  dx 

montrent  que  les  deux  familles  de  courbes  isothermes  . 

U(a-,  ^)  =  C,  \{x,y)  =  C 

sont  orthogonales,  car  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux 
courbes  G  el  G'  sont  respectivement 

dU  .  dV.  d\  .  à\ 

dx  '  dy  dx  '  dy 

Donc  les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  courbes  isothermes 
forment  une  autre  famille  de  courbes  isothermes.  On  obtiendra  tous 
les  systèmes  conjugués  de  courbes  isothermes  en  considérant  une  fonc- 
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tion  analytique /(C),  et  en  prenant  les  courbes  pour  lesquelles  la  partie 
réelle  Ae  f{z}.  ou  le  coefficient  de  i,  conserve  une  valeur  constante.  Les 
courbes  pour  lesquelles  le  module  R,  ou  l'argument  Q  de  /(-),  reste 
constant  forment  aussi  deux  systèmes  conjugués  isothermes;  car  la  partie 
réelle  île  la  fonction  analytique  Log[/(::)]  est  égale  à  logR,  et  le  coeffi- 
cient de  i  à  il. 

On  obtient  également  des  svstémes  isothermes  conjugués,  en  considérant 
les  courbes  décrites  par  le  point  de  coordonnées  X,  Y,  où  ^i  c)  =  X  -H  l'Y, 
lorsqu'on  attribue  à  x  on  k  y  une  valeur  constante.  Il  suffit  eu  effet  de 
regarder  inversement  .r ->-  iy  comme  une  fonction  analytique  de  Xh-jY. 
Plus  généralement,  toute  transformation  entre  les  points  de  deux  plans 
qui  conserve  les  angles  change  une  famille  de  courbes  isothermes  en  une 
nouvelle  famille  de  courbes  isothermes.  Soient 

x  =  p{x',y'),  y  =  q{x',y) 

des  formules  définissant  une  transformation  qui  conserve  les  angles,  et 
soit  ^(x\  y')  le  résultat  obtenu  en  remplaçant  x  et  y  par  p{x',  y") 
et  q(x',  y')  dans  U(^,  y)-  Tout  revient  à  démontrer  que  cf(a?',  y')  est  une 
solution  de  l'équation  de  Laplace,  pourvu  qu'il  en  soit  ainsi  de  U(3-,  y). 
Le  calcul  n'oH're  aucune  difficulté  (  voir  Chap.  JII  :  exercice  8,  p.  iGo)  ;  mais 
le  théorème  peut  aussi  s'établir  sans  aucun  calcul.  En  effet,  nous  pouvons 
supposer  que  les  fonctions /)(.i-',  _r')  et  ci(x\y')  vérifient  les  relations 

dp  Oq  dp  àq 

dx         Oy'  dy'  àx' 

car  une  transformation  par  symétrie  change  évidemment  une  famille  de 
courbes  isothermes  en  une  nouvelle  famille  de  courbes  isothermes.  La 
fonction  x  -i-  /y  = /)  -i-  iq  est  alors  une  fonction  analytique  de  z'  =  x' -+■  iy' . 
et  U  +  «V  devient  également  après  la  substitution  une  fonction  analy- 
tique S ^ x' ,  y' )  ~- i'^{x' ,  y')  de  la  même  variable  z'  (n"  2G3).  Les  deux 
familles  de  courbes 

S{x\y)  =  c,       *(.,;',  y)  =  G' 

donnent  donc  un  nouveau  réseau  orthogonal  formé  de  deux  familles  iso- 
thermes conjuguées. 

l'ar  exemple,  des  cercles  concentriques  et  des  rayons  issus  du  centre 
(ornient  deux  familles  isothermes  conjuguées,  comme  on  le  voit  immédia- 
tement en  considérant  la  fonction  analytique  Log(3).  En  effectuant  une 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  en  conclut  que  les 
cercles  passant  par  deux  points  fixes  forment  également  un  système  iso- 
therme. Le  système  conjugué  est  également  composé  de  cercles. 

De  même  des  ellipses  homofocales  forment  un  système  isotherme.  Nous 
avons  vu  plus  haut  en  effet  que  le  point  u  =  cos  z  décrit  des  ellipses  homo- 
focales lorsqu'on  fait  décrire  au  point;  des  parallèles  à  l'axe  0^  (n"  280). 
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Le   système  conjugué  se  compose  des   livperljoles  liomolocales  el   ortho- 
gonales. 

Remarque.  —  Pour  qu'une  famille  de  courbes  représentée  par  une 
équation  ^{x,y)  =  G  soit  isotherme,  il  n'est  pas  nécessaire  que  la  fonc- 
tion ViXjj)  soit  solution  de  l'équation  de  Laplace.  En  effet,  ces  courbes 
sont  aussi  représentées  par  l'équation  ç[P(a7,  _)')]  =  G,  quelle  que  soit  la 
fonction  o,  et  il  suffit  qu'on  puisse  prendre  pour  cette  fonction  œ  une 
forme  telle  que  U(a7,  ^)  =  (s(P)  vérifie  l'équation  de  Laplace.  En  faisant 
le  calcul,  on  trouve  qu'on  doit  avoir 


d\' 


faudra  donc  que  le  rapport 


&^V        <J^P 

Ox-         cly- 


ne  dépende  i|ue  de  P  et,  si  cette  condition  est  satisfaite,  on   obtiendra  la 
fonction  -^  par  deux  quadratures. 


EXERCICES. 


1.    Déterminer    la   fonction   analytique  /{Z)  =  \  —  j'Y    dont    la    partie 
réelle  X  est  égale  à 

2  sin  -xx 


■  e-->  —  2  coi-îx' 


même   question   en   supposant   que   X  ^- V  est   égale  à  la   fonclion   précé- 
dente. 

2.  Soit  a{m,p)  =  o  l'équation  tangenlielle  d'une  courbe  algébrique 
réelle,  c'est-à-dire  la  condition  pour  que  la  droite  y=  mx  —  p  soit  tan- 
gente à  cette  courbe.  Les  racines  de  l'équation  '^( i,  —  f3)  =  o  sont  les 
affixes  des  foyers  réels  de  cette  courbe. 

3.  Si  /j  et  ^  sont  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux,  les  deux 
expressions  \\/z}  et  \zi'  sont  équivalentes.  Qu'arrive-t-il,  lorsque  p  el  y 
ont  un  plus  grand  commun  diviseur  d  >  i? 

■4.  Trouver  le  module  et  l'argument  de  e'^"^-",  en  le  considérant  comme 

la  limite  du  polvnome  (  i -f-  '■ — •  |     >  lorsque  le  nombre  entier  m  au^- 

.    "  \  '«      / 

mente  indéfiniment. 


EXERCICES. 

3.   Démontiei'  les  formules 
cos«  H-  ci)s(a  +  Z/  )  -f-  .  .  .  -H  cos(a  +  nb)  - 


^in<z+  sin(a-t-6)-t-...-i-  siii(a-i-  nb ) 


6.  On  demande  la  valeur  finale  de  arcsin;  lorsque  la  variable  c  décrit 
le  segment  de  droite  allant  de  l'origine  au  point  i  -i-  /',  la  valeur  initiale 
de  are  sin.3  étant  o. 

7.  Démonlier  la  continuité  d'une  série  entière  au  moven  de  la  for- 
mule (12)  (iC  5C>C>) 

f(z-^h)-f{z)^hf,{z)+^Mz)^...+  !^f„iz)+.... 

[On   prend    une  fonction    majorante   convenable   pour  la   série  du  second 
membre.] 

8.  Calculer  les  intégrales 

/  X'"  e"''  cosbx  dx.  I  x"'  e"-^  sin  bx  dx, 

j  cot  (  X  —  «  )  cot(.r  —  6  )  .  .  .  col  (  .r  —  /  )  dx. 

9.  Etant  donnée  dans  le  plan  xOy  une  courbe  fermée  C,  présentant  un 
nombre  quelconque  de  points  doubles,  et  décrite  dans  un  sens  convenu,  on 
affecte  chaque  région  du  plan  déterminée  par  cette  courbe  d'un  coefficient 
numérique  d'après  la  lègle  du  n"  97  (I).  Soient  R,  R'  deux  régions  limi- 
trophes, séparées  par  un  arc  ab  du  contour  parcouru  de  a  vers  b,  le  coef- 
ficient de  l'aire  à  gauche  est  supérieur  d'une  unité  au  coefficient  de  l'aire 
à  droite  et  la  région  extérieure  au  contour  G  a  le  coefficient  o. 

Soit  ^ci  un  point  pris  dans  l'une  de  ces  régions  et  >'  le  coefficient  corres- 
pondant. Démontrer  que  .>I\'-  représente  la  variation  de  l'argument 
de  .;  —  :„,  lorsque  le  point  ;  décrit  la  couibe  C  dans  le  sens  convenu. 

10.  En  étudiant  le  développement  de  Log  ( ^  |  sur  le  cercle  de  con- 
vergence, démontrer  que  la  somme  de  la  série 

sinO        siujO        sinâtj  sin  (  art -i- i  lO 


est  égale  à  ±  y,  suivant  qu'on  a  sinO.   o  {Cf.  I,  n°  204) 
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11.  Etudier  les  combes  décrites  par  le  point  Z  =  z-,  lorsque  le  point  z 
décrit  une  ligne  droite  ou  une  circonl'érence. 

li.  La  relation  2Z  =  -H permet  d'ell'ectuer  la  représentation  con- 
forme de  l'aire  comprise  entre  deux  ellipses  homofocales  sur  une  couronne 
circulaire  comprise  entre  deux  cercles  concentriques. 

[On  prendra  par  exemple  z  =  Z -h  y^i'' — c-  en  convenant  de  tracer, 
dans  le  plan  des  Z,  une  coupure  recliligne  ( —  c.  -î-  c)  et  de  choisir  poui'  le 
radical  une  valeur  positive  lorsque  Z  est  réel  et  plus  grand  que  c] 

13.    Toute   transformation   circulaire  z' =  -.peut  s'obtenir   par  la 

cz  -h  cl 
combinaison  d'un  nombre  pair  (l'inversions.  Réciproque. 

14  Toute    transformation   définie    iiar  la  rclaticm    c' = ;,  où    Zo 

.  .  ■  ....  cco-i-_« 

désigne  la  quantité  conjuguée  de  -.  résidte  d'un   nombre  impair  d'inver- 
sions. Réciproque. 

1.").  Transformations  fuchsieunes.  —  Toute  transformation  circu- 
laire z  =  -^ -,  où   a,  h,   c,  rf  sont  des  nombres  réels  satisfaisant  à  la 

relation    ad  —  bc  =  \,    fait   correspondre   à   tout   point    z    situé   au-dessus 
de  Ox  un  point  .:'  situé  du  même  côté. 
Les  deux  intégrales  définies 


r \/d.T-- -¥-  dy-  r  r  d.r  d 


sont  des  invariants,  relativement  à  toutes  ces  transformations. 

La   transformation   précédente   admet  deux  points  doubles  qui   corres- 
pondent aux  racines,  a,  [3,  de  l'équation  cz--{-  {d—  a)  z  —  6  =  o.  Si  a  et  [i 

.   ,  ...  ,     .       , , .  .  ,       a  z  -~  h  ,     . 

sont  réels  et  distincts,  on  peut  écrire  1  équation  z  =  ;  sous  la  forme 

cz  -]-  d 
équivalente 

.;' —  a  .;  —  a 

/i  étant  réel,  et  la  transformation   est  dite   liypcrbolique.  Si  x  et  jî  sont 
imaginaires  conjuguées,  on  peut  écrire  l'équation 

z' —  a  .:  —  a 

(o  étant  réel  (transformation  elliptique).  Si  [i  =  s,  on  peut  écrire 

z  —  X         z  —  a 
a  et  k  étant  réels.  La  transformation  est  a\)^t\ée  parabolique. 


EXEBCI  :ES.  05 

16.  Soit  z  ^fy  z  I  une  Iransfonnation  fucli'ienne.  l'osons 

l 'émonlier  que  tous  les  points  z,  Zx,  z,,  ....;„  sont  sur  une  circonférence, 
le  point  3„  lend-il  vers  une  position  limite  lorsque  n  augmente  iiulé- 
liniment? 

17.  Etant  donné  un  cercle  C  de  centre  O  et  de  ra\on  R,  deux  points  M. 
.M'  situés  sur  une  demi-droite  issue  du  centie  O  sont  dits  syniéliiqiu-s 
par  rapport  à  ce  cercle  si  l'on  a  OM  X  0M'=  R-. 

Cela  posé,  soient  C,  C  deux  ceicles  dans  un  même  plan  et  M  un  point 
quelconque  de  ce  plan.  On  prend  le  symétrique  Mi  de  M  par  rapport  à  C, 
puis  le  symétrique  M',  de  Mj  par  rapport  à  C,  puis  le  symétrique  M»  de  M', 
par  rapport  à  C,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Etudier  la  distribution  dans 
le  plan  des  points  ili,  M',,  M.,  Mi,  .... 

18.  Quelle  est  la  fonction  analytique  Z  =f(z')  permettanl  de  passer  de 
la  projection  de  Mercator  à  la  projection  stéréograpliique? 

19*.  Toutes  les  familles  isotliermes  composées  de  cercles  sont  formées 
de  cercles  passant  par  deux  points  fixes,  distincts  ou  confondus,  réels  ou 
maginaires. 

I  L'équation  il'une  famille  dd  cercles,  dépendant  dun  paramètre  va- 
riable ).,  peut  s'écrire,  en  posant  jz  =  a-  ^^  iy,  z^=  x  —  iy, 

zz  y-^  a  z  -^-  bz„'-  c  ■=  o, 

II,  b,  c  étant  des  fonctions  du   paramétre  À.  Pour  que  celte  famille   soit 
isotherme,  il  faudra  qu'on  ail  =  o.  En  faisant  le  calcul,  on  démontre 

le  tliéorc 


me 


énoncé. 


âO".  Si  !  '/  I  <  I,  on  a  lidenli 
(i-7Mi-y^)...(r-y"). 


(i  —  'jn  I  —  >]■').■  .1  [  —  </="-')• 


f  Eller.J 
[l'our  le  démonlrei-.  on  tr^uisfoiine  le  produit  infini  du  premier  membre 
en  un  produit  inlini  à  deux  imlicos.  en  niellant  sur  une  première  ligne  les 
facteurs  1  ^- y,  i -i- y-,  i-f-i^',  ....  t^f/-'.  ....  sur  une  seconde  ligne  les 
facteurs  i  -f-  </^,  i  -^  </'•.  ....  i  -H  (q^ )'" ,  ...,  et  l'on  applique  la  formule  fi 6) 
du  texte.] 

21.   Hévelopper,  «uivant  les  puissances  de  ;,  les  produits  infinis 

V{Z)  =  {l^XZ){l^X'-Z)...{l^X"z)..., 

'^(-,l  =  (l-T- J"3)(n-x'.3)...(H-J7-«+'-) 

G..  11.  3 


<i(i      CIIAPITHE  Xlll.   —  FOXCnONS    Él.li.MENTAinES    1)  l.NE    VARIABLE   COMPLENi;. 

[On  peut,  pai-  exemple,  se  servir  des  relations   F (.rz)  {i -^  jrz)  =  F(;), 

£2*.  Hn  supposant  |x|  <i,  dénioiUrer  la  formule  d'Kuier 
il-—  X)ll  —  x-}{l^  -c^).  .  .1 1  —  3-'  )  . . . 

[f'oir}.  BEiiTRVNn.  Calai/  différentiel ,  page  ^'S.] 

23*.  Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité,  on  fait  la  projection 
stéréographique  de  cette  sphère  sur  le  plan  de  l'équateur,  le  point  de  vue 
■étant  l'un  des  pôles.  A  un  point  M  de  la  sphère  on  fait  correspondre  le 
nombre  complexe  ^  =  ar  +  iy,  x  e.l  y  étant  les  coordonnées  rectangulaires 
<le  la  perspective  m  de  M  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  du  plan 
■<le  l'équateur,  l'origine  étant  le  centre  de  la  sphère.  A  deux  points  dianié- 
tialement    opposes    de     la     sphère    correspondent    deux    nombres    com- 

jilcxes  s. )  où  s„  est  l'imaginaire  conjuguée  de  s.  Toute  Iransformalion 

linéaire  de  la  forme 

■où  ^30-1-1=0,  définit  une  rotation  de  la  sphère  aulour  d'un  diamèlro. 
Aux  groupes  de  rotations,  qui  font  revenir  sur  lui-même  un  polyèdre  ré^u- 
3ier,  correspondent  les  groupes  d'ordre  fini  de  substitutions  linéaires  dt  lu 
l'orme  (A).  (  Voir  Klein".  Das  Ikosaeder.  p.  3i.) 


24.   La  tran^formatinM 


•-'(^/ 


<jù    l  est   un   nombre   positif,  fait   coriespomlre  au   cercle  C  de  ra\on   un 
■du  plan  des  z,  ayant   l'origine   pour   centre,    le    plan   des    ii    tout   entier 

avec  une  coupure  suivant  la  droite  o oo .   l-;tu<ii('r  les  courbes  du 

j)lan  des  u  qui  corresponilent  aux  cercles  concentriques  à  C  et  aux  ravous. 


CHAPITRE  XIV. 

Tlil'OlîII-:  GKNKKALE  Dl-S  FONCTIONS  ANALYTIOIES.  D'APRÈS  ilAUCllV. 


I    —  INTICGRM.IÎS   DEriMES  PRISES  ENTRE  DES  LIMITES  IMAGINAIRES. 

2iS!i.  Définitions  et  généralités.  —  Les  résiliais  exposés  dans  le 
(lliapiire  précédent  sont  indépendants  des  travaux  de  Caiicliy  et, 
pour  la  plupart,  antérieurs  à  ces  travaux.  Nous  allons  maintenant 
reprendre  l'étude  des  fonctions  analytiques  à  un  point  de  vue  sys- 
tématique, et  poursuivre  les  conséquences  logiques  de  la  définition 
même  de  ces  fonctions.  Nous  rappellerons  qu'une  fbncliiuiyt  ;) 
est  liolomorplie  dans  un  domaine  D  :  i"  si  à  tout  point  pris  dans 
ce  domaine  coirespond  une  valeur  déterminée  de  /{:)'■  'J-"  si  celle 
vaieui-  \arie  d'une  manière  continue  avec  z;  .3°  si,  pour  tout  point  ; 
pris  dans  D,  le  rapport 


tend  vers  une  limite  /"(::)  lorsque  le  module  de  h  tend  vers  zéro. 

[.a  considération  des  intégrales  définies,  quand  la  variable  passe 
par  une  suite  de  valeurs  imaginaires,  est  due  à  Caucliy  ['):  c'est 
lorigine  de  méthodes  nouvelles  et  fécondes. 

Soity*!  :■)  une  ronctioii  continue  de  ;;  le  long  d'nn  arc  de  courlie 
V.MB  (  /?,i''.  à<))  ;  maripions  sur  celarc  de  courbe  un  certain  nombre 
de  points  de  di\  Ision  loi  ^1;  ^^5  ■••5  ^«-ii  :■' ■:  se  succédant  dans 
1  oidre  des  indices  croissants  quand  on  jjarcourt  l'arc  de  A  vers  13, 
les  points  Zq  et  ;'  coïncidant  avec  les  extrémités  A  et  B. 

l'renoDS  ensuite  une  seconde  série  de  points  Z,,   îT; '!„  sur 


(  ')  Mémoire  sur  /<?,«  intégrales  déjînies,  prises  entre  des  limites  imaginaires. 
t^f-'y.  On  trouvera  une  reproJucUon  de  ce  Mémoire  dans  les  Tomes  VII  et  VIll  dti 
lUilIctiii  (/es  Sciences  mat/iématigues  (1"  série). 


fis        ClIAPlTnK    XIV.    —    TIIKORIE   CKNKBAI.K    DES    FONCTIONS    ANALYTIQIES. 

l'arc  \\i.  le  [)oint  Z/,  élanl  situé  sur  l'arc  :■/,__,  ;a,  et  considérons  l.i 
somme 

S=/(^i)(:i— -o(+ /( '2)  (;2  —  -i)^... -+-/(:/.)  i-v-i/,-i  )+... 

lorsque  le  nombre  des  points  de  division  ;,,  ...,  ;„_i  auj;mcnte 
indéfiniment  de  façon  que  les  modales  de  toutes  les  difrérenccs 
;, —  ;„.    rj — ;,.    ...,    deviennent    plus   petits   que  tout   nombre 


positif  clioisi  arbitrairement,  la  somme  S  tend  \ers  une  limito, 
qu'on  appelle  V intégrale  définie  àe  f[z)  le  long  de  AMB,  et  qu'on 
représente  par  le  svmbole 


/.. 


n^)dz. 


Séparons  en  effet  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  dans  S; 
soient 

/i  r  ;  =  \  -f-  V  j,         ;/,  =  xic  +  yi,  i,  1/,  =  ;/,  +  r, /,  i, 

X  et  \  étant  des  fonctions  continues  le  long  de  AMB.  Nous  pou- 
vons écrire  la  somme  S,  en  réunissant  les  termes  analogues. 

S  =  X(;,.-o,)(^i-^„)-H...-+-Xrï/^,  r,/,.)(.r,-.r,,-t)-... 
-HX(f„,/;„)(,r-.r„_,) 
—     [V(;i,  Tj,)(  V,— _Xo> -+----  +  '^'(^.-,  ■';/.)<:>'/.■  — 7/.-1) -H...  ] 
- '[Xf?,,  r,0(.)-,-r/) --...] -H  (-[YC^.  •f„K.r,-.r„) +..  .1. 

l^orsque  le  nombre  des  divisions  augmente  indéfinimciit,  la 
somme  des  termes  d'une  même  ligne  a  pour  limite  une  intégrale 
curviligne  prise  le  long  de  AiMB,  et  la  limite  de  S  est  égale  à  lu 
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somme  de  quali-e  liiléyinl"  curvilignes  ('"i. 

f     /(z,  dz=  I        i  X  d.r  —  V  dr  i  ^  (  /        I  \  dx  ^  X  dy). 

•    lA.MIll  •    'AMP..  •    .  AMll 

Il  rt'siillc  immédialemenl  de  la  détlnilion  qu'on  a 

#  #    f   /'  -  >  ^^^^^mj\  '  )  dz  = 

On  a  souvent  ijcsoin  de  connailie  une  limite  supérieure  du  mo- 
•  iule  d'une  intégrale.  Soient  s  la  longueur  de  Tare  AM,  L  la  lon- 
gueur de  l'arc  AB,  Sk\^  s/,,  t^.  les  longueurs  des  arcs  A;a_i,  \zi,, 
AZk  du  chemin  d'intégration.  On  a,  en  posant  F(.sj  :=  ]/{-■)  h 

I  f(U)  (  -/.  -  -/.-i  )  I  =  V(v.>  I  5/,-  -A-,  1  ;;  F(7/,-)(s,,-  .ç/,_,), 

car  I  ;a — :/.-i\  représente  la  longueur  de  la  corde  el  s/,  —  s/,_,  la 
longueur  de  l'arc.  Le  module  de  S  est  donc  inférieur  ou  au  plus 
égal  à  la  somme  ï I" (  t/;  ) ('5^  —  S/,_,),  et,  en  passant  à  la  limite,  il 
vient 


f     fyz)dzUf    F, 


)ds. 


Soit  M  une  limite  supérieure  du  module  Acfi^z)  le  long  de  AB. 
Il  est  clali-  que  le  module  de  la  seconde  intégrale  est  inférieur 
à  ML,  et  l'on  a,  a  for  lion', 

I    /'     fz)dz\<ML. 

l-^IAMBl  I 

284.    Ctangements    de   variable.    —   (".on>idérons    le   cas,   très 


(')  Four  éviter  des  roniplicalions  inutiles  dans  les  dcnionsLralions,  nous  sup- 
posons que  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  de  l'arc  AMb  sunl  des  fonctions 
continues  x^  œ(<),j>' =  4'' ')  d'un  paramètre  /.qui  ne  présentent  qu'un  nombre 
fini  de  maxima  et  de  niinima  entre  A  et  B,  On  peut  alors  décomposer  le 
chemin  d'intégration  en  un  nombre  fini  d'arcs,  dont  chacun  est  représenté  par 
une  équation  telle  que  y  =  V(x\  la  fonction  F  étant  continue  entre  les  limites 
correspondantes,  ou  encore  en  un  nombre  fini  d'arcs  dont  chacun  est  représenté 
par  une  équation  telle  que  x=  G(_)).  Il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  faire  cette 
hypothèse,  car,  dans  toutes  les  applications,  le  choi'x  du  chemin  d'intégration 
présente  toujours  un  certain  degré  d'arbitraire.  Il  suffirait  d'ailleurs  de  supposer 
que  ■?(<)  et  '{/(O  sont  des  fonctions  à  variation  bornée.  Nous  avons  vu  que  l'arc 
de  courbe  AMB  est  alors  rectifiable  (t.  I;  notes  des  pages  175,  198,  227). 


70  nupnm:  \i\ .  —  Tiiionnii:  cicNiiRAi.i;  des  fonctions  anai.vtiqi  i:s. 
fri'iiiieiit  (l;ins  1rs  ii|)|)li(:\li<>ii,s,  où  les  coordomiées  x,  )' d  un  poiiU 
(le  l'arc  ALî  soni  des  l'oncllon-;  routimies  d'un  paramèlre  variable  /, 
.r  z= -^(l),  y  =z '1(1  ).  adniellaiit  des  dérivées  elles-mêmes  conti- 
nues '-3'(<),  'Y  {/)■  de  telle  façgn  que,  /  variant  de  a  à  p,  le  point  (x,_t) 
décrive  le  chemin  d'iiilégration  de  A  vers  B.  Soient  P{l)  el  (j(t)les 
fonctions  de  /  obtenues  en  remplaçant  dans  \  et  \  les  variables  x 
et  y  par  'j(/)  cl  •!/(/)  respectivement.  D'après  la  formule  élablie 
pour  les  inli'gralcs  cui-vilignes  (I,  n"  93),  nous  avons 

/     \i/.r  —  \dr=  f  [P{f)o'(t)  —  q(n'Yij)]d/. 

'    i  Ul  "    X 

f  \  (tj- ^  \  dr  =  f   [P(0'y(0-+-Q(')?ï'il</r 


Ajoutons    ces   deu\    relations,    après    avoir    mullipbé   les  deux 
membres  de  la  seconde  par  /:  il  \ienl 


(>) 


f   /i:idz=  f"  [P(l)  +  iq(/\][-Y(t)-^ii>'(/)]d/. 


C'est  précisément  le  rt'sullat  qu'on  obtient  en  appliquant  à  1  in- 
tégrale I  /'(:■)  d:  la  formule    établie   pour    les  intégrales  définies 

dans  le  cas  de  fonctions  cl  de  variables  réelles;  pour  avoir  la  nou- 
velle intégrale,  il  suffit  de  remplacer,  fianij\z)rlz,  :■  par  3(/)-|-ri(<), 

el  dz   par   [■j,'{/)  +  rl'{t)]dt.   Le  calcul  de    j  f(z)dz   se   trouve 

ainsi  ramené  au  calcul  de  deux  intégrales  définies  ordinaires.  Si  le 
chemin  AMB  se  compose  de  plusieurs  segiuenls  de  courbes  dis- 
linctes.  on  appliquera  la  formule  à  chacun  de  ses  segmcnis  sépa- 
rément. 

Considérons  par  CNcmple  riiilégralc  di'finie    j       ^-  (_)n  ne  peut 

■   —  1 
intégrer  le  long  de  l'axe  réel,  puisque  la  fonclion  à  intégrer  de\ienl 

infinie  pour  ;  =  o,  mais  on  peut  suivre  un  chemin  quelconque  ne 
passant  pas  par  l'origine.  Faisons  décrire  à  ;  une  demi-circonfé- 
rence de  ravon  un  décrite  de  l'origine  pour  centre;  il  suffit  pour 
cela  de  poser  ;;  =  c''  et  de  faire  varier  t  ùc  t.  à  cl  11  \  ient 


/        ~  =   f      i  c    "  dt  =  i   I     cù-ildl-^   j     siîi 


l  dt  =—  ï: 


I-    —    INTKGRALtS    DEFINIES    PRISES    ENTRE    DES    LIMITES    IMAGINAIRES.        "J 

l'est  précisément  le  résultat  qu'on    obllendiait  en  appliquant    ht 

loiimilc    fonJanientaie    du    calcul     lnléi;ral    à    la    fonction    priuii- 

I       I  -11- 

ti\e  —  _■  (  I.  n"  if>.  ) 

Plus  géiiL-raleiiieiit,  soit  ;  =  ç(  ii  )  une  fonction  continue  d'une  nouvelle? 
vaiiable  coniplexo  ii  =  ;  —  t,  «  telle  que,  lor^nue  ti  ilécrit  dans  son  plan  un 
cliemin  CND,  la  variable  ;;  décrive  l'arc  A.MIi.  Aux  points  de  division  de 
l'arc  AMIJ  correspondent  sur  l'arc  CND  des  points  de  division  Uo,  Hi~ 
"»■  •-.,  «/.-i,  "/,.  .  .,  II'.  Si  la  fonction  ^(ii)  admet  une  dérivée  o'(u)  le- 
long  de  l'arc  (jM).  nous  pouvons  écrire 

-^-: =^^^  =  cp'i  «/,-,  )  -h  £/,, 


S/.-  tendant  sers  zéro  lorsque  «/.  se  lapproclie  de  (//.  i  en  restant  sur-  1;» 
courbe  CND.  La  somme  S  considérée  plus  haut  devient,  en  prenant 
^/._i  = -/._,  et  en  remplaçant  S/,  —  ;/._i  par  l'expression  tirée  de  l'égalilé- 
précédente, 

A  =  1  A  =  1 

l.a  première  partie  du  second  membre  a  pour  limite  l'intéiîrale  définie 

*     CMi 

Huant  au  terme  coniplémentaire,  son  module  est  plus  petit  que  r,  IMI,', 
r,  étant  un  nombre  positif  supérieur  à  tous  les  modules  |  e/,  |  et  L'  étant  1» 
longueur  de  l'arc  CND.  Si  l'on  peut  prendre  les  points  de  division  assez, 
rapprochés  pour  que  tous  les  modules  \ti.\  soient  inférieurs  à  un  nombre 
positif  arbitraire,  ce  terme  complémentaire  tend  vers  zéro  et  l'on  a  la  for- 
mule générale  du  changement  de  variable 

{■>.)  f      f{z)dz=  f     f[^{u)\oUu)du. 

'     AMIt  «   (CMI 

Cette  formule  est  applicable  toutes  les  fois  que  9(«)  est  une  fonctiote 
holomorphe;  on  démontrera  en  elVet  un  peu  plus  loin  que  la  dérivée  d'une- 
fonction  holomojphe  est  aussi  une  fonction  holomorphe  (')  {voir  n°  232). 

(  '  )  Celte  propriéLé  étant  ailniisc,  on  démontre  sans  peine  la  propoillion  suivante  ~ 

Soit  J(z)   une  fonction  holomorphe  dans  une  région  finie  K  du  plan,   .t 
tout  nombre  positif  e  on  peut  faire  correspondre  un  autre  nombre  positif  r.. 


72        CHAPITRE    XIV.    —    TIlÉOnin    GKNÉnALE    DES    FONCTIONS    ANALYTIQIES. 

28o.  Formules  de 'Weierstrass  et  de  M.  Darboux.  —  I.a  démon- 
slration  de  la  formule  de  la  moyenne  (I,  n"  76)  repose  sur  des  iné- 
f;alités,  qui  n'ont  plus  de  sens  précis  quand  il  s'agit  de  quantités 
complexes.  Cependant  Weierstrass  et  M.  Darboux  ont  obtenu 
dans  celte  voie  des  résultats  intéressants,  en  considérant  des  inté- 
grales prises  le  long  d'un  segment  de  Taxe  réel.  Nous  avons  vu 
plus  haut  cju'on  pouvait  ramener  le  cas  d'un  cliemin  quelconque 
à  ce  cas  particulier,  moyennant  certaines  liypollicses  d'un  carac- 
tère très  général  sur  le  cliemin  d'intégration. 

Soit  I  une  intégrale  définie  de  la  forme  suivante  : 

fit),  o(<),  '\{l)  étant  trois  fonctions  réelles  de  la  variable  réelle  /, 
eonlinues  dans  l'intervalle  (a,  [i  )  ;  d'après  la  définition  même  de 
l'intégrale,  on  a  évidemment 

1=/     fil)-^(l)dl  +  ij     fit]'l(i}(!l. 


tel  qu'on  ait 


lorsque  z  el  z  -r~  It  sont  deux  points  de  A  dont  la  distance  h  est  inférieure  à  t,. 

Soil  en  effet  /(:)  =  P  (.r,  y)  -^  iQix.  y\.  ti  =  ix  +  /A.r.  D'à  pics  le  calcul 
f.iit  plus  liaut  pour  trouver  les  condilioiis  d'cxislencc  d'une  déiivce  unii|ue  (i\°  '2G1  ) 
lui  peul  écrire 

f(z  +  h)-f(z)  ^  _  [l",.(.r  +  eAj..r)-P^  (.r..v)]A.g 

/'  -^  A.r    -(A.K 

[P;.(j--l-Aar,_>-  +  fJA.r)  —  P;.(.f.  r)]  ly. 


Les  dérivées  P.j,  P',,  Q'j..  Q'^élanl  continues  dans  la  région  A, on  peul  trouver  un 
nombre  t,  tel  que   les  modules  des  cocflicients  de  A.r  et  de  \y  soient  inférieurs 


à  j:  lorsque  \fAx--h  \  ]■  est  <  r,.  L'inégalité  écrite  plus  haut  sera  donc  assurée 

si  l'on  a  I  A  I  <  r,.  Cela  étant,  si  la  fonction  »(«)  est  holomorphe,  tous  les  mo- 
dules I  EjI  seront  plus  petits  qu'un  nombre  positif  donné  s,  pourvu  que  la  distance 
de  deux  points  de  division  consécutifs  de  lare  CND  soit  inférieure  au  nombre 
correspondant  t,,  et  la  formule  (3)  sera  établie. 


1.    —    INTÉGRALES    DEFIMES    PRISES    ENTRE    DES    LIMITES    IIIAGI.N.MIIES.        "i 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a  <  ^'i  ;  t — x  représenle  ;iIois 
Va  lonojueur  du  clieinin  d'intcyralion  comptée  à  partir  de  l'origine, 
el  la  formule  générale  qui  donne  une  limite  siipc'rieure  du  module 
d'une  intégrale  définie  devient  ici 

|l|=y  l/(0['f|•0  +  ^HO]lrf^ 
ou.  en  .supposant  que/(/)  e>l  />nsif if  cnlvi-  a  et  3, 

*  a 

En  ap[)liquant  la  formule  de  la  moyenne  à  celle  nouvelle  inté- 
grale, et  désignant  par;  une  \alear  de  /  comprise  cnlic  a  et  3,  on 
a  aussi 

|llâ|?(;)-i-i'i(«)|  r'/")"''- 
Ce  résultat  peut  encore  s'écrire,  en  pusant  Ft /)  ==  3('/') -f- /•!,(/), 

/.S 


À  étant  un  nombre  complexe  de  module  inférieur  ou  c^nl  à  un  : 
c'est  la  formule  de  M.  Darboux. 

On  doit  à  W  eierslrass  une  expression  plus  |)récise,  qiTon 
peut  ratlaclier  à  des  considérations  élémentaires  de  statique. 
Lorsque  t  varie  de  a  à  ^3,  le  point  de  coordonnées  a- =  =(<), 
j  =  'i(/)  décrit  un  certain  arc  de  courbe  L.  Soient  (x„,  j)',,), 
(•^lO't)'  •■•»  i^k-i'  Vk-i),  ...  les  points  de  L  qui  correspondent 
aux  valeurs  a.  /,,...,/;(,...  de  /.  Posons 

;;i^  ^    "?(</.-i;.A</.-U'</.—  </.-!  I 

^/{tk-i){t/.-ti-t) 

d'après  un  théorème  connu,  X  et  Y  sont  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  d'un  système  de  masses  placées  aux  points 
(•^0,  ,yo))  (^i,y<),  •■•,  (ar*..,,  jx-i),  ...  de  la  ligne  L,  la  niass'.; 
placée  au  point  (xt_,,  y^_,  )  étant  égale  ;•/(/*_,)  {t^—  //,_ ,  ).  Il  est 
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clair  que  ce  cenlre  de  gravité  est  ù  rinlérieur  de  Lotit  contour 
fermé  convexe  C,  enveloppant  la  ligne  L.  Lorsque  le  nombre  des 
interviiUes  augmente  indéfiniment,  le  point  (X,  ^)  a  pour  limite 
un  point  (a,  i')  de  coordonnées 


i  I  1  cil 


I  f(t)dt  j  f( 


I  )  dt 


(pli  est  lui-même  à  l'intérieur  de  C.  On  peut  n'unir  ces  deux  for- 
mules en  une  seule,  en  écrivant 


i!\)  I  =  (»  +  n-) 


Z  étant  l'aflixc  d'un    point  situé   à   l'intérieur  de  tout  contour 
fermé  com'ea-e  enveloppant  la  ligne  L. 

11  est  clair  que,  dans  le  cas  général,  le  facteur  Z  de  ^^  eierstrass 
peut  varier  dans  un  domaine  beaucoup  plus  restreint  que  le  fac- 
teur ÀF(;')  de  M.  Darboux. 

286.  Intégrales  le  long  d'un  contour  fermé.  —  Dans  les  parn- 
graplies  précédents,  il  suffit  de  supposer  que/(_;)  est  une  fond  ion 
continue  de  la  variable  complexes  le  long  du  chemin  d'intégration. 
?^oHs  allons  maintenant  supposer  de  plus  que /(s)  est  une  fonc- 
tion analjtiipie,  et  nous  avons  d'abord  à  étudier  l'influence  du 
chemin  suivi  parla  variable,  pouraller  de  A  en  B,  sur  la  valeur  de 
l'intégrale  définie. 

Si  une  fonction  f{z.)  est  holo/norp/ic  à  l'intérieur  d'une 
cniirbe  fermée. et  sur  lacourbc  rlle-inénic, l'intégrale  j  f(z)d:. 
prise  le  long  de  cette  courbe,  est  égale  à  zéro. 

l'cuir  démontrer  ce  théorème  fondamental,  dû  à  Caucliy,  nous 
élajjlirons  d'abord  quelques  lemmes  : 

1"  Les  intégrales  Ç dz.  fzdz,  prises  le  long  d'une  courbe 
fcrnK'e  quelconque,  sont  nulles.  En  effet,  d'après  la  définition 
même,  l'intégrale   fdz,  prise  suivant  un  clnmin  quelconque  entre 


r.  -  INTKCUU..CS  DiiriMi^  PRISES  ENrni;  mes  i.ni.riis  imvginaii.ks.  7^ 
'leux  points  a,  b.  est  .'gale  kb-a,  el  cette  intégrale  est  null.^ 
s.  le  ci.enun  est  feniu',  pi.is.inon  a  alors  b^a.  Quant  à  l'int,-- 
grale  /  ;  ,/;,  prise  le  long  (l'une  rourlie  queicnnipie  joignant  deux 
points  (7.  b.  en  |>icnant  successivement  r;.r=c.^_,,  puis  "-.,,=  z,, 
m"  28;^  K  ou  volt  .p,e  celte  intégrale  est  aussi  lu  limite  "de  la 
somme 


file  est  donc  nulle  si  la  courl.e  est  fermée. 

2"  Si  Ton  décompose  Taire  limitée  par  un  contour  quelconque  ( ' 
'-n  parties  plus  petites  par  des  courhes  transversales  menées  d'une 
façon  arlntraiie,  la  somme  des  Intégrales  ffiz)dz  prises  dans  le 
même  sens  le  long  du  conlourde  chacune  de  ces  parties  est  égale 
^•i  l'intégrale  //(3)r/-prise  le  long  du  contour  tolal  C.  Il  est  clair 
en  edet  que  cliaque  portion  ,les  courl.es  auxiliaires  tracées  sépare 
deux  régions  conliguës  et  doit  élre  parcourue  deux  fois  dans  des 
sens  opposés.En  ajoutant  toutes  les  intégrales,  il  restera  donc 
senlement  les  intégrales  prises  le  long  des  arcs  du  contour,  dont  la 
somme  est  Tintégrale  ff{z)d:. 

^  c 
Cela  posé,  imaginons  qu'on  décompose  le  domaine  A  :  d'une 
l-art.  en  parlies  régulières  qui  seront  des  carrés  a^anl  leurs  côtés 
parallèles  aux  axes  Or,  Oy;  d'autre  part,  en  pa>-lies  irréguliéres 
q-'i  seront  des  portions  de  carrés  dont  une  partie  serait  en  dehor. 
du  contour  C.  Ces  carrés  n'ont  d'ailleurs  pas  nécessairement  le 
même  côté.  Par  exemple,  on  peut  imaginer  qu'on  ait  d'abord  tracé 
.Icux  reseaux  de  parallèles  à  <Jx  et  à  Oj-,  la  distance  de  deux 
parallèles  voisines  étant  constante  et  égale  à  /,  puis  qu'on  décom- 
pose quelques-uns  des  carrés  ainsi  ohlenus  en  carrés  plus  petits 
.par  de  nouvelles  parallèles  aux  axes.  Quel  que  soil  le  n>ode  de 
subdivision  adopté,  supposons  qu'il  v  ait  i\  parties  régulières  et  N' 
parties  irrégulières;  numérotons  les  parlies  régulières  dans  un 
ordre  quelconque  de  i  à  N,  et  les  parties  irrégulières  de  i  à  N'. 
Soient  /,  le  côté  du  *•••"-  carré  et  /;;,  le  côté  du  carré  auquel  appar- 
tient la  A'  ■-  partie  irrégulière,  L  la  longueur  du  contour  C  et  =1. 
I  a^re  d'un  polygone  qui  renferme  la  courl.e  C  ù  l'intérieur. 
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Soh  ahcd  \e  «''""■  carre  [JÎl;.  '->');  ;<  l'ianl  un  |ioinl  juls  à  l'iii- 


ti-rieur  ou  sur  luii  des  côtés  de  ce  carr<'',  el  ;  nn  point,  quelconque 
sur  le  contour,  ou  a 


(5) 


=  /'(c,,  +  s,, 


I  E,  I  étant  très  petit,  pourvu  que  le  cùlé  du  carré  soit  lui-même  très 
petit.  On  en  déduit 

f(z)  =  zf'(Zi)+J\Zf)  -  Zif(zf)  +  -iiz-  Zi), 

f  f{z)dz=f\z,)  f  zdz+[f(Zi)~Zif{zn]  f  c/z+  f  B^(z-znclz. 

les  intégrales  étant  prises  le  lonj;  du  contour  c,  du  carré;  d'après  le 
premier  lemme  l'noncé  plus  haut,  il  reste 


('■') 


f  f(Z)c/z=    f    E,- 


(z-zndz. 


Soit  de  même  pqrst  la  A""'"'  partie  irréuulière  ;  z-\.  étant  un  point 
pris  à  l'intérieur  on  sur  le  contour  de  celte  région,  et  s  un  point 
quelconipie  du  contour,  on  peut  encore  poser 


'7) 


f(z)-f(z',) 


=/'(^;.)- 


t[  étant  infiniment  petit  en  même  temps  (jne  l],  et  l'on  en  déduit 
(8)  f  f,z>dz=  f   e',{z-z^jdz. 


I.   —    IXfKGRALKS    DKIIMES    PRISES    ENTRE    DKS    LIMITES    ISlAd.NAIRES.        7; 

(^.ela  po>i-,  soil  r;  un  nombre  positif  supérieur  aux  modules  (!< 
Ions  les  farteiirs  £,•  cl  î[.  Lemotliile  de  z  — ;,  est  inférieur  à  l,\'j.. 
et  de  la  formule  (6)  ou  déduit  qu'on  a 


f  /(=)dz\<illr,^.G  = 


w,  désignant  Taire  de  la  /"""'  partie  réynliérc.  De  la  relation  (8)  on 
tire  de  niéinc 


\J. 


/<  -)  (1=:     <  T,  l'i  v/'2(  i  /;,  -H  arcr »■  i  =  \  r,  y/î <0/.  -^  t,  l',_  y/'î  arc  /-s, 


w).  étant  l'aire  du  carré  qui   renferme   la  A"'""   partie  irrégulière 
En  ajoutant  toutes  ces  inégalités,  on  voit  qu'on  aura  a  fortiori, 


j    ^/(Girt';j<r,[a/ï(Sw,+  i:w',J 


+  /,vM.J 


/.  étant  une  limite  su|)érieure  des  côtés  /;..  Lorsque  le  nombre  des 
carrés  augmente  indéfiniment,  de  façon  que  tous  les  côtés  //  et  l,. 
tendent  vers  zéro,  la  somme  Sco,-|- Sw^.  finit  par  être  inférieure  à -l. 
Dans  le  second  membre  de  l'inégalité  [  (^)  nous  avons  donc  le  pro- 
duit d'un  facteur  qui  reste  fini  par  le  facteur  r,  qui  peut  être  sup- 
posé plus  petit  que  tout  nombre  positif  donné.  Ceci  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  le  premier  membre  est  nul  ;  on  a  donc 

ff{z)d.  =  o. 

»^iCI 

2S7.  l'our  que  la  conclusion  piccéilente  soit  légitime,  il  faut  être  assuré 
qu'on  peut  prenilie  les  ilinieiisions  des  carrés  assez  petites  pour  qu'en  choi- 
sissant convenablement  les  points  ;,-  et  :'/.,  les  modules  de  toutes  les  quan- 
tités £,-,  £4  soient  moindres  qu'un  nombre  positif  donné  à  l'avance  r,  ('). 
Nous  dirons  pour  abréger  qu'une  région  limitée  par  une  courbe  fermée  y, 
située  dans  la  région  du  plan  limitée  par  le  contour  C,  satisfait  à  la  con- 
dition (a)  relativement  au  nombre  r,  s'il  est  possible  de  trouver  à  l'inté- 
rieur de  la  courbe  ■;  ou  sur  cette  courbe  elle-même  un  point  z'  tel  qu'on 
ait  constamment 

(')  Transactions  0/  tlie  American  matliematical  Society.  Vol.  I.  19'"),  p.  14. 
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loisque  z  décril  la  courbe  7.  Toiu  levicut  à  iléiiiontiei'  qu'on  peut  choisir 
tes  dimensions  des  carrés  assez  petilcs  pour  que  toutes  les  parties  con- 
sidérées, régulières  et  irré^ulicres,  satisfassent  à  la  condition  (ai 
relativement  au  nombre  r. 

Nous  établirons  ce  nouveau  leniuic  pur  le  pioctclé  bien  connu  des  subdi- 
visions successives.  Imaginons  d'abord  qu'on  ait  mené  deux  réseaux  de 
parallèles  aux  axes  O.r,  <  Ij',  la  distance  de  deux  parallèles  voisines  étant 
constante  et  égale  à  /.  l'armi  les  parties  obtenues,  les  unes  peuvent  satis- 
faire à  la  condition  (a),  tandis  que  les  autres  n'y  satisfont  pas.  Sans  rien 
changer  aux  parties  qui  satisfont  à  la  condiiion  1  ■/ ).  nous  partagerons  les 
autres  en  parties  plus  petites  en  joignant  les  milieux  des  côtés  opposés 
dans  les  caircs  qui  forment  ces  parties  ou  qui  les  renferment.  Si,  après 
cette  nouvelle  opération,  il  reste  des  parties  ne  satisfaisant  pas  à  la  condi- 
tion (a),  nous  recommeucerons  la  même  opération  sur  ces  parties,  et  ainsi 
de  suite.  En  continuant  de  la  sorte,  il  ne  peut  se  présenter  que  deux  cas  : 
ou  bien  on  arrivera  à  n'avoir  (jue  des  régions  qui  satisfont  ù  la  condi- 
tion (a),  et  alors  le  lemine  sera  démontré;  ou  bien,  aussi  loin  qu'on  aille 
clans  la  suite  des  opérations,  on  trouvera  toujours  des  parties  qui  ne  satis- 
font pas  à  cette  condition. 

S'il  en  est  ainsi,  il  faudra  qu'en  subdivisant  indtliuiment  par  le  |)rocédé 
indiqué  l'une  des  parties  régulières  ou  irrégulières  obtenues  apiès  la  pre- 
mière division,  on  n'arrive  jamais  à  des  régions  satisfaisant  toutes  à  la  con- 
dition (a);  soit  Aj  cette  pariie.  Après  la  seconde  subdivision,  cette  partie  \i 
en  renferme  une  autre  A2.  qui  ne  peut  pas  non  plus  être  subdivisée  en 
régions  satisfaisant  toutes  à  la  condition  (a).  Le  raisonnement  pouvant  se 
continuer  indéfiniment,  nous  aurions  une  suite  de  régions 

A,,     A,,     A;,     ....     A,„     ..., 

qui  sont  des  carrés  ou  <les  portions  de  carrés,  dont  chacune  est  comprise 
dans  la  précédente  et  dont  les  dimensions  tendent  vers  zéro,  lorsque  n 
augmente  indéfiniment.  Il  y  a  donc  un  point  limite  Za  situé  à  l'intérieui' 
du  contour  C  ou  sur  ce  contour  lui-même.  Puisque,  par  bvpolhèse,  la  fonc- 
tion f{z)  admet  une  dérivée  f'(z„)  pour  .0  =  ;,,,  ou  peut  lionver  un 
nombie  p  tel  qu'on  ait 

I /(-)-/( -oi-(--^o)./"i;o;l=;-^l^---»| 

pourvu  que  |  ;  —  ;„  |  soit  <  p.  Soit  c  le  cercle  de  rayon  p  décrit  du  point  ;„ 
comme  centre.  A  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande,  l'aire  A„  sera  inté- 
rieure an  cercle  c  et  l'on  aura  pour  tous  les  points  du  contour  de  l'aire  .\„ 

\/iz)~f(z,<-iz-  Zo>f(z,,  \^\z~  z.„  \r,. 

l>'ailleurs  il  est  clair  que  le  point  .:o  est  à  l'intérieur  de  A„  ou  sur  le  cou- 
tour  ;  cette  région  devrait  donc  satisfaire  à  la  cmidition  (  a  j  relativement  à  f,. 
iVous  sommes  par  conséquent  conduits  à  une  contradiction  en  admettant 
que  le  lemnie  n'est  pas  exact. 
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-28H.  Le  lliéorènie  sï-lend  aussi  aux  conlours  formés  de  pliisiei.i  s 
roiiibes  fermées  dislincLes,  moyennant  une  convenlion  <  onveiiahl.' 
sur  le  sens  ile  parcours.  Considérons,  par  exemple,  une  fonc- 
liony\  =  ;  iiolomorplie  à  l'intérieur  de  la  réyioii  A  limitée  par  la 
courbe  fermée  C  et  les  deux  courbes  Inlérieurcs  C,  C".  et  sur  ces 
courbes  elles-mêmes  (/Ig.  58  ).  Le  conlour  lolal  V  de  A  est  fornu- 


de  ces  trois  courbes  distinctes,  et  nous  dirons  (pic  ce  contour  est 
décrit  dans  le  sens  direct  cpiand  on  laisse  à  gauclie  la  région  A;  les 
flèches  indiquent  sur  la  figure  le  sens  du  parcours  direct  pour  cha- 
cune des  courbes.  Aloyennanl  celte  convenlion,  on  a  loiijours 

f  /(z)dz  =  o, 
J{V) 

I  intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  total  dans  le  sens  direcl. 
La  démonstration  donnée  pour  un  domaine  à  un  seul  contour  s'ap- 
plique encore  ici;  on  peut  aussi  ramener  ce  cas  au  précédent,  en 
menant  les  transversales  rtô,  cf/ et  en  ap|)liquani  le  llii'orémc  à  l;i 
comhe  (eiinée  ab/nba/Hfcpccii/a{\,  n"  Lo3). 

Il  est  quelquefois  commode  dans  les  ap|)licotions  d'écrire  la  for^ 
mule  précédenle 

I  fiz,dz=  f  f(z)dz+ r. /■(.-)</;, 

les  trois  intégrales  étant  prises  alors  dans  le  même  sens,  c'esl- 
à-dire  que  les  deux  dernières  doivent  être  prises  en  sens  inverse 
de  celui  indiqué  par  les  flèches. 

Revenons  à  la  question  proposée  au  début  du  paragraphe  ^8(i  : 
la  réponse  est  maintenant  hien  facile.  Soll/(;)  une  fonction  holo- 
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inori-lic    dans    uno   région    D   du    plan;    étant  donnés  deux  cl.c- 
inins  AMB,  ANB,  ayant  mêmes  extrémités,  et  situés  tout  entiers 
dans    cette    région,  "  ils  donneront   la    même    valeur    pour   l'inté- 
grale  ffiz)dz;   pourvu   que  la  fonction  /(  =)    soit    holomorphe 
à  riniVricur  de  la  courbe  fermée  formée  par  le  cl.emin  AMB,  suivi 
du  chemin  BNA.  (  Nous  supposerons,  pour  fixerles  idées,  que  cette 
courbe  fermée  ne  présente  pas  de  point  double  .)  En  effet,  la  somme 
des  deux  intégrales  le  long  de  AMB  et  le  long  de  BNA  étant  nulle, 
c'est  que  les  deux  intégrales  le  long  de  AMB  et  le  long  de  ANB 
sont  égales.  On  peut  encore  énoncer  le  résultat  comme  il  suit  : 
Deux  chemins  AMB  et  ANB,  ayant  les  mêmes  extrémités  don- 
nent la  même  valenr  pour  V intégrale  Jf{z)  dz,  si  l'on  peut 
passer  de  l'un  à  l'autre  par  une  déformation  continue  sans 
rencontrer  aucun  point  où  la  fonction  cesse  d'être  holomorphe. 
Cet  énoncé  s'applique  alors  même  que  les  deux  chemins  auraient 
un  nombre  quelconque  de  points  communs,  outre  les  deux  extré- 
mités (I,   n'  152).   On  en  conclut  que,  lorsqu'une  fonction  y(  =  ) 
est  holomorphe  dans    une    région  limitée   par  une   seule    courbe 
fermée,   l'intégrale   ff{:-)dz,  prise   le   long  d'un   contour    formé 
quelconque  situé  dans  cette  région,  est  égale  à  zéro.   Mais  il   ne 
faudrait  pas  étendre  cette  conclusion  au  cas  d'une  région  limitée 
par  plusieurs  courbes  fermées  distinctes.  Considérons,  par  exemple, 
une  fonction  f\z)  holomorphe  dans  la  couronne  comprise  entre 
deux  cercles  concentriques  C,  C.  Soit  C  un  cercle  ayant  le  même 
centre  et  compris  entre  C  et  C  ;  l'intégrale   ff{z)dz  prise  le  long 
de  C",  n'est  pas  nulle  en  général.  Le  théorème  de  Cauchy  prouve 
seulement  que  la  valeur  de  cette  intégrale  reste  la  même,  quand 
on  f;iil  varier  le  rayon  du  cercle  C"  ('). 

C)  to  ikcjivmft  gcnéi-al  (le  Caucliv  est  encore  vrai,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  supposer  l'existence  de  la  fonction /(;:)  en  del.ors  de  la  région  D  limitée  parle 
contour  C,  ni  l'existence  d'une  dérivée  en  chaque  point  de  C.  Il  suffit  que  la 
fonction  /•(-)  soit  holoniorplie  en  tout  point  de  D,  et  continue  sur  le  con- 
tour C.  ccst-à-dire  que  la  valeur  /(Z)  de  la  fonction  en  un  point  Z  de  t. 
varie  d'une  manière  continue  avec  la  position  de  7.  sur  ce  contour,  et  que  la 
dincrcncc  /'{Z) -/•(  =  ).  où  s  est  un  point  intérieur,  tende  uniformément  vers 
zéro  en  méuv-  temps  que  \7.~z\.  En  elfet,   supposons  d'abord  que  toute  demi- 
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289.  Extension  des  formules  du  calcul  intégral.  —  Soit  /(z) 
une  fonction  lioloinorplu'  dans  une  région  I)  limitée  par  un  contour 
simple  G.  L'intégrale  définie 


)=/'./■(-) 


<J.(Z)=  /      r{z,d:- 


prise  depuis  un  point  fixe  z„  juscjuà  un  point  variable  Z  suivant 
un  chemin  situé  dans  1),  est,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
voir,  une  fonction  bien  déterminée  de  la  limite  supérieure  Z. 
Nous  allons  montrer  que  cette  fonction  $(Z)  est  aussi  une  fonc- 
tion holoinorplie  de  Z  dont  la  dérivée  eslfÇL).  Soit  en  effet  Z  +  /t 
un  point  voisin  :   nous  avons 


.  Z+A 


.l.(/  +  /,j-<t.(Z)=   /  f(z)dz, 

•  I. 

et  nous  pouvons  supposer  cette  dernière  intégrale  prise  suivant  le 
segment  de  droite  qui  joint  les  deux  points  Z  et  Z  +  /*.  Si  les  deux 
points  sont  très  rapprochés, _/(;)  diflère  très  peu  de  7'  Z)  le  long 
de  ce  chemin,  et  1  on  peut  écrire 

/(^)=/(Z)  +  o, 
I  5  I  étant  moindre  que  tout  nombre  positif  donné  v|  pourvu  que  |  A  | 


droite,  issue  d'un  point  dt'terminé  a  de  D,  rencontre  le  contour  C  en  un  seul 
point.  Lorsque  le  (joint  ;;  décrit  C,  le  point  a  +  6  (;  —  a)  (où  9  est  un  nombre  réel 
compris  entre  o  et  i)  décrit  un  contour  C  situe  dans  D.  I^a  différence  des  deux 
intégrales,  le  long  des  contours  C  et  C,  est  égale  à 


-L 


:/{z)-ii/[z-{z-a)  fi-'J)];  (/:., 


et  l'on  penl  prendre  la  différence  i^  ')  assez  petite  pour  que  |  i  |   soit  inférieur  à 
lonl  nombre  po^itil'  donné,  car  on  peut  écrire  la  fonction  sous  le  signe    / 

/(--,-/ 1  =  -.;-«),,-  0  )]--(.-  0  )/[;:-(;-«)(.-  0  )] . 

L'intégrale  le  long  de  C   étant  nulle,  on  a  donc  aussi 

f  /(z)dz  =  o. 

-   (C) 

Dans  le  cas  d'un  contour  C  de  forme  quelconque,  on  remplacera  ce  contour  par 
une  suite  de  contours  fermés  remplissant  la  condition  précédente,  en  menant  des 
transversales  convenablement  disposées. 

G  ,  It.  6 
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soil  assez  petit.  Il  vient  alors,  en  ilivlsant  jtar  II, 


/,• 


=  /(Z,)--f   /  îf/c: 


le  module  de  la  dernière  intégrale  est  inférieur  à  y,  |  h  |,  et  par  suite 
le  premier  membre  a  pour  limite y"(Z)  lorsque  /(  tend  vers  zéio. 

Si  l'on  connaît  déjà  une  foncllon  F(Z)  ayant  pour  dérivéey"(Z\ 
les  deux  fondions  •I*(Z)  et  F(Z)  ne  difTcrent  que  par  une  con- 
stante (n°  27o,  note),  et  l'on  voit  que  la  formule  fondamentale  ilii 
calcul  inlécral  s'étend  au  cas  des  variables  imairinaires 


(10) 


f   'f(z)dz  =  V(zo-F{^.) 


Cette  formule,  établie  en  supposant  que  les  deux  fonctions _/"(';), 
F(c)  sont  holomorplies  à  l'intérieur  de  D,  est  applicable  à  des  cir- 
constances plus  générales.  Il  peut  se  faire  que  la  fonction  F(;), 
ou  les  deux  à  la  fois,y"(3)  et  F(5),  admettent  des  déterminations 
multiples;  l'intégrale  a  un  sens  précis  pourvu  que  le  cbemin  d'in- 
tégration ne  passe  par  aucun  des  points  critiques  de  ces  fonctions. 
Dans  l'application  de  la  formule,  il  faudra  choisir  une  détermina- 
tion initiale  F(;o)  de  la  fonction  primitive,  et  suivre  la  variation 
continue  de  cette  fonction  lorsque  la  variable  :;  décrit  le  chemin 
d'intégration;  de  plus,  siy(3)  est  elle-même  une  fonction  midli- 
forme,  parmi  les  déterminations  de  F(3),  il  faudra  en  choisir  une 
dont  la  dérivée  soit  égale  à  la  détermination  prise  pour  /(z-). 

Toutes  les  fois  qu'on  peut  enfermer  le  chemin  d'intégration 
à  l'intérieur  d'une  région  à  contour  simple,  où  les  branches  consi- 
dérées des  deux  fonctions  f{z),  F(s)  sont  holomorplies,  nous 
pouvons  considérer  la  formule  comme  démontrée.  Or  on  peut 
toujours,  quel  que  soit  le  chemin  d'intégration,  le  décomposer  eu 
plusieurs  arcs  pour  lesquels  la  condition  précédente  soit  remplie, 
et  a|)pliquer  la  formule  (lo)  à  chacun  d'eux  séparément.  En  ajou- 
tant les  résultats,  on  voit  que  la  formule  est  générale,  pourvu 
qu'on  l'applique  avec  les  précautions  nécessaires. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale  définie    /      ;'"  dz-,  piisc 

suivant  un  chemin  rpielconque  ne  passant  |)as  par  l'origine. 
m  étant  un  nombre  réel  ou  complexe  diflérent  de  —  i.  Une  fonc- 
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r.... 


pour  lever  r.uiilji;;nïté  que  |ircscnte  celle  (urimile  lorscjiie  m  n"e>t 
pas  lin  iiomhre  enlicr,  écrivons-la 


f 


z"-  dz  = 


La  valeur  initiale  Log(;„)  étanl  clioisie,  la  valeur  de  :'"  esJ 
lixée  par  là  même  lout  le  long  du  cliemin  d'intégration,  ainsi  qui- 
la  valeur  finale  Loy(;|  ).  f^a  valeur  de  rinté'giale  dé|)end  à  la  (oi-^ 
^de  la  valeur  initiale  choisie  pour  L(ig(;:^,)  et  du  clieniin  d'intégra- 
tion. iJc  niênic,  la  formule 

ne  présenlc  aucune  dificulté  d'interprétation,  ponivu  (pic  le  lonj^ 
du  clieuuii  d'intégration  la  fonction  _/(;)  soit  continue  et  ne  s'an- 
nule pa-.  Le  point  (t  ^=f(z)  décrit  dans  son  plan  un  arc  de  coinFbc 
lie  passaiil  pas  pai'  longine,  et  le  second  niemhre  est  égal  à  1* 
variation  de  Log(M)  le  long  de  cet  arc  de  courbe. 

Observons  encore,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'y  insi>ler,  c|ue  hti 
lorinulc  d  intégration  par  parties,  étanl  une  conséquenie  de  la  for- 
mule (  loi,  s'étend  par  là  même  aux  intégrales  de  fonctions  d'une 
variable  complexe. 

290.   Autre  démonstration  des  résultats  précédents.  —  Les  prr - 

|)riétés  lies  iiilégrales    /  J(z)((z  ollrent  une  grande  analogie  avec 

les  propriéli's  des  intégrales  curvilignes,  oi'i  la  condition  d  intégra- 
liililé  est  \ériliée  (1,  n"  152).  Riemann  a  nionlré  en  effet  que  le- 
ili(''orèine  de  daiichy  se  déduisait  immédiatement  du  tliéorèuK; 
analogue  relatif  aux  intégrales  curvilignes.  Soit  y(^)  =  X -|- /\ 
une  fonction  holomorphe  de  r  à  l'intérieur  d'une  région  D  àconlour 
simple  ;  l'intégrale  prise  le  long  d'iin  contour  fermé  C  situé  dans. 
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celte  région  est  la  somme  de  deux  intégrales  curvilignes  : 

f  /(z)dz=  I    X  c/.v  -  ^•  (iy  --  (■  /    Y  d.r  +  \  dv, 

«^'(..1  "-  iC)  -u;) 

et,  d'après  les  relations  qui  lient  les  dérivées  des  fonctions  X,  ^  , 

Ox        Oy  dy  Ox 

ces  deux  intégrales  curvilignes  sont  nulles  (')  (T,  n"  lo2). 

Il  en  résulte  que  l'intégrale    /    J\z)dz.  prise  d'un  point  lise  ;„ 

jusqu'à  un  point  variable  ;,  est  une  fonction  uniforme  ^[z\  dans 
le  domaine  D.  Sé|)arons  la  partie  réelle  et,  le  coefficient  de  /  duns 

celte  fonction, 

.^(;)  =  Pi.r,  ^-)  +  /Qf.r,  J-), 


'(■^,  y)=  f    '  >^  d-^-  -  V  dy,  Q{.r,  y)  =J 


\  dx-^\dy: 


les  fonctions  P  et  (^  admotlenl  les  dérivées  partielles 

^'  =  X  —=-\  ^  =  Y,         ^  =  X. 

Ox        '  ''  tiy  '  Ox  '  ôy         '   ' 

qui  satisfont  aux  conditions 

dV  _  oq  <i\'  _      'jQ 

âx        Oy  Oy  Ox 

Par  conséquent,  P  +  jQ  est  une  fonction  liolomorplie  de  r  dont 
la  dérivée  est  X+  îY,  c'esl-à-direy"(s). 

Si  la  fonction  /{:■)  est  discontinue  en  un  certain  nombre  de 
points  dans  D,  il  en  est  de  même  de  l'une  au  inoins  des  fonc- 
tions X,  Y,  et  les  intégrales  curvilignes  V(.T,y)^  Q(^iJ')  admet- 
tent en  général  des  périodes  provenant  de  lacets  décrits  autour  des 
points  de  discontinuité  (I,  n"  153).  11  en  sera  donc  de  même  de 

l'intégrale    /    _/"(;')</;.  Nous  reprendrons  létude  de  ces  périodes, 

a|)rès  avoir  approfondi  la  nalure  des  points  singuliers  dcf[:). 

(')  11  csl  à  icnianiiier  que  la  Jéiriuiistiiilioii  tie  lijcrijdiin  suppose  l.i  cuutiniii(ù 
des  dérivées -— 1  —  >  •••.   c'esl-ii-dire  de /'(;). 
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Considérons,   pour  donner  au   moins    un   exemple,   l'intégrale     /      -3-  ; 
nous  avons,  en  séparant  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  /'. 
r'ii:         ,"  '   '  i/j- — ii/f         r  '■'  xdr  —  viir        .   f^'    <~<iy — _i(/x 

l-a  partie  réelle  est  égale  à  -  log  i  ;r= —j-p,  quel  que  soit  le  chemin  sui\i. 
Quant  au  coefficient  de  1.  nous  avons  vu  qu'il  admet  la  période  1-;  il  est 
égal  à  l'angle  dont  a  tourné  le  ravon  vecteur  joignant  l'origine  au  point 
(x,y).  Nous  retrouvons  bien  les  diverses  déterminations  de  Log(-). 
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Nous  allons  inainloDaiit  exposer  une  suite  de  résultais  nouveaux 
et  hnporlanls.  que  Caucliv  a  déduits  de  la  considération  des  inté- 
g^rales  délinies  prises  entre  des  limites  iniairmaires. 

201.  Formule  fondamentale.  —  Soityirt  une  fonction  liolo- 
inorphe  dans  une  réj;i.)ii  liiiie  A.  limitée  par  un  contour  F,  formé 
|)ar  une  ou  plusieurs  courbes  fermées  dislincles.  et  continue  sur  ce 
contour  lui-même.  Si  x  est  un  point  (')  de  la  région  A.  la  fonction 


e*l  hulomorplie  dans  la  même  région,  sauf  au  point  z^=x. 

Du  point  X  comme  centre,  décrivons  un  cercle  -'  de  r^\on  ;, 
situé  tout  entier  dans  A:  la  fonction  précédente  est  alors  holo- 
morplie  dans  la  région  du  plan  limitée  par  le  conloiir  F  et  le 
cercle  ",  et  Ton  peut  lui  appliquer  le  théorème  général  (n°  286». 
Su|>|)oson-.  pour  fixer  les  idées,  que  le  contour  F  soil  composé  de 
deux  courbes  fermées  C.  C  \fig-  5i().  nous  avons  alors 

f(z-)dz      r  f{z,dz 


r  f:z>dz  ^  r  /-(z^dz  _  r  /(z,a 

,  '        z  —  .r  '        z  —  X  .  ' ,      z  —  .1 


{')  Dans  ce  qui  suit  nous  aurons  souvent  à  considérer  simultanément  plusieurs 
quantités  complexes.  .Nous  les  désignerons  indilTéremmcnt  par  les  letlresj-,  z,  u,  — 
A  moins  que  cela  ne  soit  indiqué,  la  lettre  x  ne  sera  plus  réservée  pour  désigner 
une  variable  réelle. 
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{ei  irois  intégrales  étant  prises  dans  le  sens  indiqué  par  les  flèciies, 
ce  qu'on  peut  écrire 

Ja-)   '—■'■'       J      -  -^  ' 
3'intégrale    /     désignant  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  tolal  V 

jFii;.  'uj. 


>.1aiis   le  sens  direct.   Si  le  rayon   o  du  cercle  y  est  très  petit,   la 
■valeur  de  y  (;)  en  un  point  de  ce  cercle  ditïèrc  très  peu  dey^(:r), 

Ij  3  I  étant  très  petit.  l\euipla(onsy(  ;)  par  cette  expression,  il  vient 

Jz 


<ii) 


V)    ^-•'-  'Jr-  --■'■       -  -  --■ 


La  première  intégrale  du   second  membre  se  calcule  aisément  ; 
«j  l'on  ])ose  :  ^  a?  4-  pe"',  elle  devient 

0/  M 


■La  seconde  intégrale  /    -^ — ^  est  donc  indépendante  du  rayon  z 

«.le  la  circonférence  v;  d'autre  part,  si  |o|  reste  inférieur  à  un 
momhre  positif  t;,  le  module  de  celte  intégrale  est  plus  petit  (]uc 
-  2~z  =2'2—ri.  O''?  puisque  la  fonction  /(■:)  est  continue  pour 
z-  =  x,  on  peut  choisir  le  rayon  p  assez  petit  pour  que  "o  soil  aussi 
jielit  qu'on  le  veut.  Cette  intégrale  est  donc  nulle,  et,  en  divisant 
g)ar  2-i  les  deux  membies  de  la  formule  (i  i),  il  \ient 


<i'i) 


■^^"^  =  dF7/ 


-    /ici  </= 


II.    —     INTEGRALE    DE    CAUCHY.   —    SKRIES    DE    TAM.OR    ET   DE    LAURENT.       87 

C'est  la  foniuilo  fondameiilale  de  Ciiucliv.  l'allé  exprime  la  valeur 
(le  la  fonclioii  /(  ;)  en  un  |hiihI  (|iielei)n([(ie  ./  iiiti'Ticiir  an  conlriiir 
au  moyen  des  valeurs  de  la  même  fonction  Imil  le  lonj;  de  ce 
<ontour. 

Soit   .r -{- l.r   nn   iioiiil   \oisin  de  ,r,  que  nous  supposerons  par 
ex.em|)le  à  rinir'rirur  ilu  eeicle  •'  de  ravon  :;.  iNoiis  avons  aiis>i 


fi  z  ,  dz 


\x 
el  par  suite,  en  relranclianl  meinhie  à  memlire  ei  di\  isanl  par  \x, 

Xx  i-ijiy.i  z  —  X  j  {  z  —  X  —  A.;-  1 

Lorsque  A.r  tend  vers  zéro,  la   (onction  sous  le  signe     /    a  pour 

liuilte  — •  Pour  démonlrcr  rii;onreusenient   qu'on  a  le  droit 

{z  —  xy  ^  ' 

d'appli(|u<'r  la  formule  de  dinérenliation  lialiiluelle,  écrivons  cette 
uilégialc 

/•  /i  -^  )  '/z  r    /(z)dz    ^     r  lx/iz,dz 

.'(D  (-■  —  x)i  z  —  T  —  l.E)       . '(d',  *  —  -^'ï'       JiV)  (-  —  X  i-i  Z  —  .r  —  A,r  1 

Soient  M  une  limite  siipéiieure  de  |y(^)  |  le  long  de  F,  L  la  lon- 
gueur de  ce  contour  et  o  une  limite  inférieure  de  la  dislance  d'un 
point  quelconque  du  cercle  ■-  à  un  point  quelconque  de  T.  Le  mo- 
dule de  la  dernière  inlcijrale  est  inférieur  à  ^^  1  \x  1  et  par  consé- 

O  (j.l       I  I  1 

quent  tend   vers  zéro  en  même  temps  que  |A:r|.  En  passant  à  la 
limite,  on  a  donc 

o  r./     V  '        r      f(^)dz 


/'(-)=  ^/    P^- 


Ou  démontre  de  la  même  façon  que  la  formule  liabituelle  de 
diflerentiation  sous  le  signe  /  est  applicajjle  à  cette  nouvelle  inté- 
grale ('  )  et  à  toutes  celles  qui  s'en  déduisent,  et  Ion  obtient  suc- 


Ci  La  formule  générale  de  tlillcrcrUlation  sous  le  signe   /  sera  établie  plus  loin 
(Cbap.  XVII). 
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cessivement 

et.  d'une  façon  générale. 

Nous  voyons  donc  que,  si  une  fonclion  ./(;)  est  lioloniorj)lie 
dans  une  certaine  région  du  plan,  la  suite  des  dérivées  successives 
de  celte  fonction  est  illimitée,  et  toutes  ces  dérivées  sont  aussi  des 
fonctions  liolomorplies  dans  la  même  région.  11  est  à  remarquer 
que  nous  sommes  arrivés  à  ce  résultat  en  supposant  seulement 
l'existence  de  la  première  dérivée. 

licmargtie.  —  Les  raisonnements  de  ce  paragraphe  conduisent 
à  des  conclusions  plus  générales.  Soit  »(3)  une  fonction  continue 
(mais  pas  nécessairement  analytique)  de  la  variable  complexe  :;  le 
long  d'un  arc  de  courbe  F,  fermé  ou  non. 

L'intégrale  définie 

F(.)  =  /'  ïi^Ull 
.'(1-,    --■'■ 

a  une  valeur  déterminée  pour  toute  valeur  de  x,  non  située  sur  le 
chemin  d'intégration.  Les  calculs  faits  tout  à  l'heure  prouvent  que 

le  rapport  — — ~ a  pour  limite  I  intégrale  delinie 


lorsfpie  I  A.c  I  tend  vers  zéro;  F(.r)  est  donc  une  fonction  analv- 
tique  holomorplie  pour  toute  valeur  de  x,  sauf  pour  les  points  du 
contour  F,  qui  sont  en  général  des  points  singuliers  pour  cette  fonc- 
tion {voir  plus  loin,  n"  ÎH8).  On  trouve  tout  pareillement  que  la 
dérivée  /î'^^^F'"'  (.r)  a  jjour  expression 


F'"'(a7)  =  n!  /     — '■ 


292.  Théorème  de  Morera.  —  Le  tliéorènie  fondamental  de  Caucliy 
admet  iine  proposition   réciproque  duc  à  Morera,  qui  s'énonce  ainsi  :   Si 
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une  fonction  /{z]  de  la  variable  complexe  :  est  continue  dans  une 
ii'giiin  A,  et  si  l'intégrale  définie    1  f{^)  dz. prise  le  long  d'un  contour 

ermr  quelconque  C  situé  dans  \  est  nulle,  f(  z  )  est  une  fonction  holo- 
niorphe  dans  A. 

En    effet,    l'intégrale   définie    F(«!  =   /     fit)dt    prise    entre    les   (len\ 

points  io,  "  (le  la  région  A.  le  long  d'un  cliemin  quelconque  situé  dans  cette 

région,  a  une  valeur  déterminée  indépendante  de  ce  chemin  ;  si  le  point  Zt, 

est   supposé   fixe,  c'est  une  fonction  de   c.  Les  raisonnements  du  n"  28'.l 

A  F 
montrent  que   le   rapport —  a  pour  limite  _/"(-)  lorsque    |  A;  |   tend    vers 

zéro.  La  fonction  F(-  \  est  donc  une  fonction  holomorphe  de  ;,  ayant 
pour  dérivée /( 5),  et  par  suite  celte  dérivée  est  aussi  une  fonction  holo- 
morphe. 

"iW.S.  Série  de  Taylor.  —  Soit  /(:■)  une  fonction  holomorphe 
à  V  intérieur  cV  un  cercle  C  décentre  a  ;  la  valeur  de  celte  fonc- 
tion en  un  point  quelconque  x  pris  dans  ce  cercle  est  égale 
il  la  somme  de  la  série  con^'ergente 


f(x)=f(a)-^-—-f'(a) 


(x  —  a)" 

-TT-. rf      (")■ 


Xous  pouvons  supposer  pour  Ja  démonstration  que  la  fonction 
fiz)  est  holomorphe  sur  la  circonférence  C  elle-même;  en  eU'el, 
,r  étant  un  point  quelcoïKjue  intérieur  au  cercle,  on  peut  toujours 
Irouver  une  circonférence  C  de  centre  a  et  de  rayon  inférieur 
à  celui  de  C,  qui  renferme  Ir  point  j:  à  linlérieur,  et  l'on  raisonnera 
sur  ce  cercle  C  comme  nous  allons  le  faire  avec  C.  Cela  posé, 
X  étant  un  jioiiit  à  rintérieiir  de  C,  nous  avons  d'après  la  formule 
fondamentale 

(\>.bis)  f(:c)  =  -^.    f  ^t^-^dz: 

>  ,.i  J  ^  z  —  x 

écrivons sous  la  forme  suivante  : 


z  —  a  —  (_  .j-  —  ' 
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OU,  en  enecliianl  la  division  jusqu'à  un  reste  de  degré  «  -{-  i    eu 

.1-  —  a, 

t  I        .    (^  —  " )^    . 

z  —  i:  ~  z  —  a    '    (s  —  a'f 

(x  —  fl  I"  (,r  —  fl  )"^' 


{z  —  rt)"^'        (;  —  ^H-  —  rt/'^' 
Remplaçons par  celle  expression  dans  la  fornuilo  (la  his), 

el  faisons  sortir  du    siyne    /   les  facteurs  x  —  o,   {x  —  a)'-,  ..., 
indépendants  de  :;;  il  \ienl 

f{x)  =  J„  —  Ji(a7  —  «  I  — . .  .-i-  J„(x  —  fl)"-+-  K„, 

les  coefficienls  J„,  .1,.  J„  et  le  reste  R„  avant  pour  valeurs 

/      _    ,      rf(z^,u ^  j  _    ■     Ç  P^^àz  ^  ^ 

\      °        j.-ij^,    z  —  a'  '        ■i-ijçiz  —  ay- 

f  -i-i  J  ^.  t  z  —  (1)"+^  -iT.i  J  ^.  \z  —   aj  z  —  x 

IjOrsque  le  nombre  n  aui;menlc  indéfiniment,  le  reste  R„  tend 
vers  zéro.  .Soient  en  ell'et  il  une  limite  supérieure  du  module  de 
fix)  tout  le  long-  du  cercle  C,  R  le  rayon  de  ce  cercle  el  /•  le  mo- 
dule de  j-  —  r<.  On  a  |;  —  ./'l  >  R  —  /•  et  par  suite  U^— —  <;  _  . 
lorsque  z  décrit  le  cercle  C;  le  module  de  R;..  est  donc  inférieur  à 
^\-^)  ir^^^t^=ïr:r7(RJ  .  et  le  facteur  (j^j  tend 
vers  zéro,  lorsque  n  augmcnle  indéfiniment.  [I  s'ensuit  que  f{x) 
est  égal  à  la  somme  de  la  série  convergente 

/( .r  I  =  J u  ^  J ,  (  .r  —  fi  )  -h . .  .  —  J„(a:  —  a )"  -+- 

0\\  si  l'on  fait  x^  a  dans  les  formules  (12),  (i.i),  (i4)-    'e  con- 
tour r  étant  le  cercle  C.  il  vient 

Jo  =  /("),        J>  =  /'(«, ,        J''  =  TX^'         ■■■' 

la  série  obtenue  est  donc  idenlicpie  à  la  série  (i5^.  c'csi-à-dirc  à  la 
série  de  Tavlor. 

Le  cercle  G  est  un  cercle  de  centre  a  à  1  inli'rieiir  du(piel  la 
fo:iction  est  holoinorplie;  il  est  clair  qu'on  oliliendra  le  plus  grand 
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cercle  satisfalsaiil  à  cette  condition  en  pienanl  pour  ravoii  la  dis- 
tance du  point  (/  au  point  singulier  iley"(r  i  le  plus  rapproché  de  a. 
(j'est  aussi  le  cercle  de  convergence  de  la  série  (pu  est  au  second 
membre  (  '  ). 

Cet  important  tiiéorème  met  en  évidence  rideiililé  des  deux 
diTinilions  que  nous  a\ons  données  |)our  les  fondions  analytiques 
(n"''  197  et  2(51).  En  efi'et,  toute  série  entière  représente  une  fonc- 
tion holomorplie  dans  son  cercle  de  convergence  (n"  266  ),  el 
inversement  nous  venons  de  voir  que  toute  fonction  iiolomorplie 
dans  un  cercle  de  centre  a  peut,  être  développée  en  série  entière 
ordonnée  suivant  les  puissances  Ae  x  —  a.  et  convergente  dans  ce 
cercle.  Remarquons  aussi  qu'un  certain  nombre  de  résultats  établis 
antérieurement  deviennent  presque  intuitifs;  par  exemple,  en 
a|)pliquant  le  théorème  aux  fonctions  Log(i  +  ;)  et  (i  +  s)'",  qui 
sont  hslomorplies  dans  le  cercle  de  rayon  un  ayant  ]mur  centre 
l'origine,  on  retrouve  les  formules  des  n'"^  27o  el  276.  (Considérons 

..  f(.r) 

encore  le  fiuotient  de  deux  séries  entières  =—-—>  conversciilcs  1  une 

1  9(.r) 

et  l'autre  dans  un  cercle  de  rayon  R;  si  la  série -^(.r)  n'est  pas 
nulle  pour  ./•  =  o,  comme  elle  est  continue,  on  peut  décrire  un 
cercle  de  ravon  /'^R,  à  l'intérieur  duquel  elle  ne  s'annule  pas.  La 

fonction  — est  alors   holomorplie  dans  le  cercle  de  ravon  /■  cl 

'f  (  ar  )  ' 

par  suite  peul  être  développée  en  série  entière  dans  le  voisinage  de 
l'origine  (1,  n"  188).  On  pourra  vérifier  de  même  le  théorème 
relatif  à  la  substitution  d'une  série  dans  une  autre  série,  etc. 

/ieniari/iie.  —  Soit/(r.')  une  fond  ion  holomorplie  à  l'intérieur 
d  un  cercle  C  de  centre  a  et  de  rayon  /•,  el  continue  sur  ce  cercle 
lui-même.  Le  module  |/(-:)|  de  la  fonction  sur  le  cercle  C  esl 
une  fonction  continue,  dont  nous  désignerons  la  valeur  maximum 
par  01I(/-).  D'autre  part,  le  coefficient  a„  de  i.r  —  «)"  dans  le 
développement  de/(;)  est  égal  à  — ^/'"'(tt),  c'esl-à-diie  à 


îk/. 


(')CcUc  dernière  conclusion  exi^'e,  sur  la  nalure  des  points  sinj;ulicrs, 
quelques  explications  qui  seront  données  dans  le  Cliapitre  consacré  au  prolon- 
gement analytique. 
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<iii  a  donc 

'  ■  un         .    ^^      ^.„^_,  •■  ^,,, 

fie  sorte  que  ;)IV(/')  est  supérieur  à  tous  les  produits  A,,/-"  (').  On 
pourra  prendre  ;''ri.(/)  ;i  la  |ilace  de  M  dans  l'expression  de  la 
l'onction  majorante  (I,  n"  180). 

!29i.  Théorème  de  liiouville.  -  Si  la  fonction /"(./)  est  holo- 
tnorplie  pour  toute  valeur  finie  de  x.,  le  développement  par  la  for- 
mule de  Tavlor  est  valable,  (juel  que  s<3it  a,  dans  toute  l'étendue 
du  plan,  et  la  foncliou  considérée  est  une  fonction  entière.  Des 
expressions  obtenues  pour  les  coefficients  on  conclut  aisément  la 
proposition  suivante,  tlue  à  [Jouville  : 

Toute  fonction  entière,  dont  le  module  reste  inférieur  à  un 
nombre  fixe  M,  se  réduit  à  une  constante. 

Supposons  en  efl'el  qu'on  développe  f(x)  suivant  les  puis- 
sances de  X  —  a,  et  soit  cy„  le  coefficient  de  {x  —  «)".  Il  est  clair 
que   ;Hi.(r)   est   inférieur  à   M,   quel  que   soit  le  rajon  /•,   et  par 

IM  . 

suite  \ci„\   est  <C.—;^-    Mais   le  rayon/-  peut  être  pris  aussi  grand 

qu'on  le  veut;  on  a  donc  (i„^zo,  si  /(  ^  i ,  elf(x)  se  réduit  à  une 
constaute/(rt). 

Plus  généralement,    soit  f{x)  une  fonction  entièi-e  telle  que  le 

module  de  ^ reste  inférieur  à  un  nombre  fixe  M.  pour  les  valeurs 

X'"  ■  ' 

de  J7  de  module  supérieur  à  un  nombre  positif  R  ;  la  fonction  f{x) 
se  réduit  à  un  polynôme,  de  degré  ni  au  plus.  Imaginons  eu 
efl'et  qu'on  dévelo|)pe/(  .r)  suivant  les  puissances  de  x,  et  soit  a„ 
le  coefficient  de  x" .  Si  le  rayon  /•  du  cercle  C  est  supérieur  à  R, 
on  a  D\'i{r)  <  M/-"',  et  par  suite  |  «„  |  <  M/"'-".   Si  n  >  m,  ou  a 

(')   Les  inégalilcs  (17)  sont  comprises  dans  une  inégalité  pins  générale 
;  ;lli(r)  |'>S|a„|'H". 

[GuTZMEii,  £in  Sat:  iiber  /'olenzrei/ien  (.]falhemati.u/ie  Annalen,  t.  XWIf, 
1888,  p.  59G-600).] 

Les  coefficients  a^iy-o)  peuvent  aussi  s'exprimerau  moyen  delà  partie  réelle 
âe  f(z)  sur  le  cercle  C  [Exercice  n°  30). 
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donc  rt„^o,  |niisqiie  M/-™""  peut  èlre  lentlu  plus  petit  que  loiil 
nombre  donné,  en  clioisissant  /■  assez  grand. 

!29o.  Série  de  Laurent.  —  Le  raisonnement  par  lequel  Caiicliv 
démontre  la  formule  de  Tajlor  est  susceptible  de  généralisations 
étendues.  Ainsi,  soit  f{z)  une  fonction  holomorplie  dans  une 
couronne  circulaire  comprise  entre  deux  cercles  concentriques  C 
et  C,  ayant  pour  centre  le  point  a\  nous  allons  montrer  (jue  la 
valeur  f{x)  de  la  fonction  en  un  point  quelconque  x  pris  dans 
celle  région  est  égale  à  la  somme  de  deux  séries  convergentes, 
l'une  ordonnée  suiiYin/  les  puissances  posili\.'cs  de  x  —  a.  l'autre 

S!ti\-ant  les  puissances  positives  de (  '  i. 

Nous  pouvons  supposer,  comme  tout  à  l'Iieure,  que  la  fonc- 
tion y^;»  est  liolomorphe  sur  les  cercles  C,  C  eux-mêmes.  Soient 
R,  R'  les  rayons  de  ces  cercles  et  /■  le  module  de  x  —  n;  si  C  est 
le  cercle  intérieur,  on  a  R'<;/<R.  Du  point  J'  comme  centre 
décrivons  un  petit  cercle  •',  situé  tout  entier  entre  C  et  C.  Nous 
avons  l'égalité 

r  /■  :  I  dz  ^  r  /iz)dz  ^  r  f(z)dz ^ 

.7  ,.       3  —  X  J^.     Z  — X  .'.,      Z  —  X 

les  intégrales  étant  prises  dans  un  sens  convenable;  la  dernu-rc 
intégrale,  prise  le  long  de  -',  est  égale  à  2—if\x).  et  nous  pou\ons 
encore  écrire  la  relation  précédente 

(.8)  /,  X  ,  =  ^.f  ^1^^  ^  -U  f  -n^^, 

•.'--i,'|.      Z  —  X  '~lJr       X^Z 

les  intégrales  étant  toujours  prises  dans  le  même  sens. 

Nous  trouvons  encore  eu  reprenant  les  raisonnements  du  n'2fl3, 
cju'on  a 

i       r   f^zdz       ,        , 

K'9)      :    / =  lo—  h'  X  —  fi  '  —. .  .—  }„(x  —  ay-h..., 

■i-i  J ^.    z  —  X 

les    coefficients    J„.    .1, J„,     ...    élanl    dcjnnés    par    les    for- 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XVII.  —  Voir  Œuvres  de 
Caucliy,  i"  série,  t.  VIII,  p.  ii5. 
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mules  [iG).  l'oiir  développer  en  série  la  seconde  intégrale,  obser- 
vons ijiion  a 

T  —  z        .r  —  a  (  z  —  </    j        .r  —  a        (  x  —  a  t- 

\  X  —  a 

^      (  j-  —  (T  )"      ^  [X—  Zj\T  —  a)" 

et  nue  l'intégrale  <hi  terme  complémentaire 

tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  En  effet,  si  M' 
est  le  module  maximum  de  /(;.)  le  long  de  C,  le  module  de  celle 
intégrale  est  inférieur  à 

et  le  l'acteur  —  est  inférieur  à  un.  Nous  avons  donc  aussi 

1      r  f(z)dz  _     Kl     ^       i^i       ^      _^       J'^"       ^ 
'■■^°^     T^iJ^^.,   ^-:-     "  .r-a    '    i  x  ^  a ,'    (.r  — «/'       '      ' 

le  coel'iiclent  k,,  étant  égal  à  l'intégrale  définie 

(211  K„=-!:-.   f  (z-a\"-\f(z)dz. 

\\  suflil  maintenant  d'ajouter  les  deux  déveloiipements  (19)  et  (50) 
pour  avoir  le  développement  de/(j:  ). 

Dans  les  formules  (16)  et  (21)  cpii  donnent  les  coefficients  S„ 
et  K„,  on  peut  prendre  les  intégrales  le  long  d'un  cercle  quel- 
concjue  Y  compris  entre  C  et  C,  ayant  pour  centre  le  point  «,  car 
les  fonctions  sous  le  signe  /  sont  holomorphes  dans  la  couronne. 
Si  l'on  convient  de  faire  varier  l'indice  n  de  —  x  à  +  m,  on  peut 
:dors  écrire  le  développement  de/(a-) 

(22)  •  /(^:i=    2   J;,(r-fl)", 
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le  coefliclciit  .l„  avant  pour  expression,  (piel  que  soil  le  sii;ne 
,1e  «,  ' 

Remarijues.  —  i'  Une  même  fdiiction /i  ,?■)  peut  admcllie  des  ilévelo|i- 
pemeiits  tout  à  fait  didéients,  suivant  la  région  considérée,  l'renons  par 
exemple  une  fraction  rationnelle  /(v),   dont  le  dénominateur  n'a  que  des 

racines   simples   de   modules  différents;   soient  n,  b,  c /   ces    racim-r 

rangées  par  ordre  de  modules  croissants.  En  faisant  abstraction  <le  la 
partie  entière  qui  n'intervient  pas  ici,  on  a 

f.     ..  _       A        ^      H      ^      C      _  I. 

•''■■'^       x-a        x—l,        x-r.       •■■'^  x—l' 

Dans  le  cercle  de  rayon  [  a  |,  ayant  pour  centre  l'origine,  chacune  des  frac- 
1  ions^siinples  peut  être  développée  suivant  les  [luissances  ])Osilives  de  a",  et 
le  développement  de  y(a;)  est  identique  à  celui  que  donne  la  formule  de 
Maclaurin 


X  — . 
L 


rtans  la  couronne  comprise  entre   les   deux   cercles   de  rayons  \ti\  et  |/'I, 

les  fractions  -.  ,   ...,  ;  peuvent   être  développées  suivant 

X  —  b     X  —  e  X  —  /  '  '  ' 

le~  puissances  positives  de  x,  mais  doit  être  développée  suivant  les 

puissances  positives  de  —  >  et  I  on  a 

X 

Dans  la  couronne  suivante,  on   aura   un  développement  analogue,  et  ainsi 
de  suite.  Enfin,  à  l'extérieiu'  du   cercle  de  ravon   |  /  |,    on  n'aura  que   des 

puissances  de  — 
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2"  D'une  t'arun  généiale,  soient 

fi(x)  =  a^-ir  a^x  ^.  .  .-^-  UiiX"  -\-.. . 
une  série  entièie  en  x  convereenle  dans  un  cercle  C  de  ravon  R,  et 


Mr, 


b„\ 


une  série  entière  en  —   convergente  à  l'extérieur  d'un  cercle  C  de  ravon 

X 

R'(R'<R),  les  deux  cercles  C  et  C  avant  pour  centre  l'origine.  Il  est 
clair  que  la  somme 

fix)=f,(x)^Mx) 

est  une  fonction  lioloniorphe  dans  la  couronne  circulaire  comprise  entre  *. 
et  C,  et  l'on  a  son  développement  en  série  de  Laurent  en  ajoutant  les  deux 
séries.  Le  produit  &(j")  =yi(.7-)y2(-''^)  est  aussi  une  fonction  iiolomorplie  dans 
cette  couronne,  et,  comme  les  deux  séries  sont  absolument  convergentes 
dans  ce  domaine,  on  peut  faire  leur  produit  en  les  multipliant  ternie  ii 
terme  et  groupant  les  produits  partiels  dans  un  ordre  arbitraire  (I,  n"'  16S 
et  169);  on  peut  donc  réunir  tous  les  produits  partiels  de  même  degré  en  x. 
On  obtient  ainsi  une  série  de  Laurent  qui  représente  le  produit  '^(x )  =./i  /:, 


a(x)  = 


.=2. 


c„,  =  a„,  b„  -+■  a„i+i  i)i 


lorsque  ni  est  positif  ou  nul,  les  coefficienis  011  m  est  négatif  a\  aiit  une 
expression   analogue. 

Par  exemple,  la  fonction  f(x)  =  1 /- — >  où   l'on    suppose 

I  (7  I  <  I  i  ,  est  lioloniorphe  dans  la  couronne  circulaire  comprise  entre 
les  deux  cercles  C^,  Ci,,  de  rayons  |  «  |  et  |  6  |,  décrits  de  l'origine 
pour  centre.    Pour  avoir  son  développement  dans  ce  domaine,  il  suffit  de 

l'écrire  f(x)  =  i  /  i r-    \  0  —  x,   et  de  faire  le  produit  des  deux  séries 

entières  en  -  et  en  x.  qui  représentent  ii'speclivcment  les  deux  fac- 
teurs •/  1 —  -  et  \'ù  —  .r  à  l'extérieur  du  cercle  C„  et  à  l'inloiicur  du 
cercle  (^4. 

290.  Séries  diverses.  —  Les  démonstrations  de  la  série  de  Taylor  et  de 
la  série  de  Laurent   reposent  en  définitive  sur  un  développement  parlicu- 
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lier  de  la  fraction  simple -^-i—,  lo.,quc  le  point  x  lesie  à  l'intérieur  ou 
à  l'exlérieur  diin  cercle  fixe.  ,M.  Appell  a  montré  qu'on  pouvait  encore 
généraliser  ces  formules,  en  considérant  une  fonction  /(x)  holomorphe  à 
l'intérieur  d'une  région  A  limitée  par  un  nombre  quelconque  d'arcs  de 
cercle  ou  de  circonférences  entières  (i^.  Considérons  par  exemple  une 
fonction /(,r.  I.olomorplie  dans  le  triangle  curviligne  PQR  (/„-.  60)  formé 


par  les  trois  arcs  de  cercle  l'i»,  QR,  RP  appartenant  respectivement  a.ix 
trois  circonférences  G,  C .  l]'.  .\ous  avons,  x  désignant  un  point  quelconque 
à  l'intérieur  de  ce  triangle  cur%iligne. 

(U)    /(>.)  = 


^    /iz)dz 


Le  long  de  l'arc  l'Q,  on  peut  écrire,  a  étant  le  centre  de  C, 

— ! = l_  I    ■^  —  "    I       .    (J-  — «y         I  _ /-^^^V'^' 

-  — .r        ;  — „         (z  —  a)--        ■"        (  ;  _  fly,+i         z—x\z—  a)         ' 

mais  quand  z  décrit  lare   PQ,  le  module   de  :^^  est  inférieur  à  un  et, 
par  suite,  le  module  de  l'intégrale 

tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéllnlnient.  On  a  donc 


'     Acla  matheinatka,  (.  I.  18».!.  p.  14:1 
G.,  II. 
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les  coeflicieius  J,„  J„  ...  ■•nnl  .les  consentes  ,loiU  il  sérail  facile  .ravoir 
l'expiession  f.e  long  de  lare  QR.  on  peut  écrire  de  même,  b  étant  le 
centre  de  C, 

comme  le  module  de  (^r^)  "  X'"''  ^■'-'''«  '■^'"'^  '°'"l"''  "  »"?'»•="'«  ''"''^- 
tiniment,  on  en  déduit,  pour  la  seconde  intégrale,  un  développement  de 
la  forme 

I     r  /(j2i^  _  __Kj ^^1       , 

*''-'     TW    '         c  — .r     ^  x-b    ■    <x  —  bf- 
•-   yn 

On  trouve  de  même,  c  élaut  le  centre  du  cercle  C", 

En  ajoutant  les  trois  formules  (a),  (S),  (-,').  nous  obtenons  pour  f{x)  la 
somme   de   trois   séries  ordonnées   respectivement   suiNant   les    puissances 

positives  de  :r-a,  de  — ^-  et  de  — ! Il  est  clair  qu'on  peut  traus- 

former  cette  somme  en  une  série  dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  .r.  par  exemple  en  réunissant  tous  les  termes  de  même  degré 

cnx^a    ! — .  — '■ Le  raisonnement  qui  précède  s'applique  quel  que 

X  —  b     X  —  c 
soit  le  nombre  des  arcs  de  cercle. 

On  peut  remarquer  sur  l'exemple  précédent  que  les  trois  séries  (a), 
<'5),  (T)  sont  encore  convergentes  lorsque  le  point  x  est  à  1  intérieur  du 
triangle  P'Q'R',  et  la  somme  do  ces  trois  séries  est  encore  égale  à  l'inté- 
grale rZii-!-^,  prise  le  long  du  contour  du  triangle  l'QR  dans  le  sens 

"^      "  ~~  ''"  /'  (  z) 

direct.  Or,  lorsque  le  point  .r  est  dans  le  triangle  l'Q'R',  la  fonction  ^—^ 

est  holomorphe  à  l'intérieur  du  triangle  PQR  et,  par  suite,  l'intégrale  pré- 
cédente est  nulle.  Nous  obtenons  donc  de  cette  façon  une  série  de  frac- 
tions rationnelles  qui  est  convergente  lorsque  x  est  à  l'intérieur  de  l'un 
des  deux  triangles  PQR,  P'Q'R',  et  dont  la  somme  est  égale  à  f(x)  nu 
à  zéro,  suivant  que  le  point  x  est  dans  le  triangle  PQR  ou  dans  le 
triangle  P'Q'R'. 

En  restant  dans  le  même  ordre  d'idées.  M.  Painlevé  a  obtenu  des  résultais 
]dus  généraux  (  <  i     Considérons,  pour   rester  dans  un   cas  tr.-s  simple,  une 


(')  Sur  les   lignes  singulières  des  fondions  ana/yli^/ues   (Annales   de   la 
Faculté  de  Toulouse,  t.  Il,  iS38). 
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courliL'  l'ciiiié^  convexe  1',  atlineltanl  une  tiiii^eiile  qui  i-e  iléphico  d'une 
manière  continue,  et  dont  le  rayon  de  courbure  reste  inférieur  à  une  cer- 
taine limite.  On  peut  alors,  comme  il  est  bien  aisé  de  le  voir,  faire  corres- 
pondre à  chaque  point  M  de  V  un  cercle  C  tangent  en  ce  point  à  V  et  ren- 
fermant cette  courbe  tout  cntii'-ie  à  l'inlérienr,  cl  cela  de  telle  façon  que 
le  centre  de  ce  cercle  se  déplace  d'une  manière  continue  avec  M.Solt/i  z) 
une  fonction  holoniorplie  à  l'intérieur  du  contour  V  et  continue  sur  ce 
contour  lui-même:  dans  la  formule  fondauienlale 


^^.L 


ii- 


où  ,r  est  un  point  intérieur  à  1',  nous  |)Ouvons  encore  écrire 

I        _        I  .(•  —  'I  (  .r  —  ai"  I        /.r  —  a  \"H 

-  —  .r        ^  —  a        {z  —  «)'-       ■'•   '    (-  —  rtj''+i        ; — ■>'■,'  — "/ 

a  désignant  le  centre  du  cercle  G  qui  correspond  au  point  -  du  contour; 
a  n'e^t  plus  constant,  comme  dans  les  cas  déjà  examinés,  mais  c'est  une 
fonction  continue  de  -,  lorsque  le  point  M  décrit  la  courbe  1'.  Malgré  cela, 

le  module  de  ,  qui  est  nue   fonction  continue  de  z,  reste  inférieur  à 

un  nombre  fi\e  p  plus  petit  que  un,  puisqu'il  ne  peut  atteindre  la  valeur  un, 
et  ]iar  snllo.  l'inlégiale  du  ternie  complémentaire  tend  vers  zéro  lorsque  n 
augmente  indéfiniment.  Nous  avons  donc  encore 

et  il  est  clair  que  le  terme  général  de  cette  séiie  est  un  pol\uoMie 
entier  r„(a:),  de  degré  n  au  plus.  La  fonction  /(j)  est  donc  déiclop- 
pahle  en  une  série  de  polynômes  à  Vinti' rieur  du  contour  T. 

La  théorie  des  transformations  conformes  permet  d'obtenir,  pour  le 
développement  des  fonctions  holomorpbes,  des  séries  d'une  autre  espèce. 
Soit/(;)  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  d'une  région  A  pouvant 
s'étendre  jusqu'à  l'infini.  Supposons  qu'on  sache  effectuer  la  représen- 
tation conforme  de  .\  sur  un  cercle  C,  de  telle  façon  qu'à  un  point  de  A 
corresponde  un  point  du  cercle  et  un  seul,  et  inversement:  soit  ii  =  ai  ;; 
la  fonction  analytique  qui  fait  correspondre  à  la  région  A  un  cercle  G  ayant 
pour  centre  le  point  «  =  o  dans  le  |)lan  des  u.  Lorsque  la  variable  a  décrit 
ce  cercle,  la  valeur  correspondante  de  ;;  est  une  fonction  bolomor|)he  de  «. 
[I  en  est  de  même  de  _/(;:)  qui  peut  par  conséquent  être  développée  en 
série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  de  ii .  ou  de  '^{z), 
lorsque  la  variable  z  reste  dans  la  région  A. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  région  .V  soit  la  bande  indéfim'e  comprise 
entre  les  deux   parallèles  y=^±a  à  l'axe  réel.  On  a  vu   (  n"  280^  qu'en 
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posant   ;(  =  ^^^ ,    on    fait   correspondre   à   cette    bande    un    cercle   de 

e'"  -i-  I 
rayon   un   ayant  pour  centre  le   point   «  =  o.  Toute  fonction  _/(  ;)   liolo- 
niorplie    dans    la    bande    indéfinie   considérée  peut   donc   être  développée 
dans  cette  Itnnde  en  série  coii\  crprente  de  la  forme 


n  =  Il  ye""  -\-  I  / 


'idl .  Séries  de  fonctions  holomorphes.  —  La  somme  d'une  série 
unit'orméineiil  convergente,  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
liolomorplies  de  z,  est  une  fonction  conlinnc  de  z,  mais  on  ne 
pourrait  pas  affirmer  sans  autre  preuve  que  cette  somme  est  aussi 
une  fonction  liolomorphc.  11  faut  encore  démontrer  qu'elle  admet 
en  chaque  point  une  dérivée  unique;  c'est  ce  qu'il  est  aisé  de 
faire,  au  moven  de  l'intégrale  de  Caucliv. 

Observons  d'abord  qu'une  série  uuilormément  convergente, 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  d'une  variable  com- 
plc\e  z.,  peut  être  intégrée  terme  à  terme  comme  dans  le  cas  d'une 
variable  réelle.  La  démonstration  donnée  pour  les  variables  réelles 
(I,  n"  11  i)  s'applique  sans  modification,  pourvu  (|ue  le  cliemiu 
d'intégration  ait  une  longueur  finie. 

Le  théori'me  que  nous  voulons  démontrer  est  évidemment  com- 
pris dans  la  proposition  plus  générale  suivante  : 

Soù 

une  série  dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions  analytiques 
liolomorphes  dans  une  région  A.  limitée  par  un  contour 
fermé  F,  et  continues  sur  ce  contour.  Si  la  série  (26)  est  uni- 
formément coni'ergente  sur  T,  cette  série  est  convergente  en 
tout  point  de  A,  et  sa  somme  est  une  fonction  holomorphe  F(;) 
dont  kl  derii.ee  p'^"""  est  représentée  par  la  série  formée  par 
les  dérii'ccs  p'émcs  ^f^g  termes  de  la  série  (26'). 

Soit  <p(:)  la  somme  de  la  série  (2G)  en  un  point  de  I';  a(  ;)  est 
une  fonction  continue  de  ;  le  long  de  ce  contour,  et  nous  avons 
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\  11  (11"  291  :  llc/nar'jiie)  que  liiilcyrale  ilélinie 

■i-iJiY)  --•!■        ■■'-'    -ir,     --  ' 

où  X  CM  un  point  (juelconque  de  A,  représente  une  fonction  liolo- 
iii<ir|)lie  dans  la  région  A,  dont  la  dérivée  y;""""  a  pour  expression 


X 


,     Fyi.r)=  ■-■■•^    /  ■'""-  ,  =  ■  —  •;/'     f      _i^j ^,/._ 


V 


/v(-) 


«--'  (1  ) 


(  ;  —  x  1/'- 


Mais  la  série  («G)  étant  uniformément  convergente  sur  V,  il  en 
est  de  même  de  la  série  obtenue  en  divisant  tous  les  termes  par 
;  —  A",  et  l'on  peut  écrire 


^^  'IT.I   ^/(|-' 


/.,iZ)dz 


OU  encore,  [iiiisqiicyv(:)  est  une  fonction  liolomorplie  à  l'intérieur 
de  r  [formule  (  la)] 

Im  X)  =/, (  j-j-h/sfj- 1  +.  .  .-^//l  -r)  -H 

La  fdrinule  (iX)  peut  de  même  s'écrire 

Fi/')(.r)  =/;'"(x)  H-.  .  .^^/./"i  .r)  ^.  ... 

Cela  ])osé,  si  la  série  (afi)  est  uniformément  con\ergente  dans 
une  région  A  du  plan,  x  étant  un  point  quelconque  de  celte 
région,  il  suffit  d'appliquer  le  théorème  |irécédenl  à  un  contour 
fermé  F  situé  dans  V  et  entourant  le  point  x;  ce  qui  conduit  à 
l'énoncé  suivant  : 

l'on  te  série  uniforinéinent  convergente  dans  une  région  A 
fia  plan,  et  dont  tous  les  ternies  sont  des  fonctions  holomorphcs 
dans  A,  représente  une  fonction  F(3)  holomorplie  dans  la 
i:iênie  région.  La  dé/ivée  p'^'""  de  F{z)  est  égale  à  la  somme 
de  la  série  obtenue  en  différentiani  p  fois  chaque  terme  de  la 
série  qui  représente  F(;)  ('  ). 

(  ')  Celle  proposition  est  généralement  altribuée  à  Weierslrass. 
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298.  Pôles.  —  Toiile  fonction  lioloniorplie  dans  un  cercle  de 
cenlre  a  est  éi;ule.  à  l'Intérieur  de  ce  cercle,  à  la  .<omme  d'une 
série  entière 

{■>.o,)  /(  ;  1  =  A  „  -!-  A ,  ('  ;  —  (71...-^  S  „,  (  c  —  n  I'"  -+- .  .  . . 

Nous  dirons,  pour  ai)régcr.  (jue  la  fonction  est  légulicrc  au 
point  a.  qui  est  pour  la  fonction  un  point  ordinaire;  nous  appel- 
lerons domaine  du  point  a  l'intérieur  d'un  cercle  C  de  rayon  p, 
décrit  du  point  a  comme  cenlre,  où  la  formule  (29)  est  appli- 
cajjle.  Il  n'est  ]>as  nécessaire,  d'ailleurs,  que  ce  soit  le  plus  grand 
cercle  à  l'intérieur  duquel  la  formule  (aç)  1  a  lieu;  le  rayon  p  du 
domaine  sera  souvent  précisé  par  quelque  autre  propriété  parti- 
culière. 

Si  le  premier  coefficient  Aq  est  nul,  on  af{a)  =  o,  et  le  ]>oinl  a 
est  un  zéro  de  la  fonction /(s).  L'ordre  du  zéro  se  définit  comme 
pour  les  polynômes;  si  le  développement  dcy(;)  commence  par 
un  Icnne  de  degré  nt  en  :■  —  a, 

f{z)  =  A„,(^  —  «)'"-!-  A„,H-, (s  —  «)"'+'  — . . .         (»!  >  o). 

où  A„,  n'est  j)as  nui,  un  a 

/■|0)  =   0,  _/"'(  (7  I   =   o.  ....  f'"'-lUo')  =  0,  /'"'(cl^^O, 

et  le  ])oint  a  e-t  dit  un  zéro  d'ordre  m.  Ou  peut  encore  éciire  la 
formule  précédente 

f(z)  =  (z.  —  a)'"rf(:). 

'■i{'-)  étant  une  série  entière  qui  ne  s'annule  pas  pour  ;■  :=^  a.  Cette 
série  étant  une  fonction  continue  de  z,  on  peut  choisir  le  rayon  p 
du  domaine  assez  petit  pour  que  cs(\;)  ne  s'annule  .|)as  dans  ce 
domaine,  et  l'on  voit  que  la  fonction  /{z)  n'aura  pas  d'autre  zéro 
que  le  point  a  à  l'intérieur  de  ce  domaine.  Les  zéros  d' une  fonc- 
tion holoniorphe  sont  donc  des  points  isolés. 

Tout  |ioint  non  ordinaire  d'une  fonction  uniforme  f{z)  est  dit 
un  point  singulier.  Un  point  singulier  a  d'une  fonction  f{  z)  est 

un  pôle,  si  ce  point  est   un   point  ordinaire  pour  l'inverse    .  _   • 

I.,e  développement  de  suivant  les  puissances  de  ;  —  rt  ne  peut 

renfermer  de  terme  constant,  car  le  point  a  serait  alors  un  point 
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iiriliiiaire  pour  /(  ;).  Supposons  que  le  développement  commence 
pur  un  terme  de  degré  ni  eu  ;  —  a, 

(3o)  ^_  =  (^-_„)mç(-,, 

'.i(c)  désignant  une  fonction  régulière  dans  ledomainedu  point  a, 
(pii  n'est  pas  nulle  pour  r  =  a.  On  en  déduit  inversement 


(z  —  a)'"-  '-.{z)         iz  —  ay" 

•1(3)  désignant  encore  une  fonction  régulière  dans  le  domaine  du 
pointa,  cpii  nest  pas  nulle  pour  z  =  a.  Cette  formule  peut  s'écrire 
sous  la  forme  équivalente  . 

(3i  bis)   /;,)=  — — —  -^  .    ''"'-'    , -...-H-^^r'(c-fO, 

^    ■'       ■        (z  —  a)'"         (;— fl,i"'-i  z  —  a 

en  désignant  par  P(  :  — a),  comme  nous  le  ferons  sotiveni  par  l;t 
suite,  une  fonction  régulière  pour  ;  =  o,  et  lî,„,  iî,,,.!,  ....  ij| 
étant  des  constantes.  (  hielques-uns  des  coefficients  B,,  Bj,  .. .,  B,„_  , 
peuvent  être  nuls,  mais  le  coefficient  B„,  est  certainement  dillV'- 
rent  de  zéro;  le  nomhrc  entier  m  est  dit  V ordre  du  pôle.  On  voit 

(piun  pôle  d'ordre  m  de  fi.  z)  est  un  zéro  d'ordre  i)i  |)oiir  .  cl 
inversement. 

Dans  le  domaine  d'un   pôle  «,  le  développement  de  J {^z)   se 
compose  d'une  partie  régulière  V(z  —  a),  et  d'un  polynôme  entier 

en  ^ ;  ce  polviiomc  est  appelé  la  partie  jirincipale  dey^(;)  dans 

le  domaine  du  pôle.  Lorsque  le  module  de  z  —  a  tend  vers  zéro, 
le  module  de  f{z)  augmenle  indéjlnimenl^  de  quelque  façon 
(fue  le  point  z  se  rapproche  du  pôle.  En  effet,  la  fonction  •^■j{z\ 
n'étant  pas  nulle  [)our  r  =  a,  supposons  le  rayon  du  domaine  assez, 
petit  pour  que,  dans  ce  domaine,  le  module  de  ■!/(;)  reste  supérieur 
à  un  nombre  positif  M.  En  désignant  par  /•  le  module  de  ;  —  «,  on  a. 

i.^\-')l  >  ~  •^^i  1''"'  suite,  !,/(;)  I  augmente  indélinimcnl  lorsque  r 
li'nd  vers  zéro.  La  fonction  'i(^)  étant  régulière  pour  :  =  o,  soit  G. 
un  cercle  de  centre  a  à  l'intérieur  duquel  'i'(^)  est  liolomorplie. 
Le  quotient  -, — i—ll —  est  une  fonction  liolomoriilie  riour  tous  les- 
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))oinls  de  ce  cercle,  sauf  pour  le  point  a  lui-même.  Dans  le  do- 
maine a  d'un  pôle,  la  fonction  /(:)  n'admet  donc  pas  d'autre 
point  singulier  que  le  pôle  lui-même;  en  d'autres  termes,  les  pôles 
sont  des  points  singuliers  isolés. 

299.  Fonctions  méromorphes.  —  Toute  fonction  uniforme  qui, 
dans  une  région  A,  n'admet  pas  d'autres  |)oinls  sini;ulieis  que  des 
pôles,  est  dite  une  fonction  méromoiphe  dans  celte  région.  Une 
fonction  méromorplic  dans  tout  le  plan  peut  avoir  une  indnité  de 
pôles,  mais  elle  ne  peut  en  avoir  qu'un  nombre  lini  dans  une 
région  située  tout  entière  à  distance  finie.  La  démonstralion  repose 
sur  un  tliéorème  général,  que  nous  aurons  encore  à  invoquer  :  .S'< 
dans  une  région  A,  située  tout  entière  à  distance  finie,  il  existe 
une  infinité  de  points  jouissant  d'une  propriété  particulière, 
il  existe  au  moins  un  point  limite  dans  la  région  \,  ou  sur  son 
contour.  (Nous  entendons  par  point  limite  tout  point  dans  le  voi- 
sinage duquel  il  existe  une  infinité  de  points  jouissant  de  la  pro- 
priété en  question.)  On  établit  cette  proposition  par  le  procédé 
bien  souvent  employé  des  subdivisions  successives.  Désignons, 
pour  abréger,  par  (E)  l'ensemble  des  points  considérés,  et  imagi- 
nons qu'on  divise  la  région  A  en  carrés,  ou  portions  de  carrés, 
par  des  parallèles  aux  axes  Ox,  Oy;  il  y  aura  au  moins  une 
région  A,  leiifermant  nue  infinité  de  points  de  l'ensemble  (E). 
En  subdivisant  de  même  A,,  et  ainsi  de  suite,  on  formera  une 
suite  indéfinie  de  régions  A|,  Ao,  ...,  A„  ...  de  plus  en  plus 
petites,  dont  cbacune  est  contenue  dans  la  précédente,  et  renferme 
une  infinité  de  points  de  l'ensemble.  Tous  les  points  de  A„  (endent 
vers  un  point  limite  Z,  situé  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  de  A. 
Ce  point  Z  est  nécessairement  un  point  limite  de  (E),  jmisque,  à 
l'intérieur  d'un  cercle  ajant  Z  pour  centre,  il  y  a  toujours  une 
infinité  de  jioints  de  (E'),  aussi  petit  que  soit  le  rayon  de  ce 
cercle. 

Cela  posé,  supposons  que  la  fonction  f{z)  soit  niéromorpbe  à 
l'intérieur  d'une  région  A  à  dislance  l^inie,  ainsi  que  sur  le  contour  1' 
de  celle  région.  Si  elle  admettait  une  infinité  de  pôles  dans  cette 
région,  il  y  aurait,  d'après  le  tliéorème  précédent,  un  point  Z  au 
moins,  situé  dans  A  ou  sur  F,  dans  le  voisinage  duquel  il  y  aurait 
une  infinité  de  pôles.  Ce  point  Z  ne  pourrait  êlre  ni  un  pôle,  ni 
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nu  point  ordinaire.  On  voit  de  nièine  que  la  i'oncliony'(;)  ne  peut 
admeltre  qu'un  nombre  fini  de  zéros  dans  la  inèiiie  région.  JNous 
pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Toute  fonction  méromorplic  ilans  uni'  réi;/on  A,  tout  enlièif 
à  distance  finie,  et  sur  son  contour,  n'admet  dans  celle  région 
iju' un  nombre  fini  de  zéros  et  rju' un  nombre  fini  de  pùlcs. 

Dans  le  voisinage  diin  point  quelconque  (i,  une  fonction  méro- 
inorplie  f\:)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(32)  f{z)  =  {z-aW-^{z), 

'^{z)  étant  une  fonction  régulière  qui  n'est  pas  nulle  pour  r-  =  a. 
L'exposant  •/  est  appelé  l'ordre  de  /(;)  au  point  a.  Cet  ordre 
est  nul,  si  le  point  a  n'est  ni  un  pôle  ni  un  zéro  poHry'(;i;  il  est 
égal  à  m,  si  le  point  a  est  un  zéro  d'ordre  m  lioy(r),  et  à  —  /(, 
si  a  est  un  pùle  d'ordre  n  pour_/(r). 

300.  Points  singuliers  essentiels.  —  Tout  point  singulier  d'une 
fonction  uniforme,  qui  n'est  pas  un  pùle,  est  un  point  singulier 
essentiel.  Lu  point  singulier  essentiel  a  est  isolé,  s'il  est  possible 
de  décrire  un  cercle  C  de  centre  a,  ù  l'intérieur  duquel  la  func- 
iion/(;)  n'ait  pas  d'autre  point  singulier  que  le  point  a  lui- 
même;  nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à  ceux-là. 

Le  théorème  de  F^aurenl  fournil  immédiatement  un  développe- 
ment de  la  fonction  f{:)  valable  dans  le  voisinage  d'un  point  sin- 
gulier essentiel  isolé.  Soit  C  un  cercle  de  centre  a,  ù  l'intérieur 
duquel  la  fonction  f{z)  n'a  pas  d'autre  point  singulier  que  a; 
soit,  d'autre  part,  c  un  cercle  concentrique  et  intérieur  à  C.  Dans 
la  couronne  circulaire  comprise  entre  les  deux  cercles  C  et  c,  la 
fonction  /{:■)  est  liolomorphe,  et  par  suite  elle  est  égale  à  la 
somme  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances,  positives  et 
négatives,  de  ;  —  a, 

(33)  /i3)=   2   A„,(; -«)'". 

Ce  développement  est  valable  pour  tous  les  points  intérieurs  au 
cercle  C,  sauf  pour  le  point  «,  car  on  peut  toujours  prendre  le 
rayon  du  cercle  c  inférieur  à  |;  —  a\,  (piel  que  soit   le  point  z 
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diirérenl  de  «,  pris  dans  C,  et  les  coelilcienls  A,„  ne  dépendent 
pas  non  plus  de  ce  rayon  (n"  293).  Le  développement  (33)  con- 
tient d'abord  une  partie  régulièie  au  point  rt,  soit  P(s  —  a), 
formée  par  les  termes  à  exposants  positifs,  d'autre  part  une  série 
ortlonnée  suivant  les  puissances  de > 

lil) 


(--«)" 


c'est  la  partie  principale  de  /(s)  dans  le  domaine  du  point  sin- 
i;ulier.  Cette  partie  principale  né  se  réduit  pas  à  un  polynôme, 
car  le  point  ;  =  «  serait  alors  un  pôle,  contrairement  à   l'iiypo- 

llièsc  (').  C'est  une  fonction  entière  de En  elVet,  soit  /•  un 

nombre  positif  (pielconque  inféiieur  au  ravon  du  cercle  C;  le 
coefficient  A    ,„  de  la  série  (34)  a  pour  expression  (n"  295) 

l'intégrale  étant  prise  suivant  le  cercle  G' de  centre  rt  et  de  ravon  /•. 
On  a  donc 

(35)  |A_,„]<, m  (,■)'■'", 

Oli(;')    désignant   le    maximum    du   module  de  /{z)   le   long   du 
cercle  G'.  La  série  (3,1)  est  donc  convergente  pourvu  que  \z  —  a 
soit  supérieur  à  /•,  cl,  comme  /est  un  nombre  positif  qu'on  peut 
sujiposer  aussi  |)etit  qu'on  le  veut,  la  série  (34)  est  convergente 
pour  toute  valeur  de  ;  dillérente  de  «,  et  nous  pouvons  écrire 

I*(; — a)   élanl   une   fonction  régulière  au  point  a,  cl  Gif- ) 

une  fonction  enlièrc  (-)  de  ■; 


(')  l'oui-  nOublicr  aucune  lijpollit-se,  il  faudrait  aussi  examiner  le  cas  où  le 
ilévcloppement  de  f(z)  à  l'intérieur  de  C  ne  renferme  que  des  puissances  positives 
de  ;  —  «,  la  valeur  f{a)  de  la  fonction  au  point  a  étant  différente  du  terme 
indépendant  de  ;  —  ii  dans  la  série.  Le  point  z  —  a  serait  pour/{x:)  un  point 
(le  discontinuité.  Nous  écarterons  celte  singularité,  d'un  caractère  tout  à  fait 
artificiel  (voir  plus  loin.  Chap.  XVI). 

(')  Nous  désignerons  souvent  par  G(x)  une  fonction  entière  de  ,v. 
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J.,ors(|iie  le  module  de;  —  a  diminue  iiidelinimenl,  la  valeur 
de  /  (  ;  )  ne  leiid  vers  aucune  limite  dt'-lermmée.  I)  une  façon  plus 
précise,  ,?/,  dit  point  a  comme  centre,  on  décrit  un  cercle  C, 
avec  un  rctyon  nrliitraire  o,  il  existe  toujours  à  l'intérieur  de 
ce  cercle  des  points  z  pour  lesquels  /{:■)  diff'ère  d'aussi  peu 
qu'on  le  veut  de  tout  nombre  donné  à  l'avance  (  Weierstuass). 

Démonlrons  d'abord  que,  quels  que  soient  les  deux  nombre* 
positifs  p  et  M,  il  existe  des  valetirs  de  ;  pour  lesquelles  on  a  à  la 
fois  I  ;  —  a  1  <  p,  !/(:;)  |  >  M.  Si,  en  effet,  le  module  de  /(;) 
était  au  plus  égal  à  M  lorsqu'on  a  |  r  —  rt  |  <<  p,  '^\\.  (/')  serait  infé- 
rieur ou  égal  à  -M  pour  /•  <;  i,  et,  d'après  l'inégalité  (35),  tous  les 
coefficlenls  .V_„,  seraient  nuls,  car  le  |)r()duit  OR  f/*) /'"^  M /•'" 
tendrait  vers  zéro  avec  /•. 

Considérons  maintenant  une  valeur  quelconque  A.  Si  l'équa- 
tion^ (;)^=  A  aiimet  des  racines  à  linlérieur  du  cercle  C,  aussi 
petit  que  soit  le  rayon  p,  le  tiiéorème  est  cl;il)li.  Si  l'équa- 
tion _/(;):=  A  n'admet  pas  une  infinité  de  racines  dans  le  voisi- 
nage du  point  a,  on  peut  prendre  le  ra\on  p  assez  petit  pour  qu'à 
l'intérieur  du  cercle  C  de  raA'on  o,  aAant  pour  centre  a ,  celte  équa- 
tion n'ait  aucune  racine.    La  fonction -j  i;  i  = -^ r  est  alors 

'  ./  I  -  '  —  -^ 

lioiomorphe  pour  tout  point  z  intérieur  à  C,  sauf  pour  le  point  a; 
ce  point  a  ne  peut  être  qu'un  point  singulier  essentiel  pour  s  (s), 
car,  dans  le  cas  contraire,  ce  point  a  serait  un  p(')le  ou  un  point 
ordinaire  pour  /(z).  Donc,  d'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer, 
il  existe  des  valeurs  de  r  à  l'intérieur  du  cercle  C  pour  lesquelles 
on  a 

|o(c)|>^  0.1  i/(^)-A!<£, 

aussi  petit  cpie  soit  le  nombre  positif  z. 

Cette  propriété  distingue  nettement  les  pôles  des  points  singu- 
liers essentiels.  Tandis  que,  dans  le  voisinage  d'un  pôle,  le  module 
de  la  fonction  y  (::)  augmente  indéfiniment,  la  valeur  de  f  (z)  al 
complètement  indéterminée  pour  un. point  singulier  essentiel. 
AI.  Picard  (')  a  obtenu  une  jiroposition  plus  précise  en  montrant 
fpie  toute  é(piation  /i  r-^  =  V  admet  une  infinité  de  racines  dans 


C)  Aimâtes  de  l'Ecole  Aormale  supérieure,  2'  série,  t.  IX,  iSS,,,  p. 
aussi  la  note  à  la  fin  du  Volume. 


Io8       CHAPITRE    XIV.    —   TIIÉOBIE    GÉNÉBALI-:    DKS    FONCTIONS   AXALVTIQIES. 

le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel,  une  exception  ne  pou- 
v.nit  se  produire  que  pour  une  valeur  particulière  de  A. 

Exemple .  —  Le  point  i  =  o   csl  un    point   singulier   essentiel    poui    \i 
fonction 

1 

-  _  '  '       '  '  '  .        ■ 

'      Z  l  .1     Z-  '  '  '  1  .'.  .  .H     Z"  '         ' 


il  est  facile  de  véiiller  i|ue  l'équation  e-  =  A  admet  une  iiillnité  de  racines 
de  module  inféiieur  à  o.  aussi  petit  que  soit  p,  pourvu  que  A  ne  soit  pas 
nul.  Soit  A  =  ;■  I  cosO  -H  j  sinO),  on  tire  de  l'équation  précédente 

pour  que  |  ;;  ]  soit  <  p,  il  suffira  qu'on  ait 

(\osr)'--h(0-i-->/;-y-^-^- 

11  V  a  évidemment  une  infinité  de  valeurs  du  nombre  entier  /.  qui  satis- 
font à  cette  condition.  Dans  cet  exemple,  il  y  a  une  valeur  exceptionnelle 
de  A,  à  savoir  A  =  o.  .Mais  il  peut  aussi  arriver  qu'il  n'v  ait  aucune  valeur 

exceptionnelle  ;  tel  est  le  cas.  par  exemple,  de  la  fonction  sin  -  • 


301.  Résidus.  —  .^oit  a  un  pôle  ou  un  |>oinl  sinj;ulier  essentiel 
isolé    d'une    fonction   fiz).    Proposons-nous    de    calculer   l'inlé- 

gi-ale    /  /(:)'-/:  le  long  d'un  cercle  C  de  centre  a,   tr;icc  dans  le 

domaine  du  point  a.  Nous  avons  la  partie  régulière  P(;  —  ai. 
qui  donne  zéro  dans  celte  intégrale.  (  Hiant  à  la  partie  princi- 
pale G  ( ))  on  peut  l'intégrer  terme  à  ternie;  en  cllel,  si  le 

point  a  est  un  point  singulier  essentiel,  on  a  une  série  entière  c|ui 
est  uniformément    convergente.  L'intégrale  du  terme  général 


fj 


A_„,  dz 


est  nulle   si   l'exposant  m  est   [)lus  grand  que  un.  car  la  fonchoii 

A_ 
primitive  —  ~ — reprend  la  même  vnleur  après  nue 

■  I  «(  —  I  I  (  z  —  a)'"-'       '  '  ' 

la  \ariable  a  décrit  un  chemin    fermé.  Au   contraire,  si   m  =  i. 


II.  —    INT;:t.R.VLE    DE    CALCIU.     —   SÉRIES    DE    TAVLOR    ET    DE    LAlnENT.        Il») 

l'intéj;r.ilc  déliiile  A_i  j  ^-^^^  a  |.our  valeur  2r/A_i,  connue  le 
prouve  le  caiL-ii!  déjà  fait  au  ii"  292.  On  a  il. .ne  la  formule 

•.-jA_,=  f  /iz),lz, 

<|ui  n'est  au  fond  qu'un  cas  particulier  de  la  formule  (  v>3),  don- 
naiit  les  coefficients  de  la  série  de  Laurent.  Le  coefficient  A.,  est 
appelé  le  résidu  de  la  foneiion/(;)  relatif  au  point  singulier  a. 

Considérons   maintenant   une   fonction  f{z),  continue  sur  un 
contour  fermé  V .  et  n'ayant  à   rintérieur  de  ce   contour  I'  fpi'un 

nombre    fini    de    points    sinouliers    a,    h,    c, /.   Soient   A,    H, 

(',  ...,  L  les  résidus  correspondants;  si  l'on  entoure  chacun  de 
ces  points  singuliers  d'un  cercle  de  rayon  très  petit^  l'inté- 
iiiale  /  •■/{:)  cfz,  prise  le  long  de  F  dans  le  sens  direct,  est  égale 
à  la  somme  des  intégrales  prises  le  long  des  petits  cercles,  dans 
If  nirme  sens,  et  nous  avons  la  f(u;nule  très  importante 

(3r.)  f  f,z)(iz  =  i-i(\~R-i-(:^. 


'{V) 


i>>. 


f|in  exprime  que  l'inté-rale  j  f{z)dz,  prise  le  long  de  Y  dans 
le  sens  direct,  est  égale  au  produit  de  2-i  par  la  somme  des 
résidus  relatifs  aux  points  singuliers  de  /(;)  intérieurs  à  ce 
contour. 

11  est  clair  que  le  lliéorème  s'applique  aussi  aux  contours  I' 
tonnés  par  plusieurs  courbes  fermées  distinctes. 

On  voit,  d'après  cela,  le  rôle  important  des  résidus  :  il  est  utile 
de  savoir  les  calculer  rapidement.  Si  un  point  a  est  un  pôle 
d'ordre  //(  pour/(3),  le  produit  (:  -a)"'/{z)  est  régulier  au 
point  a,  et  le  résidu  de  f(z)  est  évidemment  le  coefficient  de 
I  ;  —  a)'""'  dans  le  développement  de  ce  produit.  La  règle  se  sim- 
plifie dans  le  cas  dim  pcMe  simple;  le  résidu  est  alors  égal  à  la 
limite  du  |)roduit  (c  — ;/)_/\r)  pour  z^a.  Le  plus  souvent,  la 
(onction /(;)  se  présente  sous  la  forme 


■^^^'^Qr.)' 


Q{z) 
les  fonctions  P(;)  et  (^)(;)  étant  régulières  pour  z  =  a,  et  V  (  a) 
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n'étant  pas  nul,  lanclis  que  a  est  un  zéro  simple  poiir()(3).   Soil 

(^(;)  =  (;  —  «)Pi(;);    le   rt'siJii    est   égal   au   quotient-—,  ou 

,,■,.■         .  ,•  .    l'(") 

encore,  comme  on  le  veiilic  immeiliatemenl,  a  --7- — •• 


111.         VI'in.ICVTIONS  DES  TtlliOl^IJMIÎS  GliMiU.VtX. 

Les  ajiplicalions  du  ilernier  lliéorème  sont  innombrables.  Nous 
allons  en  donner  quelques-unes,  se  rapportant  principalement  au 
calcul  des  intégrales  définies  et  à  la  théorie  des  équations. 

302.  Remarques  diverses.  —  Soit/(;)  une  fonction  telle  que  le 
produit  (;• —  a)J\z)  tende  vers  zéro,  en  même  lem])s  que  |;  —  a\. 
L'intégrale  de  cette  fonction  le  lon}^  d'un  cercle  y,  de  centre  a  et 
de  ravon  0,  tend  vers  zéro  a\cc  le  ravon  de  ce  cercle.  On  peut 
écrire  en  effet 

f  f{z)dz  =f  (,  _a)/(^)^^; 

si  /.  est  le  mavinuim  du  module  de  (  ;  —  «)/(;)  le  long  du  cercle-', 
le  module  de  l'intégrale  est  inférieur  à  a-r,,  et  par  consécjuent 
tend  vers  zéro,  puisque  t,  est  lui-même  infiniment  petit  aveco.  On 
verrait  de  même  que,  lors([ue  le  produit  {:  —  a)f{z\  tend  vers 
zéro  lorsque  le  module  de  r — a  augmente  indéliniment,  1  inté- 
grale   /  /(;)  dz,  prise  le  long  d'un  cercle  C  de  centre  a,  lend  vers 

zéro   lorsque   le   ravon   tlu    cercle  augmente  indéHnimeMl.  Ces  re- 
marques subsistent,  si,  au  lieu  d'intégrer  le  long  de   la  circonlé- 
rence  entière,  on  intègre  seulement  le   long  d'une  partie,  pourvu 
que  le  produit  considéré  tende  vers  zéro  le  long  de  cette  jiarlie. 
Ou  a  souvent  à  chercher  la  limite  supérieure  du  moduled'uac 

intégrale  iléfinie  de  la  forme    /    f(x)(Lr,  prise   le  long  de  l'axe 

réel.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a<.l>.  On  a  \u  plus  iiaut 
(n°  283)  que  le  module  de  celte  intégrale   est  an  plus  égal  à  l'iu- 

légrale    /     |  /  (  x)  \  clx,  el,  par  conséquent,  inférieur  à  M  (  A  —  (n, 

si  M  est  une  limite  supérieure  du  module  de  y  (  j:  1. 
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303.  Calcul  d'intégrales  définies  élémentaires.  -  L'inléyrule 
définie  j  T{x  )  de,  où  F  {  x  >  est  une  fonction  raliininclle,  [irise 
le  long  de  Fase  réel,  a  un  sens,  pourvu  (|ue  le  dénominateur  ne 
s'annule  pour  aucune  valeur  réelle  de  x  et  que  le  degré  du  iiiiuk'- 
raleur  soit  inférieur  au  degré  du  dénominateur  d'au  moins  deux 
unités.  De  l'origine  comme  centre,  décrivons  un  cercle  C  de 
rayon  II  assez  grand  pour  que  toutes  les  racines  du  dénoniinalcur 
de  F(x)  soient  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  et  considérons  un  conloia- 
d'intégration  formé  du  diamètre  B  V,  tracé  suivant  l'ave  réel,  el 
de  la  demi-circonférence  C  située  au-dessus  de  Taxe  réel.  Les 
seuls  points  singuliers  de  F(;)  situés  à  l'intérieur  de  ce  contour 
sont  des  pôles,  qui  proviennent  des  racines  du  dénominateur 
de  F(:)  pour  lesquelles  le  loeflîcient  de  i  est  positif.  En  dési- 
gnant par  iRf,  la  soiiuug  des  résidus  relatifs  à  ces  pôles,  on  peut 


donc  écrir( 


•^-  p.  •^:  t;'  1 


lorsque  le  rayon  Pi  augmente  indéfiniment,  linlégrale  le  long  dcC 
tend  vers  zéro,  puisque  le  produit  cF(;)  est  nul  pour  r  infini,  el 
il  vient  à  la  limite 

On  ramène  facilement  aux  précédentes  les  intégrales  délinics 
/        ['"(sin.r,  cosx  i  i/.r, 

où  F  est  une  fonction  rationnelle  de  sin.f-  et  de  cosx,  ne  de\enaiit 
infinie  pour  aucune  valeur  réelle  de  a:,  et  l'intégrale  étant  prise 
le  long  de  Taxe  réel.  Observons  d'abord  qu'on  ne  change  pas  la 
valeur  de  cette  intégrale  en  prenant  [xnir  limites  .r,,  et  jro+^-, 
Xa  étant  un  no.nbre  réel  fpielconque;  ou  peut  donc  prendre  pour 
limites  — -et-+--  par  exemple.  Or  le  changement  de  variable 
clasiiique  lang  — =  t  ramène  l'intégrale  considérée  à  l'intégrale 
d  une  fonction  rationnelle  de  C,  prise  entre  les  limites  —  x,  +x, 
car  tang  —  croît  de  —  k  à  -H  x  lorsque  x  croit  de  —  -  à  -j-  -. 
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On    peut    encore   opérer  antrement.   En  posant  e"  =  z,   on  a 
i/x  z=  ^.  et  les  formules  d'Eiiler  donnent 


et  rinlégrale  proposée  se  change  en  une  intégrale 

<  hiant  au  nouveau  chemin  d'intégration,  lorsque  x  croît  de  o  à  2:t, 
la  variahle  z  décrit  dans  le  sens  direct  le  cercle  de  rayon  un  ayant 
pour  centre  l'origine.  Il  suffira  donc  de  calculer  les  résidus  de  la 
nouvelle  fonction  rationnelle  de  z,  relatifs  aux  pôles  dont  le  mo- 
dule est  inférieur  à  un. 

Prenons  par  exemple  l'intégrale    /       cotl^ ; jdx,  qui  in 

une  valeur  finie,  pourvu  que  b  ne  soit  pas  nul.  Nous  avons 

COt       =   t  ■ ; ; . 

e  ■  —  e  • 


ou  encore 


,r  —  n  —  hi\  gix^^-h^ai 


Le  changement  de  variahle  e'' =  z  conduit  donc  à  l'intégrale 

,^ ,.,:;  — «-''+<"  T' 

[^a  fonction  à  intégrer  admet  les  deux  pôles  simples  r  =  o, 
;=:e  *+"',  et  les  résidus  correspondants  sont  —  i  et  -f-  a.  Si  1/ 
est  positif,  ces  deux  pù'es  sont  à  riiilérieur  du  contour  d'intégra- 
tion, et  l'intégrale  est  égale  à  2tu;  si  b  est  négatif,  le  pôle  ;^  o 
est  seul  à  l'intérieur  du  contour,  et  l'intégrale  est  égale  à  —  2ttj. 
L'intégrale  proposée  est  donc  égale  à  ih  2  —  /,  suivant  que  b 
est  positif  ou  négatif.  Nous  allons  donner  maintenant  quelques 
exemples  moins  élémentaires. 

'Ml.  Intégrales  définies  diverses.  —  1"  La  fonction admet  les 


Ml.    —    A1'IM.Ii:AT1(i.\S    des    TIlKclllKSlK 


S    (iKNliRAUX. 


deux  pôles  -f-/  et  -  ,,  avec  les  résidus  î-^  et  -  '-1.  Supposons,  pour 
fi\Lr  les  idées,  m  positif,  et  considérons  le  contour  formé  d'une  deini- 
ciioonférence  de  rayon  1res  grand  R,  ayant  l'origine  pour  centre  et  située 
au-.lessus  de  l'axe  réel,  et  du  diamètre  qui  coïncide  avec  l'axe  réel.  A  l'in- 
térieur de  ce  contour,  la  foncti..n  ''_^'"_,  admet  le  seul  pùl;  z  =  /,  et  l'in- 
tégrale prise  le  long  du  contour  total  est  égale  à  r.e-'".  Or  l'intéïiale  le 
long  de  la  demi-circonférence  tend  vers  zéro  lorsque  le  rayon  K  airgmenle 
indéfiniment,    car    le    module   du  produit  =-^c""-      le    long    do    celle 

courl.e  tend  vers  zéro.  Kn  effet,  si  l'on  remplace  ;  par  R  i  cosO-^-  /sin  0) 
on  a 

e-(./r_  e-mllsin'j+//nllo,<'l 

et  le  module  (.-'"Hsm.O  ..«.le  inférieur  à  lunitc  quand  0  varie  de  o  à  t:. 
Quant  au  module  du  facteur— i_^,  il  est  nul  pour  ;  infini.  On  a  donc  à 
la  limite 

M  Ion  remplace  e""-'  par  cos /«j--- ,sin /n.r,  le  coefficient  de  j  dans  le 
premier  membre  est  évidemment  nul,  car  les  éléments  de  l'intégrale  se 
détruisent  deux  à  deux.  Gomme  on  a.  de  plus,  cos  (- /«.r  ;»  =  cos  wa-,  on 
peut  écrire  la  formule  précédente 

(3-1  f'  '-"'"'■'•   ,  - 

''■  '-3  fonction  —est  holomorplie  à  l'intérieur  du  contour  ABMB'A'NA 
{Jli;.  (il  I  formé  des  deux  demi-circonférences  R.MB,  A'XA.  décriles  de 
l'origine  pour  centre  avec  les  rayons  R  et  r,  eldes  lignes  droites  AB,  B'A'. 

Un  a  donc  la  relation 

"     "^l'"  -^  -I!  ^    A  X.*,    ^ 

que  nous  pouvons  aussi  écrire 

'  *     HMI;  •      A  .XAl    "" 

Lorsque  r  tend  vers  zéro,  la  dernière  intégrale  tend  vers  —  -/:  nous  avons 
en  f  PTet. 

—  =  i  -i-l'   - 
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H(;i  élaiu  une  fonclion  régulière  à  l'origine, 

(/z 

(  A'NA 


L'intégrale  de  la  |)artic  régulière  P  (-  i  devient  infiniment  petite  avec  la 
longueur  du  chemin  d'intégration;  quant  à  la  dernière  Intégrale,  elle  est 
égale  à  la  variation  de  I.og  (;)  le  long  de  A'NA,  c'est  à-dire  à  —  ir/. 


L'intégrale  le  long  de  BMB'  tend  vers  zéro  lorsque  H  augmente  indéfi- 
niment. Si  l'on  pose,  en  effet,  z  =  RCcosO-i-  tsinO),   il  vient 

^' mil;  .  "  «'i 

et  le  module  de  cette  intégrale  est  inférieui-  à 


Lorsque  0  croit  de  o  à  -,  le  rapport  — ^j— 
Ilsin0>  -RO 


décroit  de  là-,  et  l'on  a 


et.  par  suite, 


SHfj 


y^'e-RM„0f/O<  f 


-RMnOf/0<    /      e       "^    cU)=-  -^ 


d'où  résulte  la  proposition  énoncée. 

En  passant  à  la  limite,  on  a  donc  {voir  I,  n"  100) 


/>+*  gix  _  e-l.r 


dr  =  -  i. 


m.    —   APPLICATIO.N-;    Di;S   TIIÉOIIKMRS    (.i;\KH\L\.  |I> 

OU 

i'  LiiUégialc  <ie  la  foncliun  entière  e-'  le  long  ,iu  contour  OAHO 
lormé  (le  deux  rayons  OA  et  OB.  faisant  un  angle  de  45",  el  de  l'arc  <\i 
cercle  AB  {fig.  Ga),  est  égale  à  zéro,  ce  qu'on  peut  écrire 

/     e-'-cU-^  1       e--'clz=    f      ('--•■(/:. 

>■  0  «.',  .1,  .  '  .... 


Lorsque  le  ravon  R  de  la  circonférence  i.  laquello  a|.|uMtient  lare  AH 
augmente  indéfiniment,  l'intégrale  le  long  de  lare  AB  tend  vers  zéro.  En, 
elTet,  si  nous  posons  ;  =  R  ^  cos  ^  -  /sin  2),  cette  intégrale  devient 


Cl  son  module  est  inférieur  i  1  intégrale  il   ^'p-KUo.:^.^     >-o„,  po„,.,„„ 
encore  écrire,  romrne  dans  l'exemple  précédent, 

La  dernière  intégrale  a  pour  valeur 


4K     '■        "    "•"   iK 


(i  -  e-K') 


et  tend  vers  zéro  lorsque  R  croit  indéfiniment. 
Le  long   du   rayon  OB,  on  peut  poser  z  =  f  ( cos  - -h  j'sin  -), 
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donne   e   -'  =  e-'P',    el  en    faisant   croître    H    indéfinimejit,    il    vient  à    la 
limite  (  ('()(/■  I,  n"  133) 


/         c^  9'  l  cos  -^  -H  /  siii  -^  j  rfp  =    / 


e-^'dx=y-^, 


ou  encore 


r 


€-'(■'-  th  = 


00*  —   —  (SI 


"?) 


En  égalant  les  parties  réelles  et   les  coefficienls  de  /,  on  obtiont  la   valeur 
des  intégrales  de  PresncI 


(38) 


f        cosc,5o'p=  -l/-.  /         sino2(/o  =  -l/-. 

./„  ••'V    ■■*  J„  '        -M     ■•» 

■finie   / 


ri'-i  dJC 


303.  Calcul  de  l'(p)  rd  —  p)-  —  L'intégrale  dé 

.  •'».         '""^ 

la  variable  .*•  et  l'exposant  /;  sont  réels,   a   une  valeur  finie  pourvu  que /i 

soit  positif  et  inférieur  à  un;  elle  est  égale  au  prciduil  !'( /)  i  l'i  i  — /')  ( 'l 

-/■   1 
Pour  évaluer  celle  inlé"ralc,  considérons  la  fonclion <   crijl  admet  un 

pôle,  le  point   ;  =  —  i.  et  un   point  de  ramification,  le  point  ;  =  o.  Consi- 


<lérons  le  contour  abmb'aiia  {Ji?;.  ()j  )  fonni'  par  deux  circonfé- 
icnces  C  et  C,  décrites  de  l'origine  avec  les  rayons  /■  el  p  lespectiveinent, 
et  les  deux  di  oites  ab  cl  a'  b' ,  infiriinuMit  voisines,  situées  de  part  et  d'au  lie 


(t.  I).    La    formule  (ig),   ci-après    dénionlrée   en   supposant   /;    réel,  est   cxiictc, 
pourvu  que  la  partie  réelle  de  p  soit  comprise  entre  o  et  i. 
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«l'une  coupure  tracée  suivant  Ox.  La  fonction  est  uniforme  à  riiilé- 

rieur  de  ce  contour  qui  ne  renferme  qu'un  point  singulier,  le  [x'ile  -  =  —  i  ; 
pour  acliever  de  la  déterminer,  nous  conviendrons  de  prendre  pour  argu- 
ment de  ;  celui  qui  est  compris  entre  o  et  •!-.  i£n  appelant  R  le  résidu 
relatif  au  p''>Ii'  ;  = — i.  nous  avons  donc 

Les  int -grales,  le  lonj;  des  circonférences  G  et  (!',  tendent  vers  zéro 
lorsque  /'  croit  indéfiniment  ou  lorsque  p  diniinue  indéfiniment,  car  il  en  est 

ainsi  du  produit ?    puisqu'on   a  o  </)<!. 

Le  Ions:  de  ab.  z  est  réel:  pour  |)las  de  clarté,  représentons-le  par  x. 
L'argument  île  ;  étant  nul.  ;;/'-'  est  égal  à  la  valeur  arithmétique  x/'^'. 
Le  long  de  a  l>  ,  z  est  encore  réel,  mais  son  argument  étant  .>-.  on  a 

;/'-!  =  e'"'    1";'-^  =  "'   =  (■-"''/'-l'r''-'. 

La  somme  des  deux  iulégrales  le  long  île  ab  et  le  long  de  b' a  a  donc  pour 
limite 

r"^*  3-''-' 
dT. 


Le  résidu   R  est  égal  à  ( — ^i )''-',  c'est-à-dire  à  e'/'-""',  car  Largumcnt 
le  — I  doit  être  pris  égal  à  -.  d'après  notre  convention.  On  a  donc 


dx  . 


ou  enfin 

(39)  /        dx=- -• 


;î06.  Application  aux  fonctions  méromorphes.  —  Elant  don- 
nées deux  foiu  lions _/"(  z  i.  -.ii  ;  ),  dont  l'une  /i  :•)  est  niéroinorphe 
à  rintérieiir  d'un  contour  fermé  C,  et  Taiilre  'f  (•:  )  liolomorplie  ù 
lintérieiir  du  même  contour  [les  Irois  fondions /"(;), /"'(;),  s(-) 
l'iant  coni innés  sur  le  contour  C],  clicrclions  les  points  singuliers 

de  la  fonction  s (' -  )  - .        intérieurs  à  C.  L  n  point  a  qui  n'est  ni 

un  polc  ni  un  zéro  pour /(:)  est  évidemraenl  un  point  ordinaire 
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,        „  .  f  <  Z  )  ■  ,      .      /"(  C  I       .,  . 

pour  la  loiiclion  -^-i et,  par  suilc,  pour  ■iyz  i  -^ br  un  iioint  a 

r  y  ,  .  l  7  r  I  •    ^      -     _/  I  3  I  ' 

■<'^l  un    |)('ile  ou  un  zéro  de  f{:u  on  peut  tciire,  dans  le  domaine 

■<le  ce  point, 

fi  z\  =  iz  —  a)V-\(z  ), 

■^x  désignanl  un  nonilire  entier,  posilif  ou  néj;atll,  f[ui  est  égal  à 
îldrdre  delà  fonelion  en  ce  point  (  n"  299),  et  ■>(;)  étant  uni- 
ibnctlon  régulière  qui  n'est  pas  nulle  pour  z  =  a.  On  en  déduit. 

-en  prenant  les  déri\ées  logaritiiniif|ues, 

J\z,         z  —  a         -liz)' 
■CiOmnie,  d'autre  pari,  on  a,  dans  le  domaine  du  jioint  a, 

o  I  ;  I  =  -iivM  -t-  ',  -'  —  "  >  ?'l  "  )  +  ■  •  ■ , 

/"ici 
le  point  a  est  un  pùledu  premier  oi'dre  pour  le  produit  '.s(r)  • -'  . 

•«t  le  résidu  est  égal  à  uifrt),  c'est-à-dire  à  »i-j(rt),  si  le  point  a 
■  <,>st  un  zéro  tl'ordre  m  de  f(z),  et  à  —  /i3(rt).  si  le  point  a  est  nn 
pôle  d'ordie  n  i\e  /(zA.  Nous  avons  donc,  d"a|)iès  le  tliéorèmc 
général  des  résidus,  en  su|)pùsant  qu'il  n'y  ait  pas  de  racine  deyi;  i 
sur  le  contour  G, 


(io) 


«  étant  l'un  c|uelconque  des  zéros  dey'(;i  iutéiieurs  à  C.  ^  lun 
<|uelconque  des  pôles  de  _/'(.:)  intérieurs  à  C,  et  cliacuTk,des  pôles 
«t  des  zéros  étant  compté  autant  de  fois  que  l'exige  son  degré  de 
multiplicité.  La  formule  (4o)  fournit  une  infinité  de  relations, 
j3uis(pi'il  suffit  de  prendre  pour  »(;)  une  fonelion  liolomorphc. 
Faisons  en  particulier  '^{z)  =  i  ;  la  formule  précédente  dcMenl 


■<4iJ 


■^-ij^,    J{Z) 


N  et  1'  désignant  respcclivement  le  nomhredes  zéros  et  le  nombre 
<les  pôles  dey"(;)à  l'intérieur  du  contour  C.  Celte  formule  conduit 

à  un  théorème  important.  En  effet,    ..  "  est  la  dérivée  de  Log[/(;')]: 

jiour  calculer   l'intégrale   définie    du    second    membre   de  la  for- 
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iiiiilc  (  4  I  ),  il  siilTil  donc  (le  coniiailre  la  variation  de 

loy|/(„-)|    +/.,-/(  3) 

l(irsi|iie  la  variable  ;  décril  le  contour  (  ",  dans  le  sens  <lirecl. 
Mais  |./(^)|  revient  à  sa  \aleur  initiale,  tandis  que  Fargumenl 
dey(s)  augmente  de  ^>  K-,  K  étant  un  nomhfc  entier  positif  ou 
néi;alif.  On  a  donc 

(  i-ij 

•?.  j:  c 

oesl-à-dire  (|ue  la  différence  N  —  I'  est  égal  au  quritienl  par  j.t. 
de  la,  rarialioa  de  l'argameitt  de  f\z).  lo/st/i/e  le  varialde  : 
décrit  le  contour  C  dans  le  sens  direct. 

Séparons  (lansy"(r)  la  partie  réelle  et  le  coeKicienl  di-  i 

lorsf|ue  le  point  ;  =  j;+j'j  décrit  le  coiiloiir  G  dans  le  sens  direct, 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  X,  Y,  par  rapport  à  un  système 
d'axes  rectangulaires  de  même  disposition  (pn'  les  premiers,  décrit 
aussi  uneconrbe  fermée  G,,  et  il  sulfirait  da\oir  tracé  ajiproxi- 
inativement  cette  courbe  G,,  pour  en  déduire  aussitôt,  à  la  seule 
inspection,  le  nombre  entier  K.  Il  nyaurait  en  ellet  qu  à  compter 
le  nombre  des  circonférences  dont  a  tourné,  dans  un  sens  ou  dans 
1  autre,  le  rayon  vecteur  joignant  au  point  (X,  \  )  Torigine  des 
axes.  On  peut  cn<'ore  écrire  la  formule  (4'^) 

.,.,.        .        ;,         I      /'    ,  /Y\         I      /'   \dY  —  \dX 

m)         N  _  !•  =  --_J^    ./aictan^-)  =  —J^    ____^; 

comme  la  fond  ion  ^  reprend  la  même  valeur  a|)r«'s  que  z  a  décrit 
le  contour  fermé  C,  l'intégrale  définie 

r   \dY—Yd\ 


V« 


est  égale  à  r:!  (  y)'  'e  nombre  I  étant  égal  à  l'indice  du  (juotient^ 

le  long  du  contour  G,  c'est-à-dire  à  l'excès  du  nombre  de  fois  où 
ce  quotient  devient  infini  en  passant  de  4-cc  à  — x  sur  le  nomiire 
de  fois  où  il  devient  infini  en  passant  de  — ce  à  +x  (I,  n"*  79,  loi). 
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iNoiis  pfiuvons  donc  encore  écrire  la  formule  (43)  sous  la  forme 
équivalenle 

(.il)  N_,.  =  I,g). 

307.  Application  à  la  théorie  des  équations.  —  Lorsque  la  fonc- 
lion  f(z)  est  elle-même  hoiomorplie  à  l'intérieur  du  contour  C, 
el  n'admet  ni  pôle  ni  zéro  sur  ce  contour,  les  formulés  précédentes 
ne  renferment  que  les  racines  de  l'équation  _/"(s)  =  o,  qui  sont 
situées  à  l'intérieur  de  C.  Les  formules  (42),  (4^)  et  (44)  fo'^l 
connaître  le  nombre  IN  de  ces  racines  au  moyen  de  la  variation  de 
l'argument  de  /(s)  le  long  du  contour  C,  ou  au  moyen  de  l'in- 
dice de  Y'  Lorsf[ue  la  fonction  /(s)  est  un  polynôme  entier  en  ;, 

à  coefficients  quelconques,  et  que  le  contour  C  se  compose  d'un 
nombre  fini  de  segments  de  courbes  nnicursales,  on  peut  calculer 
cet  indice  par  des  opérations  élémentaires,  c'est-à-dire  des  multi- 
plications et  divisions  de  polynômes.  Soit  en  efi'et  AB  un  arc  du 
contour  ([u'on  peut  représenter  par  les  formules 

.r  =  a( I },         _y  =  •{/(/  ), 

o(/)  et  'J;( /)  désignant  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre/, 
qu'il  faudra  faire  varier  de  a  à  [3  pour  que  le  point  {x,y)  décrive 
l'arc  AB  dans  le  sens  direct.  En  remplaçant  z-  par  cs^/") -f- /•}(/) 
ilans  le  polvnome_/'(;),  il  vient 

/(^)  =  R(0-^^•B,(0, 

R(f)  et  Ri(f)  étant  des  fonctions  rationnelles  de  /  à  coefficiei)is 

réels.  L'indice  de  tt  le  long  de  l'arc  AB  est  donc  ésral  à  l'indice  de 

la  fonction  rationnelle  -7^  lorsque  t  varie  de  a  à  [i,  indice  que  nous 

avons  appris  à  calculer  (I.  n"  79).  Si  le  contour  C  est  formé  de 
segments  de  courbes  unicursales,  il  suffira  donc  de  calculer 
l'indice  pour  chacun  de  ces  segments,  et  de  prendre  leur  demi- 
somnu-,  pour  avoir  le  nombre  des  racines  dey"(;")  ^=  o  intérieures 
au  contour  C. 

Bemarqi/r.    —   Le  théorème  de  d'Alembert  se  déduit  aisément 
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(les  résiillats  [iréctHlents.  Démontrons  d'abord  un  lemme,  dont 
on  se  servira  plusieurs  fois.  Soient  !"'(;),  'I'(;)  deux  fonctions 
lioloinorphês  ;i  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  C,  continues 
sur  la  courbe  elle-même,  et  telles  que,  tout  le  long  de  C,  on 
ail  I  <!>(;)  I  ■<  I  ]■'(  z)  I  :  dans  ces  conditions,  les  deux  ér/iialions 


ont  le  même  nombre  de  racines  à  l' intérieur  de  C.  On  peut 
écrire  en  elTel 


F(.»^*<.)  =  F(.)[.^±i|i]; 


liiisijiie  le  point  ;  décrit  le  contour  ( .,  le  point  Z=  i  4-  ,,■  "..  décrit 

une  courbe  fermée  située  tout  entière  à  l'intérieur  du  cercle  de 
lavon  un  décrit  du  point  Z  =  i  comme  centre,  puisqu'on  a 
\'L — I  I  <<  I  tout  le  long  de  C.  L'argument  de  ce  facteur  revient 
<lonc  à  sa  valeur  initiale  après  que  la  variable  :;  a  décrit  le  con- 
tour C.  et  la  variation  de  l'argument  de  F(5)-l-<^(5)  est  égale  à 
la  variation  de  l'argument  de  F(;);  les  deux  équations  ont  par 
conséquent  le  même  nombre  de  racines  à  l'intérieur  de  C. 

Cela  posé,  soil/i;)  un  polynôme  de  degré  m  à  coefficients 
quelconques:  nous  poserons 

F(c)  =  .\o-"',         •!•(;)=  A,  ;"'-'^...-i-A„„        f{z)  =  V(z)~>\'izy. 
Ciioisissons  un   nombre  positif  R  assez  grand   pour  qu'on  ail 

1  A,      1         I  A.j  I     I  j  A,„  I     I 

tout  le  long  fl'un  cercle  C  de  rayon  supérieur  à  R,  décrit  de  l'origine 

comme  centre,  on  aura  évidemment  -r:   <;  i.  L'équation  y  (:)  ^  o 

a  donc  le  même  nombre  de  racines  à  l'intérieur  du  cercle  C  que 
l'équation  V (z)  =  o,  c'est-à-dire  //(. 

:t08.  Formule  de  M.  Jensen.  —  So'n/(z)  une  fonction  méroniorplie 
dans  un  cercle  (J  île  rayon  r  ayant  pour  centre  l'origine,  liolomorphe  et 
n'ayant  pas  de  zéros  sur  C.  Soient  «|,  «.,  . . .,  a„  les  zéros  et  bi,  b-,,  . . .,  b,„ 
les  pôles  de  /iz\  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  chacun  d'eux  étant  compté 
avec  son  degré  de  multiplicité;  nous  supposerons  de  plus  que  l'origine  n'est 
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ni  un  |)ùle  ni  un   zéro  |)our/(;).  Nou5  nous  proposons  <le  calculer  l'inlé- 
Srale  définie 

•<4.->)  '         .'  - 


=  f   l-"^l/(-Vi|^ 


prise  le  Ion;;  de  »)  dans  le  sens  direct  ;  nous  supposerons,  par  exemple, 
<|ue  la  vnriable  3  paît  du  point  z  =  r  sur  l'axe  réel,  l'argnmenl  de /(  c  ) 
ayant  une  valeur  choisie  à  l'avance.  En  intégrant  par  parties,   nous  avons 

<46) 

la  première  partie  du  second  membre  désignant  l'accroissement  du  pro- 
duit Log(  =  )  Log[/(:)]  lorsque  la  variable  z  décrit  le  cercle  G.  Si  nous 
prenons  zéro  pour  valeur  initiale  de  l'argument  de  z,  cet  accroissement 
Cil  égal  à 

(l(.g/--T-2-OJ  Log  [/(/■)]  -h-2-.iÇn-  m)\  —  logr  I.og[/( /■)) 
=  -î-i  lA<s[f(r)]-^7.-i<  n  —  m)  log/-—  ii«  —  m)--. 

Pour  calculer  la  nouvelle  intégrale  définie,  considérons  le  contour 
fermé  T,  formé  de  la  circonférence  C,  de  la  circonférence  c  décrite  de 
i'originc  avec  un  rayon  infiniment  petit  p,  et  des  deux  bords  infiniment 
voisins  ab,  a' b'  iX'una  coupure  tracée  suivant  l'axe  réel  du  point  s=p 
au  point  ;  =  /■  ifig-  GJ  ).  [Nous  admettrons,  pour  fixer  les  idées,  que/(«) 
«l'a  ni  pôle  ni  zéro  sur  cette  portion  de  l'axe  réel;  dans  le  cas  contraire, 
il  suffirait  de  tracer  une  coupure  faisant  un  angle  infiniment  petit  avec 
i'axc  réel.]  La  fonction  Log;  est  holomorplie  à  l'intérieur  de  V  et,  d'après 
Ja  formule  générale  (lo),  nous  avons  la  Helalion 

L'intégrale  le  long  du  cercle  c  tend  vers  zéro  avec  p,  car  le  pro- 
<luil  ;Log;  est  infiniment  petit  avec  p.  D'autre  part,  si  l'argument  de  ; 
<;st  nul  le  long  de  ab,  il  est  égal  à  21:  le  long  de  a' b' ,  et  la  somme  des 
deux  intégrales  corres|)Oiidantes  a  pour  limite 


il  reste  donc 


:/Log 
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et  la  formule  i  jlj  )  devient 

I  =  1-ii  II  —  m)  log/- 

-  ^-i  1-0S[/'  o)]  -1.-1  Lo-  {"'"i^'"'l''^  j  _  i,  «  -  m)r.--. 

['oui'  intégrei'  le  long  du  cercle  C.  un  peut  pu-ei'  ;  =  /'e'?  et  faire  variei'  o 
de  o  à    >-.    (Jn  tire  de  là  — ^  =  id-^;  soit  f{:)  =  Re'''',   R  et  <î>  étant  des 

fonctions  continues  de  ç  le  long  de  C.  En  égalant  les  coefficients  de  i  dans 

la  formule  précédente,  nous  obtenons  la  formule  de  M.  Jensen  (  ' ), 

(47)  —f      log  1<  </s  =  log  '  f(oA^  log  I  /■■■'-  '"  '''  '''•■■  ''"'  I , 

'■>■'■  J„  "         '  I  a\('î---an\ 

^■ii  ne  figurent  plus  que  des  logarithmes  népériens  ordinaires. 

Lorsque  la  fonction  y  (s)  est  liolomorphe  à  l'intérieur  de  C.  il  est  clair 
qu'on  doit  remplacer  le  proiluit  b^bi  ...  b,,,  par  l'unité,  el  la  formule 
devient 

(\'^)  —f      lo!:R(/==  logl/(o^|-^los  ! — I- 

■i-J^  "         •  -  I.'       •  1  -  !„,„,..  .„„  I 

Celte  relation  offre  cela  d'intéressant  qu'elle  ne  reiilcrme  que  les  modules 
<les  racines  dey"(;)  intérieures  au  cercle  C,  et  le  module  deyi;)  le  long 
<le  ce  cercle  et  pour  le  centre  de  ce  cercle. 

309.  Formule  de  Lagrange.  ■ —  La  forimile  de  Lagrange,  que 
nous  avons  établie  déjà  par  la  niélliode  de  Laplacc  (I,  ii°  19o), 
peut  aussi  se  démontrer  très  aisément  au  moyen  des  théorèmes 
j>éDéraux  de  Cauchj.  La  marche  que  no^l^  allons  sui\re  est  due 
à  M.  Hermite. 

Soityf;)  une  fonction  holomorpiie  dans  un  certain  domaine  D 
renfermant  le  point  a.  L'équation 

(.19)  V{z)  =  z  —  a  —  xf(z)  =  o, 

où  a  est  un  paramètre  \ariahle.  a<lmet  la  racine  :=a.  pour  a=n. 
Supposons  j.:pé.o;  soit  un  cercle  C  de  centre  a  et  de  rayon  /■ 
situé  dans  le  domaine  D,  et  tel  qu'on  ait,  tout  le  long  de  ce 
cercle,  I  ay"(  s)!  <^  I .;  —  a\;  l'équation  F(;)  =  o  aura,  d'après  un 
lemme  établi  plus  haut  (n''307),  le  même  nombre  de  racines  à 

Cj  Acta  mathematica,  t.  .\,\.II,  j..  Z'uj. 
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l'inlérieiir  du  conloiir  C  que  l'équation  ;  —  rt  =  o,  c'est-à-dire 
une  seule  racine.  Appelons  "C,  cette  racine,  et  soit  n(;)  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  le  cercle  C. 

La    fonction    ..         admet   un   seul   nùle  à  l'inlcrleur  de    C,   le 

iioinl   z  =  Z,   et  le   résidu   correspondant  est   „, ; !;   ■    On  a  donc, 

.        ,  .      .  .     .  '   (^^ 

d'après  le  théorème  général. 


(Z) 


l'our  développer  l'intégiale  qui  est  au  second  membre  suivant 
les  puissances  de  a,  nous  procéderons  exactement  comme  pour 
démontrer  la  formule  de  Taylor,  et  nous  écrirons 

I  r  -^  f( z) 


z    -  ri  —  ■j.Jtz\        z  —  it        (z  —  a\'- 

ic  —  rt)"-^'     '    z  —  a  —  %/(Zi[^z  —  (7  J         ' 
en  portant  cette  valeur  dans  l'intégrale,  il  vient 

-|i^A  =  .l„-(-ïJ,^-...-i-a"J„-+-R„+,, 

où 

\iiz)dz  l       f    [f^z\\"\\{z^dz 


(z-a)"- 


^"'  -'c   ^"«-'/<-j  l. --«  J 

Soit  m  la  valeur  maximum  du  module  de  i.f(_z)  tout  le  long  du 
cercle  C:  m  est,  |)ar  iiypothèse,  inférieur  à  /■.  M  étant  la  valeur 
maximum  du  module  de  lli  ;')  le  long  de  C,  nous  avons 


Wf'v 


K«+<  I  < 


ce  qui  montre  cpie  \\„j^t  tend  vers  zéro  losque  ii  croit  indéfiiii- 
jiienl.  On  a  d'ailleurs,  d'après  les  expressions  mêmes  des  coeffi- 
cients Jq,  J ,  J„,  ...  et  les  formules  (14)7 

.To=  !!(«),  ...,  .l„=.^^;[/(a)]"n(a);, 
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Cl  nous  obtenons  le  développenienl  en  série  suivant  : 

On  peut  encore  écrire  cette  formule  sous  une  foriiie  un  peu  dif- 
férente. Posons  ll(;)  =  <l>(:;)[i  _a/'(3)],  <!)(;)  étant  une  fonc- 
tion holoinorplie  dans  la  même  région  ;  le  premier  membre  de  1?» 
formule  (5o)  ne  renfermera  plus  a  et  se  réduira  à  'l'CÇ,).  Quant 
au  second  membre,  remarquons  qu'il  renfermera  deux  termes  de 
degré  n  en  a,  dont  la  somme  sera 

ï"     d'-i 

=  TTT  ^7^77737  ,*  ('"[/•")J"-^-"i'(")/'wf.A«,t'-'  —  «'i-(«)/'(aj[/(«iJ"-'  ; 

«"    (/"-'  i  , 

Il  ;  da"-'  '  j  ij  \    n    !■< 

et  nous  retrouvons  la  formule  de   Lagran-e  sous  sa   forme  iiabi- 
luelie  [voir  l,  n°  1!C>,  formule  (5a  i] 

(5i)    <l.(:)  =  'lM«)+;'«''(a)/(«)-T-...-^  4!^;^M«ll/-(a)]"|+.    .. 

Nous  avons  supposé  que,  le  long  du  cercle  C,  on  a  \y-/{z)\  <  /■, 
ce  qui  aura  lien  si  |  a  |  est  assez  petit.  Pour  trouver  la  valeur  maxi- 
mum de  I  a|,  bornons-noiis  an  cas  où/(;)  est  un  polvnome  ou  une 
fonction  entière.  Soit  .■1)I(/-)  la  valeur  maximum  de  ]/{:■)  \  le  long 
du  cercle  C  de  rayon  /•  décrit  du  point  a  pour  cenirc  ;  la  démon- 
stration s'appliquera  à  ce  cercle,  pourvu  qu'on  ail  |  a  |  .ill  (  /•)  <  ;■. 
Nous  sommes  ainsi  conduits  à  cliercber  la  valeur  maximum  du 
'■apport -yjq—j,  lorsque  /•  varie  de  o  à  +  x.  Ce  rapport  est  nul 
pour  /•  =  o,  car  si  :^\l{r)  tendait  vers  zéro  avec  /•,  le  point  z  =  a 
serait  un  zéro  de/(  s),  et  F(  =  )  serait  divisible  par  le  facteur;— «; 
ce  même  rapport  est  nul  aussi  pour  i=x,  car  autrement /(;') 

serait  un  polynôme  du  premier  degré  (n"29i).  11  s'ensuit  (luc '—- 

passe  par  une  valeur  maximum  jx,  pour  une  valeur  /•,   de  /■.  J.e 
raisonnement  prouve  que  l'équation  (4;))  admet  une  racine  et  une 


I '6    ciiAPnni:  \iv.  —  théorie  gkxkrale  des  fonctions  analytiques. 
*eale   de   modale  inférieur  à  r,,   pourvu   qu'on  ail   |  a  |  <<  a  ;   les 
développements  (5o)  et(5i)  sont  donc  applicables  tant  que  |  a|  ne 
dépasse  pas  [i.,  pourvu  que  les  fonctions  U{z)  et  •!'(  s)  soient  elles- 
mêmes  liolomorjilies  dans  le  cercle  Çi  de  rayon  /•,. 


v/T^ 


qui  tend  vers  a  bu  s.]ije  a  tend  vei'S  zéro.  Prenons  U(z)  =  i  ;  la  formule  (5o; 
devient 

/-  '  •via"     <■/"    Via-—!]"']  V    „ V    ,     ^ 

'  1  1 

X„  étant  le  /(" polynôme  de  Legendre  (voir  f,  n"*  90,  189).  Pour  sa^oi^ 

entre  quelles  limites  la  formule  est  applicable,  supposons  a  réel  et  supérieur 

à  un.  Sur  le  cercle  de  rayon  /■,  on  a  évidemment  PR  (  /)  = 7 

et  l'on  est  conduit  n  clieiclier  la  valeur  maximum  de >    lorsque 

(a  -i-  /•)- —  1 

;•  croit  de  o  à  -h  -j2  .  Ce  maximum  a  lieu   pour  r—  \'a-^  i  ,  et  il  est  égal 
à  a  —  \/a- —  I  .  De  même,  si  a  est  compris  entre  —  i  et  -^  i  ,  on  trouve,  par 

eiitaiic  bien  simple,  que  OR  (/' 1  = ^;^== 

2v/i  — "- 

a  lieu  pour  r  =  y/ 1  —  «'-,  et  il  est  égal  à  un. 


un  calcul  élémeiitaiic  bien  simple,  que  OR  (/' 1  = ■•  I.e  ma\imun> 

2v/l  —  "- 


/■-  -f-  I  ■ 

Il  est  facile  de  vérifier  ces  résultats.  En  effet,  le  radical  \/ 1  —  ?.aa  -^  a*, 
considéré  comme  fonction  de  a,  admet  les  deux  points  critiques  rt±  y/a' — i. 
Si  l'on  a  «>!,  le  point  critique  le  plus  rapproclié  de  l'origine  est 
a  —  ya^ — i.  Lorsque  a  est  compris  entre  — 1  et  +1,  les  deux  points 
critiques  a  dz  t'y'i  —  a-  ont  pour  module  l'unité. 

On  trouvera  dans  le  Cours  lithographie  de  M.  Hermitc  i  f  édition,  p.  iS5) 
une  iliscussion  très  complète  de  l'équation  de  Kepler  ;  —  a  =  asin.ipar 
cette  méthode.  On  esl  conduit  à  calculer  la  racine  de  l'équation  transrcn- 
danlcc'f/-  —  1 1  =  e-''(  ;• -t- 1  )  qui  est  comprise  entre  i  et  2.  M.  Stieltjes  a 
obtenu  les  valeurs 

r,  =  I ,  i99C7S(iio'25773),  ...,         |ji  =  o,6627i34i<.)3.i02i  ■■■• 

rjld.  Étude  d'une  fonction  poiu'  les  valeurs  inâniment  grandes 
de  la  variable.  —  Pour  étudier  une  fonction /(^ 3)  pour  les  valeurs 
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de  la  variable  dont  le  module  aiigmenle   indéfiniment,    on  peu» 

|j05er  ;  =  -  et  étudier  la  fonction  fi—)  dans  le    voisinage    de 

rorii;inc.  Mais  il  est  facile  de  supprimer  cette  transformalior» 
intermédiaire.  Nous  supposerons  dabord  qu'on  peut  trouver  \\n 
nombre  positif  R  tel  que  toute  valeur  Jinie  de  :■,  de  module 
supérieur  à  11.  soit  un  point  ordinaire  pour/(  .s  i.  Si,  de  l'origine 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  R.  on  décrit  un  cercle  C.  h> 
fonctiony(;)  sera  régulière  en  tout  point  ;,  à  distance  finie,  sitiié 
à  l'extérieur  de  C.  Nous  appellerons  domaine  du  jioinl  à  l'infini 
la  région  du  plan  extérieure  à  C. 

Considérons,  eu  même  temps  que  le  cercle  C,  un  cercle  concen- 
[iique  C,  de  rayon  R'>  R.  La  fonction  f{z),  étant  holomorplie 
dans  la  couronne  circulaire  comprise  entre  C  et  C,  est  égale^ 
d'après  le  théorème  de  Laurent,  à  la  somme  d'une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières,  positives  ou  négatives  de  :. 

133)  /(;)  =    y    A_„,-"': 

les  coefficient?  A_„,  de  cette  série  sont  indépendants  du  rayon  R',. 
et.  comme  ce  raA'on  peut  être  pris  aussi  grand  qu'on  le  veut,  if 
s'ensuit  que  la  formule  (5))  s'applique  à  tout  le  domaine  du  point 
à  l'infini,  c'est-à-dire  à  toute  la  région  extérieure  à  C.  Cela  posé,, 
nous  avons  plusieurs  cas  à  distinguer  : 

i"  Lorsque  le  développement  de  /'i  ;  i  ne  renferme  que  des  puis- 
sances négatives  de  ;, 

la  fonction /'(  z)  tend  vers  Ao  lorque  \  z\  augmente  indéfiniment; 
on  dit  que  la  fonction  /(;)  est  régulière  au  point  à  l' infini,  oi? 
encore  que  le  point  à  l'infini  est  un  point  ordinaire  de  /(:■). 
Si  les  coefficients  A^,  .\,,  A,„„|  sont  nuls,  A,„  n'étant  pas  nul. 
te  point  à  l'infini  est  un  zéro  d'ordre  m  défi  z). 

■j."  Lorsque  le  développement  de  /'(  ;)  contient  un  nombre  fini 
de  puissances  positives  de  ;, 

(55>    fi^z)  =  B,„s"'^  B,„-,3'''-i-i-. . .-,-  B,5  -  A,--  A,  i  -  A,  A  -^-  •  •  •  • 
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le  |3remier  coenicionl  B,„  ii'élant  j>as  nul,  le  point  à  l'infini  est 
un  pôle  d'ordre  m  de  /{:■)■,  et  le  polynôme  B,„;"' -H ...  +  Bi  ; 
est  la  partie  principale  relative  à  ce  pôle.  Lorsque  |  z  \  auyinenle 
indéfininient,  il  en  est  de  mèaie  de  \f{z)  |,  de  quelque  façon  (jue 
la  variable  ;  se  déplace. 

T)"  Enfin,  lorsque  le  développement  de  /(,;•)  conlieni  une  infi- 
nité de  puissances  positives  de  r-,  le  point  à  l'en  fini  est  un  point 
singulier  essentiel  de  f(z).  La  série  formée  par  les  puissances 
positives  de  z  représente  une  fonction  entière  G(;),  qui  est  la 
partie  principale ,  dans  le  domaine  du  point  à  l'infini.  Nous 
voyons  en  particulier  qu'une  fonction  transcendante  entière  admet 
le  point  à  l'infini  comme  point  singulier  essentiel. 

Les  définitions  précédentes  étaient  en  (pielque  sorte  imposées 
jiar  celles  qui  avaient  déjà  été  adoptées  pour  un  point  à  distance 

finie.  Si  Ton  pose  en  ell'et  ;  =  ^)  la  fonction  /(z  )  se  change  en 
une  fonction  do  ;',  '^\z'')  =^fl—\,  et  l'on  voit  immédiatement  que 

nous  n'a\ons  fait  que  transporter  au  point  à  1  inlini  les  dénomi- 
nations adoptées  pour  le  |)oint  r.':^o,  relativement  à  la  fonc- 
tion '■i{z').  En  raisonnant  par  analogie,  on  serait  tenté  d'appeler 
résidu  le  coefficient  A_,  de  ;  dans  le  développement  (53),  mais 
ce  serait  à  tort.   Pour  conserver  la  propriété  caractéristique,  nous 

appellerons  résidu  relatif  au  point  à  l' in  fini  le  coefficient  de  - 

changé  de  signe,  c'est-à-dire  —  A,.  Ce  nomlire  est  encore  égal  à 

l'intégrale  étant  prise  dans  le  sens  direcl  le  long  du  contour  du 
domaine  du  point  à  l'infini.  ^Liis  ici,  le  domaine  ilu  point  ù  l'in- 
lini  étant  la  portion  du  plan  extérieure  à  C,  le  sens  direct  corres- 
pondant est  le  sens  opposé  au  sens  liahiluel.  Clctte  intégrale  se 
réduit  en  eilel  à 


^JM 


/:■  \ , 


( Log;) 


et,  lorsque  z  décrit  le  cercle  C  dans  le  sens  voulu,  rargument  de  ; 
diminue  de  9.T:  :  ce  qui  donne  —  \,  pour  l'intégrale. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  (pi'une  fonction  peut  fort  bien  clic 
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régulière  à  rinfiiil,  sans  .|iie  le  résidu  soit  nul;  par  exemple,  l;i 
fonction  i  -f-  -• 

Si  le  point  il  l'infini  est.  un  pùle  ou   un  zéro  poiir/(  :).  on  peut 
écrire,  dans  le  domaine  de  ce  point, 

/(->  =  ;i^?icj, 

[J.  étant  un  nombre  entier,  p,.sili(ou  né-aliC,  qui  est  égal  à  Tonlie 
de  la  fonclion  changé  de  signe,  et  -j(;  )  étant  une  fonction  régu- 
lière à  l'infini,  .|ui  n'est  pas  nulle  pour  ;  =  oo.  On  en  déduit 


fi  z  , 


la  fonclion  ^~-^  est  encore  régulière  au  pouit  A  l'infhii,  mais  son 
développement  commence  par  un  terme  en  ~,  ou  de  degré  supé- 
rieur. Le  résidu  de  Ll^^  est  donc  égal  à  -.j.,  c'est-à-dire  à  l'ordre 
de  la  fonction/,,-^  au  point  à  l'infini.  L'énoncé  est  le  même  (pie 
pour  y\\\  pôle  ou  un  zéro  à  distance  finie. 

Soit/(;)  une  fonctiou  uniforme  n'admettant  rpi'un  nombre  fini 
de  points  singuliers.  La  convention  qui  vient  d'être  faite  pour  le 
point  à  l'infini  permet  d'énoncer,  sons  une  forme  très  simple,  le 
lliéorème  général  suivant  : 

La  somme  des  résidus  de  la  fonclion  f{z)  dans  tout  le  plan, 
y  compris  le  point  à  l'infini,  est  /mile. 

La  démonstration  ot  immédiate.  Décrivons  de  l'origine  comme 
centre  un  cercle  C  renfermant  tous  les  points  singuliers  de /(r) 
(autres  que  le  point  à  l'infini  ).  L'intégrale  ff(:)dz,  prise  le  long 
de  ce  cercle  dans  le  sens  ordinaire,  est  égale  au  produit  de  ^r.i 
par  la  somme  des  ri-sidus  relatifs  à  tous  les  points  singuliers 
de/ (3)  à  distance  finie.  D'autre  part,  la  même  intégrale,  prise  le 
long  du  même  cercle  en  sens  inverse,  est  égale  au  produit  de  au/ 
par  le  résidu  relatif  au  point  à  l'infini.  La  somme  des  deux  inté- 
grales étant  nulle,  il  en  est  de  même  de  la  somme  des  résidus. 

Caucl.y  api)elait/ô/rfM  intégral  d'^ne  fonction/(;)  la  somme 
des  résidus  de  cette  fonction  pour  tous  les  points  singuliers  à  dis- 
G.,  ... 
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tance  finie.  Lorsqu'il  n'y  a  curiin  nombre  fini  de  points  singuliers, 
nous  voyons  que  le  résidu  intégral  est  égal  au  ri'sidu  relatif  au 
point  à  l'infini  changé  de  signe. 

Exemple.  —  Soit 

V(z) 


/(^)  = 


/Q(^) 


!*(;)  et  (^(r)  étant  deux  polynômes,  le  premier  de  degré  p,  le 
second  de  degré  pair  iq.  A  l'extérieur  d'un  cercle  C,  de  rayon  11 
■supérieur  aux  modules  des  racines  de  Ql^s),  la  fonction  ^"(5)  est 
mniforme,  et  l'on  peut  l'écrire 

f{z)  =  Zl'    7tp(  =  \ 

^0(3)  étant  une  foiiclion  régulière  à  l'infini,  qui  n'est  pas  nulle 
pour  3  =  00.  Le  poinl  à  l'infini  est  un  pôle  poury(r'),  si />  >  ^,  el 
•»in  point  ordinaire,  s'ip^q.  Le  résidu  sera  certainement  nul  si 
j)  est  inférieur  à  </  —  i . 
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311.  Périodes  polaires.  —  L"étude  des  intégrales  curvilignes 
•nous  a  révélé  l'existence  de  périodes  pour  ces  intégrales,  lorsque 
■certaines  circonstances  se  présentent.  Toute  intégrale  d'une  fonc- 
'ùonf(z)  de  la  variable  complexe  z  étanl  une  somme  d'intégrales 
«urvilignes,  il  est  clair  que  cette  intégrale  pourra  aussi  posséder 
■certaines  périodes.  Considérons  d'abord  une  fonction  analy- 
tique f{z)  ne  possédant  à  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  C 
■qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers  isolés,  pôles  ou  points 
■singuliers  essentiels.  Ce  cas  est  absolument  analogue  à  celui  que 
nous  avons  étudié  pour  les  intégrales  curvilignes  (I,  n"  153).  et 
lies  raisonnements  s'y  appliquent  sans  modification.  Tous  les 
■chemins  intérieurs  au  contour  C  qu'on  peut  tracer  entre  deux 
.points  Zg,  Z  de  cette  région,  et  ne  passant  par  aucun  des  points 
•singuliers  de /(  3),  se  ramènent  à  un  chemin  déterminé  joignant 
•ces  deux  points,  précédé  d'un  nombre  quelconque  de  lacets  décrits, 
•en  parlant  de  :;o,  autour  des  points  singuliers  a,,  «o,  ...,  cin 
<def(z).  Soient  A,,  S.^,  ...,  A,»  les  résidus  correspondants  de/(;): 
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riiUéj;iale J/ir U/r.  prise  le  long  du  lacet  eiiloiiranl  le  point  ?«,. 
est  égale  à  rcar^A,.  et  de  même  pour  les  autres.  Les  diverses 
valeurs  de  I  intégrale  /  f\^z)dz  sont  donc  comprises  dans  la 
formule 


(i6)        /     /(->«?-  =  F(Z)--a-((;«, A, - 


-  '««  A„), 


I'(Z)  étant  I  une  des  valeurs  de  cette  intégrale,  tjui  correspond  à 
un  chemin  déterminé,  et  /?«,,  m,.  ...  étant  des  nombres  entiers 
arbitraires,  positifs  ou  négatifs;  les  périodes  sont 

>-(A,,        s-tAî,         >-iA„. 

Dans  la  plupart  des  cas,  les  points  </,.  a,.  .  .  . ,  o„  sont  des  p.Mes, 
n  les  périodes  proviennent  de  circuits  infiniment  petits  décrits 
autour  de  ces  pôles,  d'où  le  nom  de  périodes  polaires  qu'on  leur 
donne  ordinairement,  pour  les  distinguer  de  périodes  d'une  autre 
espèce  dont  nous  parlerons  plus  loin. 

Au  heu  d'une  région  du  plan  intérieure  A  une  courbe  fermée. 
on  peut  considérer  une  portion  du  plan  s'étendant  à  l'infini;  la 
fonction /(:)  peut  alors  avoir  une  infinité  de  |)ôles,  et  l'intégrale 
une  infinité  de  périodes.  Si  le  résidu  relatif  à  un  point  singulier  a 
de  /(:;  )  est  nul.  la  période  correspondante  est  nulle  et  le  point  a 
est  aussi  un  pôle  ou  un  point  singulier  essentiel  de  l'intégrale. 
Mais,  SI  ce  résidu  n'est  pas  nul,  le  point  a  est  un  point  critique 
logarithmique  pour  l'intégrale.  Si,  par  exemple,  le  point  a  est  un 
pôle  d'ordre  m  de /(s),  on  a,  dans  le  domaine  de  ce  point. 

f,-.- !^>-         .  B„,_,  H.  . 

et,  par  suite, 


f'/( .,  dz  =  C  -  ^ -^ _  _ . 


B,  Log(;  — « 


C  étant  une  constante  qui  dépend  de  l'origine  ;„   et   du   clieniin 
sui\i  par  la  variable. 


I  >2      rflVI'ITIti:    XIV.    —    TlIKOllIi:    liKXKRVI.E    DES    FONCTIONS    AN ALVTIQIES. 

l'^n  appliquant  ces  considéralions  générales  aux  fonctions  ralion- 
ui'lles,  on  rend  intuitifs  un  certain  nombre  de  résultats  bien 
connus.  Ainsi,  pour  que  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle 
soit  elle-même  une  fonction  rationnelle,  il  est  nécessaire  que  cetle 
intégrale  n'ait  pas  de  périodes,  c'est-à-dire  que  tous  les  résidus 
soient  nuls.  Celle  condition  est  d'ailleurs  suffisante.  L'intégrale 
définie 

dz 


.Ct 


admet  un  seul  point  critique  ;  =  «,  cl  la  période  correspondante 
esl2Tr/;  c'est  donc  dans  le  Calcid  intégral  que  se  Irouve  la  véri- 
table origine  des  valeurs  multiples  de  Log(3  —  a),  comme  on  l'a 

déjà  expliqué  en  détail  pour    /     -;^  (n°  289).   Prenons  de  même 

•  r      ' 
l'intégrale  définie 

elle  admet  les  deux  points  critiques  logarithmiques  +  '  et  —  «', 
mais  il  n'y  a  f|u'une  seule  période  qui  est  tt.  Quand  on  se  borne 
aux  valeurs  réelles  de  la  variable,  les  diverses  déterminations 
de  arc  tangj?  se  présentent  comme  autant  de  fonctions  distinctes 
de  la  varfable  x.  Nous  voyons  au  contraire  comment  la  concep- 
tion de  Cauchv  nous  conduit  à  les  considérer  comme  autant  de 
brandies  distinctes  dune  même  fonction  analytique. 

Itcmarquc.  —  Lorsqu'il  y  a  plus  de  trois  périodes,  la  valeur  de  l'iulé- 
■çralc  définie  eu  un  point  quelconque  z  peut  être  tout  à  fait  indéterminée. 
Uappelons  d'aboid  ce  résultat  emprunté  à  la  théorie  des  fractions  con- 
tinues (')  :  lilanl  donné  un  nombre  réel  irrationnel  a,  on  peut  tou- 
jours trouver  deux  nombres  entiers  p  et  q,  positifs  ou  négalif-i.  tels 
qu'on  ait  \p  -+-  qt  |  <;  e,  s  étant  un  nombre  positif  arbitraire. 

Les  nombres  p  el  q  étant  choisis  de  celte  façon,  imaginons  qu'on 
forme  la  suite  des  multiples  de /) -(- 7  ».  Tout  nombre  réel  A  est  égal  à  l'un 
de  CCS  multiples,  ou  compris  entre  deux  multiples  consécutifs.  On  pourra 
donc  aussi  trouver  deux  nombres  entiers  m  et  n  tels  que  \  m  h-  «a  —  A  | 
soit  plus  petit  que  e.  Gela  posé,  considérons  la  fonction 


(')  On  en  trouvera  un  peu  plus  loin  une  démonstration  directe  (n°  321). 
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a,   b,  c,   d  ctanl  quatre  pôles  did'érents.  et   ot,   3  «lésignanl   des   nombres 

ii'Cis    irrationnels.    I.'inté<;rale     /     fiZ)dz   admet    les   i|iiatre   périodes    i, 

a.  (',  t3.  Soient  1(3)  la  valenr  de  l'intégrale  prise  suivant  un  chemin  par- 
ticulier de  z^  en  z.  et  M  -i-  Nj  un  nombre  complexe  quelconque.  On  peut 
toujours  trouver  quatre  nombres  entiers  m.  ii,  m',  «'tels  que  le  module  de 
la  différence 

1 1  ;  I  -T-  /;i  —  nx    -  i[i>i' —  «  â  t  —  I  M  -  -  N(  i 

soit  inférieur  à  un  nombre  positif  =.  Il  suflira  pour  cela  qu'on  ait 

I  /»  —  /jï  —  .v  I  <  -,       I  /«■-)-  «3  —  n  I  <  -, 

en  posant  .M  ^-  \/ —  II';;)  =  .\  ^iB.  Il  est  donc  possible  de  faire  décrire 
à  la  variable   un  chemin  réunissant  deux  points  donnés  à  l'avance,  -,i,  ;;, 

tel  que  la  valeur  de  l'intégrale  /  f{Z)dz  prise  le  long  de  ce  chemin  dif- 
fère d'aussi  peu  qu'on  le  veut  de  tout  nombre  donné  à  l'avance.  Nous 
vovons,  une  fois  de  plus,  le  rôle  prépondérant  du  chemin  suivi  par  la 
variable  pour  la  valeur  finale  d'une  fonction  analytique. 

'MU.    Étude   de   l'intégrale    /       ^  —    [.e  Calcul   intéijrai 

c.\|)li(|iie  de  même  de  la  façon  la  plus  simple  les  valeurs  multiples 
de  la  fouclion  arcsiu;;  elles  provieiiiient  eu  elVet  des  diverses 
détermiiialions  de  l'intégrale  delinie 


"i    V^ 


suivant  le  chemiu  décrit  par  la  variable.  Pour  fixer  les  idées,  nous 
supposerons  qu'on  part  de  l'origine  avec  la  valeur  initiale  -r-  i 
pour  le  radical,  et  nous  désignerons  par  I  la  valeur  de  cette  inté- 
grale, prise  suivant  un  cliemin  déterminé  (ou  chemin  direct),  par 
exemple,  suivant  la  ligne  droite  lorsque  le  point  ;  n'est  |jas  situé 
sur  1  axe  réel  et  en  dehors  du  segment  compris  entre  —  i  el  -I-  i  ; 
lorsque  ;  est  réel  et  |  ;  |  >  i.  nous  prendrons  pour  chemin  direct 
uu  chemin  situé  au-dessus  de  l'axe  réel. 

Cela  posé,  les  points  ;=-t-i,;i= — i  étant  les  seuls  points 
critiques  de  y  i  ^  ;-',  tout  chemin  conduisant  de  l'origine  au 
point  ;  peut  être  remplacé  par  une  suite  de  lacets  décrits  autour 
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de  deux  points  criticjiies  -~- \  et  — i.  suivis  du  clieinin  direct. 
Nous  sommes  donc  conduits  à  étudier  la  valeur  de  l'intégrale 
le  long  d'un  lacet.  Considérons,  par  exemple,  le  lacet  OamaO. 
décrit  autour  t]n  [>oinl  ;=— i:  ce  lacet  se  compose  du  seg- 
ment ()f?   allant   tie    l'origine  au   point    i  —  £.  du  cercle  ama  de 


Q  -  /=:j:S' 


ravon  s  décrit  de  ;  ^  i  comme  centre  el  du  segment  «O.  L'inté- 
grale le  long  du  lacet  est  donc  égale  à  la  somme  des  intégrales 

/•'~'      d.r  r  ds  r^        a.r 

l'intégrale  le  long  du  petit  cercle  tend  vers  zéro  avec  s,  car  le 
produit  (; — ■  i)  f\z)  tend  aussi  vers  zéro.  D'autre  part,  lorsque 
;  a  décrit  ce  petit  cercle,  le  radical  a  changé  de  signe  et,  dans  l'in- 
tégrale le  long  du  segment  aO,  on  doit  prendre  pourri  — r-  la 
valeur  négative.    L'intégrale  le  long  du   lacel  est  donc  égale  à  la 

limite  de  2   /  '        lorscpie  s  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire  à  t.. 

J„  \'  \  —  .r- 

Nous  remarc[uerons  (jue  la  valeur  de  cette  intégrale  ne  dépend  pas 
du  sens  dans  lequel  le  lacel  est  décrit,  mais  on  revient  au  point  de 
départ  avec  la  valeur  —  1   pour  le  radical. 

Si  l'on  décrivait  le  iiu-iue  lacet  autour  du  poinl  ;  r=  ^  1 ,  le 
radical  ayant  la  valeur  initiale  —  1.  la  valeur  de  l'inlégr.de  le  long 
du  lacet  serait  égale  à  — 7:.  et  l'on  reviendrait  au  point  de  départ 
avec  la  valeur  +  i  pour  le  radical.  On  voit  de  la  même  façon 
qu'un  lacet  décrit  autour  du  point  critique  r^ — 1  donne  — r. 
ou  -1- 7T  dans  l'intégrale,  suivant  qu'on  ]iart  de  l'origine  avec  la 
valeur  initiale  +  1  ou  —  1  pour  le  radical. 

Si  nous  faisons  décrire  à  la  variable  deux  lacets  successifs,  ou 
reviendra  à  l'origine  avec  la  valeur  initiale  +  i  pour  le  radical, 
el  la  valeur  de  l'intégrale  le  long  de  ces  deux  lacets  sera  -|-  2t:.  o, 
ou  — -2-,  suivant  l'ordre  dans  lequel  ces  deux  lacets  sont  par- 
courus. Ln  nombre  pair  de  lacets  donnera  ilonc  2»!-  pour  valeur 
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lie  l'intégrale,  et  ramènera  le  radical  à  sa  valeur  initiale  -f-  i-  Ln 
nombre  impair  de  lacets  donnera  au  contraire  (am  +  ijr:  pour 
valeur  de  1  intégrale,  et  la  valeur  finale  du  radical  à  lorigine 
sera  — i.  Il  s'ensuit  que  la  valeur  de  l'intégrale  !""(;)  sera  de 
lime  des  deux  formes 

1-i-i.in—,     ( im  —  1 1 -  —  I . 

suivant  que  le  cliemiii  décrit  par  la  variable  peut  être  remplacé- 
par  le  chemin  direct,  précédé  dun  nombre  pair  ou  dun  nombre 
impair  de  lacets. 

313.   Périodes  des  intégrales  ultra-elliptiques.  —  On  peut  étu- 
dier de  la  même  façon  les  valeurs  diverses  de  linléyrale  définie 

où  P(;)et  li(;)  sont  deux  polvnomes  entiers,  dont  le  second  R(.:r), 
de  degré  n.  s'annule  pour  /;  valeurs  distinctes  de  ;, 

R(  ;  I  =  .\'  ;  — ?,  )i  ;;  —  fî).  .  .1  >  —  e„,i. 

\ous  supposerons  que  le  point  ;„  est  distinct  des  point  e, ,  e^.  ...,e„; 
léquation  M-  =  R(rj)  admet  alors  deux  racines  distintes,  -i- m». 
et  — lia]  nous  appellerons  u^  la  valeur  initiale  du  radical  y/R(  si- 
Si  l'on  fait  décrire  à  la  variable  s  un  chemin  de  forme  quelconque- 
ne  passant  par  aucun  des  points  critiques  e, ,  ^21  •  •  •  •  ^n-,  la  vaîeur 
du  radical  \  Ri  ;)  en  chaque  point  de  ce  chemin  est  déterminée  par- 
la continuité.  Imaginons  que  de  chacun  des  points  C),  e^,  .-.,  e„. 
on  trace  dans  le  plan  une  coupure  Indéfinie,  de  façon  que  ees- 
coupures  ne  se  croisent  pas  entre  elles.  Lintégrale,  prise  depuis- ;„. 
jusqu'à  un  point  quelconque  z  suivant  un  chemin  assujetti  à  ne- 
traverser  aucune  de  ces  coupures  (ou  chemin  direct),  a  une  vateiii^ 
b:en  déterminée  !(•;)  pour  chaque  point  :  du  plan.  Nous  avons- 
encore  à  étudier  linfluence  d"un  lacet  décrit,  à  partir  de  Za-,  autour 
de  l'un  quelconque  des  points  critiques  e,-,  sur  la  valeur  de  l'inté- 
grale. Soit  aE/la  valeur  de  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour 
fermé,  partant  de  -0  et  entourant  le  seul  point  critique  e,-,  lavaleui^ 
initiale  du  radical  étant  11^;  celte  valeur  ne  dépend  pas  du  sens» 
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dans  lequel  ce  conlour  esl  décrit,  mais  seulement  de  la  valeur  ini- 
tiale du  radical  au  point  z^.  Appelions  en  efTel  aE^  la  valeur  de 
l'intégrale  prise  le  long  du  même  conlour  dans  le  sens  opposé,  la 
valeur  initiale  du  radical  étant  la  même  Ug.  Si  nous  faisons  décrire 
à  la  variable  z  le  conlour  considéré  deux  fois  de  suite  et  dans 
deux  sens  opposés,  il  esl  clair  que  la  somme  des  intégrales  obte- 
nues est  nulle;  mais  l'intégrale  le  longdu  premier  contour  est  aE,-, 
et  l'on  revient  au  point  ;„  avec  la  valeur  —  Uo  pour  le  radical. 
L'intégrale  le  long  du  contour  décrit  en  sens  inverse  est  donc 
égale  à  —  2E',  et  par  suite  1%)=  E,.  Le  conlour  fermé  considéré 
peut  se  réduire  à  un  lacel  formé  par  une  ligne  droite  ^o^'  1^ 
cercle   c,-   de    rayon    inlinlincnl    |)clil    décrit    autour   de    <?,■   et   la 


droite   a:,,    {Jig.    (J:"));    l'intégrale    le    long    do  c/   est    infiulmenl 


petite,  piiis(|uo  le  produit  ( :■ — e,) 


P(Z) 


tend  \crs  zéro  avec   le 


module  de  ;  —  e,.  Quant  aux  intégrales  le  long  de  Z(,a  cl  le  long 
de  azQ,  leurs  éléments  s'ajoulenl,  et  il  reste 


l'intégrale  étant  prise  suivant  la  ligne  droite,  el  la  valeur  initiale 
du  radical  étant  //„. 

Cela  étant,  l'intégrale  prise  le  long  dun  clieniin  qui  se  ramène 
à   la  suite  de    deux  lacets   décrits  autour   des  points  e^,  ep,  esl 
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égale  à  iE.^ — aEp,  car,  après  le  premier  iiicet,  on  revienl,  an 
point  3o  avec  la  valeur  —  Mo  pour  le  radical,  et  Tinlégrale  le  Ion;; 
du  second  lacel  est  égale  à  —  aEp.  Après  avoir  décrit  ce  nouveau 
lacet,  on  revient  au  point  :■„  avec  la  valeur  initiale  priniilixe  ii„. 
Si  le  chemin  décrit  par  la  variable  se  ramène  à  nu  nombre  pair 
de  lacets  décrits  autour  des  points  e^,  er^,  Cv,  et,  ■  ■  ,  <'■/.,  e-,  suc- 
cessivement (les  indices  a,  |j,  ....  x,  À.  étant  pris  parmi  les 
nombres  i,  2,  ....  />)  suivis  du  cliemin  direct  allant  tle  ;,,  en  ;, 
la  valeur  de  linlégrale  le  long  de  ce  cliemin  est,  d'après  cela, 

F(;)  =  I    -  ?.(  Ea-  Kp)  -+-  ■Ml':.,  -I16)  ^.  .  .-H  7(K,-  I-;,  ). 

Au  contraire,  si  le  cliemin  suivi  par  la  \ariable  peut  se  ramener  à 
un  nombre  impair  de  lacets  décrits  successivement  autour  des 
points  critiques  ^u,  e^,   ...,  e,,.  ex,  e^.   la  \aliMir  de  l'inlt'grale  est 

F(  c)  =  ..(lia—  I^p)  -,-...  +  2(  lî,.-  lî-,,)  +  -i  H,,-  I. 

L'intégrale  considérée  admet  donc  pour  périodes  toutes  lesexprC'- 
sions  2(E,  —  E/i),  mais  toutes  ces  périodes  se  ramènent  à  (n  —  1) 
d'enire. elles  : 

(u,  =  2(E,— lî,,),         u)j=  v>(  Ej— E„),  ....  (.j„_,  = -M  Iv,,-,— E„  ); 

il  est  clair  en  ell'et  (pi'oii  peut  écrire 

■'.(E,-—  E/,)  =  2iE,—  E,,)  — •',(E/,—  E„)  =  w,  -  (,),,. 

Comme  d'autre  part  on  a  2E^=  Wp^H-  2E,,,  ou  voit  que  toutes  les 
\aleurs  de  l'intégrale  délinie  F(z)  an  point  ;  roiii  comprises  dans 
les  deux  formules 

F(  ■;)  =  I  -H  «li(Oi  -T-.  .  .-T-  H'n—l  "'ii-l' 

F( z)  =  aE,,  —  I  +  «il 0)1  ^- . .  .--  «i„-i  w„    I, 

/«,,  nt-i-,  .  .  .,  /»«_!  étant  des  nombres  entiers  arbitraires. 

Ce  résultat  donne  lieu  à  un  certain  nombre  de  remarques  iin- 
[lortanles.  Il  est  à  peu  près  évident  <|ue  les  périodes  doivent  être 
indépendantes  du  point  ;;o  choisi  pour  origine;  il  est  facile  de  le 
vérifier.  Considérons  par  exemple  la  période  2  E,- ^ —  aE/^;  cette  pé- 
riode est  égale  à  la  valeur  de  l'intégrale  le  long  d'un  contour  fermé  F 
passant  par  le    point  r,  et   ne   renfermant  que  les  deux   points 
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critiques  e,,  Cf,.  Si,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  cju'il  n'y 
ail  aucun  aulre  point  critique  à  Tintérieur  du  triangle  de  sommeU 
^o,  '-(,  Chi  ce  contour  fermé  peut  se  ramener  au  contour  bb' nr' 
cmb  ifig.  65)  et,  en  faisant  diminuer  indéfiniment  les  rayons  des 
deux  petites  circonférences,  on  voit  que  la  périotle  est  égale  au 
double  de  l'intégrale 


f 


/R(-) 


prise  le  long  de  la  ligne  droite  qui  joint  les  deux  |)oints  critiques 
Ci  et  e/, . 

Il  peut  arriver  f|ue  les  (n — -i)  périodes  (jj,,  m-,.  ...,  to„_i  ne 
soient  pas  distinctes.  C'est  ce  qui  a  lieu  toutes  les  fois  que  le 
polynôme  R(;)  est  de  degré  pair,  pourvu  que  le  degré  de  P(s) 
soit  inférieur  à  -,  ^  i .  Du  point  ;o  comme  centre  décrivons  un 
cercle  C  de  rayon  assez  grand  pour  que  ce  cercle  renferme  tous  les 
points  critiques,  et  imaginons,  pour  simplifier,  qu'on  ait  numé- 
roté ces  points  critiques  de  i  à  n  dans  l'ordre  où  ils  sont  rencon- 
trés par  une  demi-droite  indéfinie  tournant  autour  de  ;„  dans  le 
sens  direct. 

L'intégrale 

■'P(z)dz 


■  rP{z)dz 


prise  le  long  tlu  contour  fermé  So-'^MA^oj  formé  du  rayon  z^A, 
du  cercle  C  et  du  rayon  Azo  parcouru  en  sens  inverse,  est  nulle  : 
les  intégrales  le  long  de  3„A  et  le  long  de  V;,,  se  détruisent,  car 
le  cercle  C  renferme  un  nombre  pair  de  points  critiques  et,  après 
avoir  décrit  ce  cercle,  on  revient  au  point  A  avec  la  même  valeur 
pour  le  radical.  D'autre  part,  l'intégrale  le  long  de  C  tend  vers  zéro 
lorsque  le  rayon  augmente  indéfiniment,  puisqu'il  en  est  ainsi  du 

produit  .  d'après  l'hypothèse  faite  sur  le  dearé  du  polynôme 

'  y/R(z)  f  -'i  ,     . 

P(:;);  comme  cette  intégrale  ne  dépend  pas  du  rayon  de  C,  i^ 
s'ensuit  (|u"elle  est  nulle. 

Or,  le  contour  considéré  z„AM.A-Zo  peut  se  ramener  à  la  suite 
des  I.  c.'ls  décrits  autour  des  points  critiques  e, ,  e-,,  ■■■■,  ^'«,  dans 
rt)r(lrc  même  des  indices.  Nous  avons  donc  la  relation 

■iV-t —  -î  E2-I-  2E3 —  2E;-I-  .  .  .-H  2E„_i —  2K„=  o. 
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qui  peut  encore  sécriic 

0>I  —  (o-,-^  OJ3 —  OJ4 -4- .  .  .-^  (W//-1  =  *>. 

«•I  noii>  vovons  que  les  /i  —  1  périodes  de  rintëgrale  se  réduisent 
aux  n  —  2  périodes  w,,  (o^ w„    ■,. 

Consiilerons  encore  l'iiuégrale  t\<-  foinie  plus  générale 


PiZ): 


Q(;)v/R(-) 


où  P,  Q,  R  sont  trois  polynômes  dont  le  dernier  R(;)  n'a  que  des  racines 
sini|iles.  Parmi  les  racines  de  Q(5),  quelijues-unes  peuvent  appartenir  à 
R(2);  soient  aj.  Xy,  ....  a,  les  racines  qui  n'annulent  pas  R(.î).  L'inté- 
grale F(z)  admet  comme  plus  haut  les  périodes  2(E, —  E/,  i,2E,  désignant 
toujours  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  fermé  parlant  de  Zo  et  lais- 
sant à  l'extérieur  toutes  les  racines  des  deux  |)ol\ nomes  Q(s)  et  Rf':;) 
sauf  e,-.  Mais  elle  admet  en  outre  un  certain  nombre  de  périodes  polaire? 
provenant  de  lacets  décrits  autour  des  pôles  a,,  a»,  ...,  a^.  Le  nombre 
total  de  ces  périodes  est  encore  diminué  d'une  unité  lorsque  R(^)  est  de 
degré  p;iir  it.  et  qu'on  a  la  relation 

n 

P  et  (/étant  les  degrés  des  polynômes  P  et  O. 

Exemple.    —  Soit   R( z)  un    polynôme   du  quatrième   degré  ayant    une 
racine  multiple.  Clierclions  le  nombre  de  périodes  de  l'intégrale 


Si  R(;)  a  une  racine  double  e,  et  ileux  racines  simples  e».  ^3;  l'intégrale 

(Iz 


riz)=l   ^ 


^/\<  z  —  e«i  (z  —  es 


admet  la   période   aE» — aEj   et  en   outre  une    période  polaire  pi  avenant 
d'un  lacet  autour  du  pôle  ej  ;  d'après  la  remarque  faite  tout  à  l'heure,  ces 
deux  périodes  sont  égales.  Si   R{z)  a  deux  racines  doubles,  on  voit  aus- 
sitôt que  l'intégrale  a  une  seule  période  polaire. 
Si  R(3)  a  une  racine  triple,  l'intégrale 

J.     {z  —  e,)\/(z  —  et'iz  —  e,) 


i4o    ciiAPirnE  xiv.  —  riiKouib:  genkrale  des  functions  anai.vtiqies. 

admet  la  période  2E1  — 2E2,  mais  cette  période  est  nulle,  d'après  la  le- 
marqiic  générale.  Il  en  est  de  même  si  H(-)  a  une  racine  quadruple,  lîn 
résumé,  si  R(z)  a  une  ou  deii.r  racines  doubles.  Vintés;r(ile  <t  u/ie  pé- 
riode ;  si  i{{z)  a  une  racine  triple  ou  une  racine  (jundruple,  l'intégrale 
n'a  pas  de  périodes. 

Tous  ces  résultats  sont  l'aciles  à  vérilier  par  l'intégration  directe. 

314.  Périodes  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce.  — 
I/iiilf'gralc  elliptique  de  première  espèce 

oîi  R(.3)  est  un  poljnome  du  troisième  ou  du  qualrièmc  degré, 
premier  avec  sa  dérivée,  admet  deux  périodes,  d'après  la  théorie 
générale  qui  précède.  jNous  allons  démontrer  (pie  le  rapport  de 
ces  deux  périodes  est  imaginaire. 

Nous  pouvons  supposer,  sans  nuire  à  la  généralité,  que  Rt:^) 
est  du  Iroisième  degré.  Soit,  en  efl'et,  li|(-)  un  polynôme  du 
quatrième  degré;  si  a  est  une  racine  de  ce  polvnoine,   en  posant 

z  z:^  a ,  il  vient  (I,  n"  105,  p.  ■i(yï) 

y  -  1 

R(_)')  étant  un  polvnome  du  Iroisième  degré,  et  il  est  évident  que 
les  deux  intégrales  ont  les  mêmes  périodes.  Si  H  (s)  est  du  troi- 
sième degré,  on  peut  supposer  qu'il  admet  les  racines  o  el  1,  car 
il  suflit  d'une  subslituiion  linéaire  ;  =  a  +  fjy  pour  être  ramené 
à  ce  cas.  En  définitive,  tout  revient  à  établir  ipie  l'intégrale 


(  J9) 


F(3i=    /      -= 


z)(n  —  z) 


où  a  est  didérent  de  zéro  et  de  un,  admet  deux  périodes  dont  le 
rapport  est  imaginaire. 

Si  a  est  réel,  la  propriété  est  évidente;  si,  par  exemple,  a  est 
supérieur  à  un,  l'intégrale  admet  les  deux  périodes 

"J„     \/z{,-z)^a-z)'       V,     ^z{i-z){a-zy 


l'hnlODES    DES    INTKGRAI-KS    DKFIMES. 


dont  ia  jiremiére  esL  réelle,  tandis  cjiie  la  seconde  est  égaie  au  pro- 
'iiiit  de  /  pur  un  nombre  réel.  Aucune  de  ces  périodes  ne  peut 
d'ailleurs  être  nulle. 

Supposons  maintenant  que  a  est  imaginaire,  par  exemple  ipie 
le  coefficient  de  i  dans  a  est  positif.  On  peut  encore  prendre 
pour  l'une  des  périodes 


nous    appliquerons    à    celle    intégrale   la   formule  de   W  eierstrass 
(  tr  285).  Lorsque  ;  varie  île  o  à   i.   le  facleu 


sitif,   cl   le  jioiiit  d'aflixe  — ;=  décrit    une  courbe   1,  dont    il   est 
\^  a  —  0 

facile  de  se  faire  une  idée.  Soit  A  le  point  d'aflixe  a:  lorsque  3 

varie  de  o  à  i,  le  point  a  ^  z  décrit  le  segment  AI!  parallèle  à  0.r 

et  de  longueur  égale  à  un  {  fig.  <)()). 


\ 

/-•• . 

0 

Soient  Op  et  Or/  les  bissectrices  "des  angles  que  font  avec  Ox 
les  droites  OA  et  (Hi.  Op'  et  Oq'  leurs  symétriques  par  rapport 
;'i  Or.  Si  nous  prenons  pour  delerinination  de  \a  —  ;  celle  dont 
l'argument  est  compiis  entre  o  et  -,  le  point  d'affise  y  '<  —  ;  décrit 
un  arc  d"livperl>ole  a  j,  allant  d'un  point  a  sur  Op  à  un  point  |j 
sur  Oy  ;  le  point  -^=  décrira  donc  un  arc  a' |il  allant  d'un  point  7 
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Je  0/i'  à  un  |3o!nt  3'  de  Orj'.  L;i  formule  de  Weierslrass  nous  donne 


Z;^ 


2-Z,. 


Z,  étant  l'affixe  d'un  point  situé  à  Fiiilérieur  de  tout  contour  con- 
vexe envelo)jj(ant  l'arc  7.'°'.  Il  est  clair  que  ce  point  Z,  est  silué 
dans  l'angle  p' Oq'.  el  qu'il  ne  peut  èlre  à  l'origine  ;  son  argument 

est  donc  compris  entre  —  -  el  d. 

On  peut  prendre  pour  seconde  période 

dz 


ou,  on  posant  c  =  al. 

dt 


.'„     \'t{i:—t)(\^-al 


Pour  appliquei'  la  formule  de  ^^  eierstrass  à  celle  intégrale, 
remarquons  que.  /  croissant  de  o  à  1.  le  point  al  décrit  le  segment 
OA  el  le  point  daffixe  1 — at  décrit  le  segment  égal  et  parallèle 
allant  de  ;  ^  i  au  point  (1.  lin  choisissant  convenablement  la  va- 
leur du  radical,  on  voit  comme  toul  à  l'iieurc  ipi'on  peut  écrire 

Zj  étant  une  quantité  imaginaire  dillerente  de  zéro,  dont  Pari'i/- 

ment  est  compris  entre  o  et  -•  Le  rapport  des  périodes  —  ou  1^ 
....  -  --1        ''I 

est  donc  imaginaire. 


EXERCICES. 


1.    Oévelopper  la  fonclion 

T  =  -  (  X  -H  V  .'■-  —  1  1'"  H {x  —  i  '.r2  _  I  /"  , 

suivant  les  puissances  de  a7,  m  étant  un  nombre  quelconque. 
Trouver  le  ravon  du  cercle  de  convergence. 


EXEItClCES. 

2.  Trouver  les  différents  développements  de  la  fonction 


suivant  les  puissance^  positives  ou  négatives  de  z.   ilnpii-   la   position  du 
point  ;  dans  le  pian. 

:f.  Calculer  l'intégrale  définie  /*;'- LogY|-±il  ,/.-  le  Ions  d'un  cerci,- 
de  rayon  égal  à  -x,  décrit  de  l'origine  pour  centre,  la  valtnr  initiale  du 
logarithme  au  point  z  =  ■>  étant  réelle.  Calculer  l'inté-rale  définie 


le  long  du  même  contour. 

4.  Soit/(,-)  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  dune  courbe  fer- 
mée C  renfermant  l'origine.  Calculer  l'intégrale  définie  f  A  i -•  )  Ug^t/;, 
prise  le  long  de  la  courbe  C  à  partir  d'une  valeur  initiale  .0. 

5.  Démontrer  la  formule 


/; 


dt  1.3.  j...r-.>,, 


en  déduire  les  intégiales  définies 


,// 


(Xr--r.llil'^  CJ"-H 


6.  Calculer,  au  moven  de   la   théorie  des   résidus,  les  intégrales  définies 
iiivantes  : 


■^in  DIX  dx 


dx 


I  'il»  DIX  dx 

.  _„     .'.'(  .r'--T- a') 

r     *  cosaa-   , 
J_^      t  -h  x- 

f_ 
f 

f      y '43^^(1  —  ./-) 
r     "  coiax  —  coibx 


(  X-  —  ■}.  '^ix—^-i—y.iy+l 

cos  J"  dx 


m  ot  a  ('tant  réels, 

a  étant  réel, 

a  et  3  étant  réels. 


dx,  f^'TU^xdx 


dx. 


{\^x-^Y 

et  b  étant  réels  et  positifs. 
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/  ...       e"'- 

1  l'our  évaluer  cette  dcrnièie  intégrale,  on  intégre  la  fonction  ;- 

le  long  du  contour  de  la  figure  6i.  1 


7.  L'intégrale  définie    / 
une  valeur  finie,  à  - 


est  égale,  quand  elle  a 


^\C 


A-T-C  —  (A  —  C)  coso 

étant  égal  à  ±i,  et  choisi  de  telle  façon  que 


rn   ■          ,      ■   .         ii\fS.C       .  .  .^ 

coeilicierit  de  (  uan« soit  posilil. 


8.  Soient   V{z)    et   G(i)    deux    fonctions    holomorphes.   et   ;  =  a   une 
racine  double  de  G(j)  =  o,  n'annulant  pas  F(;):  le  résidu  correspondant 

de  ^^  est  égal  a  ^ 3[G(«)P      "  " 


Ke  résidu   de 


V{z) 


-  pour  une   racine   simple  a   de   G(-)  =  o  est  de 


même  égal 


[G(-)p 
F'i  CT  )G'i  nr)  —  F(a)G"(a) 


Déniiintrer  la  forniult 


dx 


J  I  .r  —  a  )  v/l  —  X-        \   I  —  II- 

l'intégrale  étant  prise  suivant  l'axe  réel,  avec  la  valeur  positive  du  radical, 
et  a  étant  un  nombre  complexe  quelconque  ou  un  nombre  réel  dont  le 
module    est    supérieur  à    un.  Préciser   la  valeur  qu'on   doit  prendre   pour 


10.  On  considère  li-s  intégrale* 


cl: 


,v/ï 


dans  lesquelles 


S  et  Si  désignent  deu\  contours  formés  de  la  manière  suivante  :  le  con- 
tour S  se  compose  d'une  droite  OA  (qu'on  fait  grandir  indéfiniment) 
placée  suivant  Ox,  du  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  \0,  enfin  de  la 
droite  .\0.  Le  contour  Si  est  la  suite  des  trois  lacets  qui  enveloppent  les 
points  <7,  b,  c,  dont  les  affixes  sont  les  racines  de  l'équation  z^-\-i  =  o. 
Liablir  la  relation  entre  les  deux  intégrales 


r^"      dx  r  '      dl 

J,,         V  I  -i-  x'^        ^(     ^/i  —  t' 


laquelle  on  est  conduit  par  cette  comparaison. 

11.  Fn  intégrant  la  fonction  g--*  le  long  du  contour  du  rectangle  forme 
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pnr  les  droites  y  —  o,  y  —  b,  .r  =  ~-  l{.  ,r  =  —  Pt,  et  falsiint  rinitio  K  inilé- 
liiiiment,  établir  la  relation 


\i.  On  intégre  la  fonction  {•-=;""',  où  n  est  réel  et  |iositil',  le  loni; 
■  l'un  contour  formé  par  un  layon  OA  placé  suivant  Or,  un  arc  de 
cercle   AB   décrit    du    point   (>   pour   centre   avec   OA   pour  rayon,   et   un 

rayon  BO  tel  que  l'angle  a  =  ÂOB  soit  compris  entre  o  et  -.  En  faisant 

2 
croître  OA  indéfiniment,  déduire  du  résultat  obtenu  les  intégrales  définies 


f  'i"-U-""  r„s/,,ldl,,         f         W- 


'  e   ""  sin  bu  du, 


a    et    b   étant    réels   et    positifs,    t.es   formules   obtenues   subsistent    piuir 
2  =  — >  pourvu  qu'on  ait  «  -<  r. 

13.    Soient   m.    m',    n   des    unnilires    entiers    positifs   (ni  <' n,    m'<«}. 
litablir  la  formule 

.'„  1  —  /-'  •..,//  |_         \      'irt       /  \       2H      /     J 

l'i.   Déduiri'  de  la  formule  précédente  la  formule  d'Iùilcr 
■df 


/■       r-'"  df 


13.  Si  la  partie  réelle  de  a  est  positive  el  inférieure  à  l'unité,  on  a 

r^'  e"^'^d.r  _        T. 
J    ^      t  -^  1"    ~  sin«-  ' 

[On  peut  le  déduiic  de  la  fnrmule  (  ij  1  (  n"  liOo  1,  ou  intégrer  la  fonc- 
tion   le  long  du  contour  du  rectangle  formé  par  les  droites   )' =  o, 

.'■  =  '>-7:,  .1- = -^  R,  ,/7  =  —  B,  el  faire  croître  ensuite  U  indéfiniment.] 

IG.  Démontrer  de  même  la  formule 


/  «.'■  =  n  col  «■: 

.  /  I  —  <■  ' 


cott-). 


les  parties  réelles  de  a  et  de  b  étant  positives  et  plus  petites  que  un. 
G.,  II.  ,„ 
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[On  prendra  pour  contour  d'intégration  le  rectangle  formé  par  le? 
droites  y  :=^  o,  y  =  r.,  jr  =  H,  x  =  —  R,  et  l'on  se  servira  de  l'exercice  pré- 
cédent.] 

17.  De  la  formule 

.  n(  n  —  I  ) .  .  .  (  «  —  A'  -^  I  ) 


I. ■'.../, 


cil   n   et  A'  sont  des   nombres  entiers  positifs,  et  C   un   cercle  ayant  pour 
centre  l'origine,  déduire  les  formules 


r~  (n-^\),  n~  i\...(n  —  /.-) 

f      (2  cos(<)"+*  cos(/i  —  /niidi(  =  - 

r^'  .r2"  dx 
J_,     v'i  — ^- 


1.2.  ..Â 

lin  —  Il 


2 . 4  •  6  .  •  .  2  n 

[On  pose  zz=e-'",   puis  cosu  ^  x,  et  l'on   remidace   n   par  n -^ /.  et  /. 
par  n.] 

*18.   L'intégrale  définie 

do 


*C-r) 


-Cv. 


ï  (  .r  -I-  y/.r-  —  1  cos  ;;  ) 


<]uand  elle  a  une  valeur  finie,  est  égale  à  ~^  "         — .  suivant    le? 

\/i  —  -loix  -T-  3.- 
posilions  relatives  des  deux  points  a  et  x.  Déduire   de  là  l'expression  du 
ji"""  polynôme  de  Legendre,  due  à  Jacobi, 


C„  =   -     /       (x  ^-  yjx"- 


X„=  —    /      (  X  ^^  J X'- — 1  cos-w  )"  f/--. 


19.  Étudier   de   même   l'intégrale   définie    /      -pr^zz: : 

1,1     X  —  a  —  V  0--  — •  I  cos  9 
<léduire  du  résultat  la  formule  de  Laplace 

x.,^Lr- =j^ — , 

"  J„      {.X^T-\,/x^ —  I  coso/'^' 
où  ï  =iizi,  suivant  que  la  partie  réelle  de  x  est  positive  ou  négative. 
"SO.  Etablir  cette  dernière  formule  en  intégrant  la  fonctinn 


-n+iy/i  —  aa-^-i-^s 


le  long  d'un  cercle  ayant  pour  centre  l'origine,   et  dont  on  fait  grandir  le 
ravon  indéfiniment. 


EXERCICES. 


'ii.  Sommes  de  Gauss.  —  Suit  '?,,=  e    "    i  ti    et    s   .tant  entier*;   et 
soit  S„  la  somme  To-I-  Ti  — .  .  .-hT„_i.  Iténionlrei-  hi  l'onnule 


I  On  :ip|ilii|iie  le  lliéorèiiie  des   résidus  à   la  fonction  ai  ^  i  =    ^.,^^. — — i 

ei\  prenant  pour  contour  d'intéttration  les  côtés  du  rectangle  formé  parles 
droites  j;  =  o.  x  =  n,  7' = -^  H,  >' —  —  lî,  en  y  joignant  deux  demi- 
circonférences  de  rayon  i  décrites  des  points  ^  =  o.  z  —  n  pour  centres, 
alin  d'éviter  les  pôles  ;  —  o,  «  =  «  de  o^  z  1;  puis  on  f.iit  croître  R  indéfi- 
niment.] 

22.  .Soity(3)  une  fonction  holomorplie  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  1" 
renfermant  les  points  </.  b.  c,  .  .  . ,  /  :  a,  ^,  ...,).  étant  «les  nombres  entiers 
positifs,  la  somme  des  résidus  de  la  fonction 

relatifs  aux  ])nles  a,  h,  c.  ...,  /  est  un  polyncmie  l' 1  .r }  de  degré 
«  -t-  ,3  -+- .  .  .-T-  À  —  I,  satisfaisant  aux  relations 

F(a)  =  f(ai.         V'{a)=f'ia),  ....         1"  »-"(  n)  = /(«-'-'(«O, 

F(6)  =  /i7m.         F'(6)  =  /'(6),  ...,         F'?-'lh)  =  f^-t>{h), 


On  s'appuie  sur  la  lelat 


ion  F(t)  =  /•(.*■)-;--!-:    /       -iXzUl:.] 


"23.  Soit  f{z)  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  de 
centre  a.  Soient  d'autre  part  Oi,  n».  •••-  ««.  •••  une  suite  indéfinie  de 
points  intérieurs  à  ce  cercle  C,  le  point  fl«  ayant  jiour  limite  le  point  a 
lorsque  ii  croit  indéfiniment.  Pour  tout  point::  intérieur  à  C,  on  a  le  déve- 
l(ip|iement 


.A-)  =/(ai.i-;-...— (  ;  — ai)(3  — a.,)... 


..„-,.V^ 


F'«(«//  ' 


F„(;)  =  [z  —  ax){z  —  a,\  . . .(  z  —  a„  ^. 

[L.vinENT,  Journal  de  Matlir/iuitiqices,  5"  série,  t.  VIll,  p.  Sa"».] 
lOn  s'appuie  sur  la  formule  suivante,  facile  à  vérifier. 


■If,        (S  — «,)(3  — aj) 

(.V—  a,}...(T  —  an-i)  I        i.r —  «,  )...!./■  — <^,i 


(z  ^  a,  )...{z  ~  a„^,}iz  —  II,,  )         z  —  .r   (c  — «,)...(;  —  ii„ 
et  l'on  procède  comme  pour  établir  la  formule  de  Ta^lor.] 
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24.  Soit  Zii=a  +  bi  une  racine  d'ordre  «de  réqualion_/'(^)  =X-|- Yi  =  o, 
la  fonclionyf.:;  étant  liolomorphe  dans  le  voisinage.  Le  point  x-=a,  y  =  h 
est  un  point  multiple  d'ordre  n  des  deux  courbes  \  —  o,  Y  =  o;  les  tan- 
gentes en  ce  point  ii  chacune  de  ces  courbes  forment  «ne  rose  des  vent* 
et  les  rayons  de  l'une  sont  les  bissectrices  des  ra\ons  de  l'autre. 

25.  Soit  /(  ;  ;  =  X  -~  i\  =  -\o  -'"  -^  -^i  ;"'~'  -t-  .  .  .  -1-  .V,„  un  polynôme 
d'ordre   m    à   coeflicicnls  i^uelconques.   Toutes    les   asymptotes   des   deux 

courbes  \  =  o.  Y  =  o  passent  par  le  point  <raffi\e -— .  et  sont  dispo- 

sées  comme  les  dioitcs  de  l'exercice  précédent. 

'ift.  Série  de  Burmann.  —  Etant  données  deux  fonctions /(.r).  F(x; 
d'une  variable  .r,  la  formule  de  Burmann  donne  le  développement  de  l'une 
d'elles  suivant  les  puissances  de  l'autre.  Pour  préciser  le  problème,  prenons- 
une  racine  simple  a  de  l'équation  F(  j;)  =  o  et  supposons  que  les  deux  fonc- 
tions f{x)  et  ï'(x)  soient  holomorphes  dans  le  domaine  du  point  a.  E)ans 
ce  domaine,  on  a 

F  (  ,r  )  =  .-- , 

(S  (  a-  ; 

la  fonction  '^{x)  étant  régulière  pour  .r  =  «,  si  a  est  racine  simple 
de  V(x)  =  o.  En  re|)résentant  F(x)  par  y,  la  relation  précédente  est  équi- 
valente à 

X  —  (I  —  r  -^  (  .r  I  =  o 

et  l'on  est  ramené  à  calculer  le  développement  de  /(  r)  suivant  les  puis- 
sances de^  (formule  de  Lagrange). 

*27.  Équation  de  Kepler.  —  L'équation  ;  —  o  —  e  siu .:  =  o.  où  «  et  e 
sont  deux  nombres  positifs,  (/  <  —,  e  <  i,  admet  une  racine  réelle  compri'^e 
entre  o  et  t.,  deux  racines  dont  la  partie  réelle  est  comprise  enlie  m- 
et  {/Il  -h  i)t:.  lorsque  //(  est  un  nombre  positif  pair,  ou  négatif  impair;  si  i» 
est  un  nombre  positif  impair,  ou  négatif  pair,  il  n'y  a  aucune  racine  dont 
la  partie  réelle  soit  comprise  entre  im:  et  (/«  ~  \)-.  [Bbiot  et  BoiytET. 
Théorie  des  fonctions  elliptiques,  2'  édil.,  p.  199.] 

[On  étu<lie  la  courbe  décrite  par  le  point  ;/  =  ;  —  a  —  c  i\nz,  loisque  la 
variable  -  décrit  les  quatre  côtés  du  rectangle  formé  par  les  droites 
.r  =  /«T:,  X  =  {ni  -T-iiT.,  y  = -\-  \\,  y=  —  H,  Il  étant  un  nombre  très 
grand.] 

*28.  Pour  des  valeurs  très  grandes  de  m.  les  doux  racines  de  l'exercice 
précédent  dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  2»!-  et  (-im  -+-  \)t.  soivl 

il  peu  près  égales  à  xin-  t-  -  =  ;'     log  1  -  1  -~  log  {■i.in-  h — -  )    • 

[GoiniER,  Annales  de  l'Iicole  \orinnIc,  i'  série,  t.  VU,  p.  7j.] 


■•J'.i.  Extension  de  la  formule  de  Lagrange.  —  Soieiii  /(•:),  -^(z) 
<lfux  fonctions  liolonioiplie^  ihiiis  lo  lioiiKiiiie  «l'un  |ininl  a,  C  un  cercle  de 
•cenlic  a  el  ilo  rayon  /•  tel  que  l'on  ait,  tout  lo  Ion"  de  ce  cercle, 

l'/(^)|-l?r(^M<'-- 

l.'équalion  F(  c  i  =  c  —  n  —  a /"(  ^  i — [jo(C)  =  o  ,i  une  iMcine  et  une 
-fie u le  Z  à  l'intérieur  du  cercle  C.  Toute  fonction  lioloniorphe  ll(  ')  de  cette 
rnciiie  peut  être  dé\elo|)|iée  suivant  les  puissances  de  a.  'i  en  parlant  de  la 
formule 

qui  donne,  en  piocédaul  coninic  au  n"  oOO, 

ll(')  V     î!"'i'  '/'"  +  ■'       ,  r    ^  1         r         ,  ,        , 

r   -  '     r.    -/>    =  Il  I  «  )  -  y  — r^    ,   ,„    „    Il  '  «  '   /(  a  .]'"[oU,  i  "    . 

4  —  xj  il)  —  a  -w  (,  I  .^^  m  .  Il  I   (l<i"'  '  "  '  j     L  .  V      j    I 

3a  combinaison  m  =  //  =  o  étant  exclue  de  la  souiiiiation.  En  posant 

ii(z)  =  t<(z,\i-xf(:)-i.^'iz)]. 
■on  a  aussi 

-I>(  r  )  =  ■!>('«  )  -  y  -^V^    f'"^"    ',  ;  'l-'i  f'Hfir')  I'"  [  -  <n)]"'., 
il  roMiliinai>on  i»  =  /;  =  o  étant  encore  exclue  de  la  somnialion. 

:!f).  ■  Définition  d'une  fonction  holomorphe  par  sa  partie  réelle.  — 

'So'xl  f^x)=  a^\^-  a\X-i- .  .  .^<i „x" ^~  .  . .  une  fonction  liolomorplie  à  l'inté- 
ïieur  d'un  cercle  de  rayon  K  ayant  pour  centre  l'origine;  nous  écrirons 
aussi,  en  séparant  la  partie  réelle  el  le  coefficient  de  i.  /(■'-')  =  P  ^  ;'Q.  Le 
■Jung  <run  cercle  C,.,  concentrique  au  premier  et  de  rayon  /•  <  R,  1^  et  Q 
•sont  des  fonctions  continues  et  périodiques  de  rar;;ument  0,  et  tous  les 
-coefficients  «i,  a,,  ....  a,,,  ...  peuvent  s'exprimer  par  des  intégrales  où 
figure  seulement  la  partie  réelle  P,  (0)  de  /(-v)  le  long  de  C^.  Nous  avons 
•en  ell'et,  d'après  les  formules  classiques  (u"  29:î>, 

('nr"=^  I       [P,.fô)^-i'Q,.(0)Jt— ""f/0; 

•d'autre  part  on  a,  pour  /(  >  o, 

/        [  |',.(6)  -i-  iQri  0  ij  ("'d'  dO  =  o, 

■car  cette  intégrale  est  identique,  à  un  facteur  prés,  à  l'intégrale 

ff(z')z'-'d:>. 
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I  tn  peut  (Ciire  la  leliilion  pii'céJcnle,  en  changeant  l'en  — (', 
I        fl',fO)  — (■Q,.(f])Jé-"0'f/()  =o, 

et  par  suite  on  a.  pour  /)  ;   o, 

II)  -«„/•"=  j        P,.(Oie-'"8rfO. 

Celte  relation  ne  «'applique  plus  pour  /i  =  o:  si  n„  —  l'o-t-  '  Qo.  on  a 


^->) 


<tA\=   f      l>,.(Oif/0,  ir.(i„=   j        rv(9irf0. 


Ces  formules  s  appliquent  encore  pour  ;•  =  R,  si  la  fonction  /(jf)  est  con- 
tinue sur  le  cercle  de  ra\on  I!. 

Soit  ar  =  r,e''i('j    '  r)  l'aflise  d'un  point  intérieur  à  C,  ;  on  a 


-f(.r)  =  -(l'„-^("Q„-)  +  -V«„;«, 


ce  que  l'on  peut  ('-crire,  d'après  les  formules  ([)  et  i  2  i 


_/•(.,-,  =  -,-o„-  /■  "p, 


-2' 

11=1 


puisque  la  série  sons  le  signe  intégral  est  uniformément  convergente.   L» 

le''?"' 


somme  de  cette  série  est 


c  est-a-(lire 


-1^,  nii   3  =  re'"  es 


i?-0) 


un  |ioint  du  cercle  C,-:  nn  a  ilonc  linalenient 

(■3)  •.>.-/(r)  =  '.r/o„— l'     P,.i6|i-^rfn. 

La/onction  liolomorphe  f\  .r  )  est  donc  coiiiplcteinenl  délrrininée  à 
l'intérieur  du  cercle  Cr,  si  l'on  connaît  la  valeur  de  la  partie  réelle 
le  Ions;  de  ce  cercle  et  le  coefficient  de  i  à  l'origine.  En  particulier,  la 
valeur  de  la  partie  réelle  P  est  déterminée  en  tout  point  intérieur  à  C,.  par 
les  valeurs  qu'elle  prend  le  long  de  C, .  (  Principe  de  Dirichlet. ) 

Il  est  facile  de  déduire  de  la  formule  (  J)  une  limite  supérieure  du  module 

de  y(.')  en  un  point  intérieur.  L(>rsque  .3  décrit  le  cercle  C,-,  \- —\  reste 


EXERCICES. 


plus  petit  i]iie  p — -  =  </.  Oti  a  ilonr,  pour  tout  point  intérieur  à  C,., 

"       *■   0 

Soit   -li/i   le   inaxitnum   de    1P;(9)|    le    long    de   C,  ;    il   est   clair   que 
/        I  Pr(0)  1  M  <  i-  =li. '■),  et  par  suite  on  a  aussi 

(5)  l/('-M<|Q«KA>('-)7. 

On  peut  trouver  une  autre  limite  pour  |  /"(.c)  |.  Soit  Ai/-j  un  nombre 
positif  ou  nul.  égal  au  maximum  de  l*,(0}  le  long  de  Cr  lorsque  cette 
partie  réelle  prend  île?  valeurs  positives  le  long  de  C,-,  et  égal  à  zéro 
lorsque  Ion  a,  en  tout  point  de  C^.  Pr(0)lo.  On  a,  d'après  les  rela- 
tions^ (>), 

P.--^  r"|P|rfô  =  :^  f"'[\ 


P  I  --  P  I  rfO  : 


en  un  point  où  P  _  o.  on  a  P  —  |  P  ]  =  o,  et  en  un  iioinl  de  ('.,■  où  P  >  o, 
P  -r-  I  P  I  est  au  plus  égal  à  2A(  /•  i.  On  a  donc 

et  par  suite 

-i-   f      lP|rfO<2.\(/-)  — Pu, 

l'égalité  ne  pouvant  avoir  lieu  que  si  Xir)  =  o,  c'est-à-dire  si  P  ne  prend 
pas  de  valeurs  positives  sur  C, ,  La  formule  (  1  i  donne  donc  la  nouvelle 
inégalité 

(6)  |/(.r)|<|Q„l-+-[>A,r)-P„]y. 

11  est  clair  que  ces  inégalités  subsistent  si  l'on  y  remplace  A{r)  et  A(/> 
par  des  nombres  plus  grands;  ainsi,  dans  la  dernière,  on  peut  remplacer 
\(r)  par  un  nombre  positif  quelconque,  supérieur  au  maximum  de  P  le 
long  de  C,.. 

*31.  Séries  récurrentes.  —  Soit 

I  Ol  ■'',)  =  «0 —  Ml-''-^.  .  .H-  ll„,  '"'  —  ■  •  ■ 

une  série  entière  dont  les  coefficients  Ud.  Hj,  ...,  «,„,  ...  forment  une 
suite  récurrente,  h -f-  i  coefficients  consécutifs  ((,,.  «,,_i,  ...,  ttn^p  étant 
liés  par  une  relation  linéaire  l't  coefficients  constants 

(f.)     Un+p-^  UiU,,  ^p-i  —  ..  .-^  anii,,  =  <>        (a,i  =  o; /)  =  o,  I,  2,  — ), 
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qui  permet  de  déleiiniiier  de  pioche  en  proche  tous  les  coefficients  de  cette 
série  connaissant  les  n  |)remiers  coefficients  Uq,  Ut,  .  ■ . ,  «n-i  que  l'on  peut 
choisir  arbitrairement. 

La  relation  (2)  exprime  qq^  le  coefficient  de  .'"+/'(/)  i  01  dans  le  produit 
de  la  série  œ(')  par  le  polynôme  de  degré  h 

(3)  /{.>■)  =  1  -^o,.r-^ff,.,2— ..  .—  «„.,« 

est  nul.  Ce  produit  tp(.j)_/"(.r)  est  donc  un  polynôme  '}'(■'')  ^^  degré  au 
plus  égal  à  «— I.   Réciproquement,  si  l'on  développe  en  série  entière   le 

quotient  -^ — -,  où  ii(-r)  est  un  [lolynoini'  à  coelficieiils  arbitraires  de  degré 

inférieur  à  n,  on  obtient  une  série  enliéie  dont  /(  -i-  i  coefficients  consé- 
cutifs vérifient  la  relation  (•).). 

II  est  facile  de  déduire  de  cette  remarque  l'expression  générale  du  coef- 
ficients  u,i,   d'une   suite   récurrente.   Soient  a,   3,   ...,  À  les  n  racines  de 

l'équation  y/  —  j  =  o.  Si  ces  racines  simt  distinctes,  la  fracliuu  ration- 
nelle -^rr^ —  est  égale  à  une  somme  de  fractions  simples 

/'■'■»  . 

'U'.r)  A         ,  B  L 


/(,ij         I  —  3t./-    '     1  —  3./-    '   ■••        1  _  À.,- 

et  le  coefficient  de  .r'"  dans  le  développement  en  série  est 

(  .1  )  ii,u  =  \  a'"  -!-  B  3'"  ^ .  .  .  -u  L  À'". 

Si  a  est  une  racine  multiple  d'ordre  r  de  l'équation  /(  —  )  =  o,  on  doit 

remplacer  — par  un  polvnome  de  degré  r — i   en  ,  dont  les 

1  —  a.;-  '  '      ■  n  ,  _ ,  ,. 

coefficients  peuvent  être  choisis  arbitrairement,  et  le  coefficient  de.?"'  dans 
le  développement  est  de  la  forme  a"'Pr-i(m),  I',_|(//n  étant  un  poly- 
nôme de  degré  /• —  1  à  coefficients  arbitraires. 

Si  la  relation  (2)  ne  s'applique  que  pour/>à^  >■  o,  lesy  premiers  termes 
de  <B(.r)  forment  un  polynôme  P(.i")  à  coefficients  arbitraires  et  la  série 

<!■(■>■) -P(.r)  ,        ,',        ,  .      .  ,,,  .... 
rentre  dans  la  classe  qui  vient  d  itre  étudiée. 


CHAPITRE  XV. 

FONCTIONS  LNlFOHMi;S. 


La  |)reiiii(Te  puilii;  de  ce  Cluipitre  est  consacré.'  à  Im  (N'inonstra- 
tlon  des  théorèmes  généraux  de  Weiersirass  (')  ei  de  ,\I.  Miltag- 
Lel'tler  sur  les  fonctions  entières,  et  les  fonctions  uniformes  ayant 
tine  infinité  de  points  singuliers.  J'en  fais  ensuite  rapplicalion 
■uix  fonctions  elliptiques.  Je  ne  pouvais  songer  à  d<^elopper  cette 
lliéorie  d'une  façon  quelque  peu  complète  dans  un  petit  nombre 
<le  pages;  aussi  me  suis-je  borné  à  indiquera  grands  traits  les 
])omts  essentiels,  de  façon  que  le  lecteur  jmisse  se  rendre  compte 
<le  riinportance  de  ces  fonctions.  Quant  à  ceux  qui  voudront 
pousser  plus  loin  l'étude  des  fonctions  elliptiques,  ou  en  faire  des 
<ipplications,  un  simple  Cours  d'Analyse  ne  saurait  leur  suffire; 
ils  seront  toujours  obligés  d'avoir  recours  aux  Traités  spéciaux. 

I.  -  FACTEURS  PIUMAIRES  DE  WEtERSTIÎASS.  -  TlIliORÉME 
DE   MITTAG-LEFFI.Eli. 

31o.  Expression  d'une  fonction  entière  par  uu  produit  de  fac- 
teurs primaires.  —  T.uit  polynôme  de  degré  m  est  égal  au  produit 
il'une  constante  par  m  facteurs  de  la  forme  x  —  a,  i^gaux  ou  iné- 
gaux, et  cette  décomposition  met  en  évidence  les  racines  de  ce 
polynôme.  Euler  avait  obtenu  le  premier  pour  sin:  un  développe- 
ment en  produit  infini  analogue,  mais  les  facteurs  de  ce  produit, 
que  nous  verrons  plus  loin,  sont  du  second  degré  en  ;.   Caucliy 

(')  Les  tliéorémes  de  Weierstiass  qui  vont  èiie  exposrs  ont  élO  publiés  dans 
«on  Mémoire  sur  les  fonctions  uniformes  d'une  variable  (Mémoires  de  l'Aca- 
demie  de  Berlin,  ,876).  M.  Picard  a  donné  une  traduction  de  ce  Mémoire,  revu 
et  complété  par  Weierstrass,  dans  les  Anna/es  de  l'École  .\ormale  supérieure, 
:;•  série,  t.  Mil,  18;,,.  p.  ih-k^o.  Lensenil)le  des  reclierclies  de  M.  Mittag-Lefner 
se  trouve  dans  un  Mémoire  des  Acta  mathematica  (t.  IV). 
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;iv;iil  reconnu  (jiii^  ilans  certains  cas,  on  esL  conduit  à  adjoindre  ii 
chacun  des  fartciirs  binômes,  tels  que  x  —  a,  un  facteur  exponen- 
tiel convenable.  Mais  c'est  Weierstrass  qui  a  traité  le  premier  la 
question  dans  toute  sa  i;('n('ralité,  en  montrant  que  toute  fonction 
entière,  adiiicltant  une  infiuiti'  de  racines,  peut  être  exprimée  par 
le'  produit  <run  nombre  infini  de  facteurs,  dont  cliacun  ne  s'annule 
que  pour  une  seule  valeur  de  la  variable. 

^ous  connaissons  déjà  une  fonction  entière  ne  s'annulant  pour 
au(-un<^  valeur  de  ;,  c'e^^t  e'\  il  en  est  de  même  de  eS^-'>,  ^(s)  étant 
un  polvnomc  ou  une  fonction  entière.  R('ciproquemenl,  toute 
fonction  entière  qui  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  :;  est  de 
celle  forme,  linetfet,  si  la  fonction  entière  G(5)  ne  s'annule  pour 
aucune  valeur  de  ;,  tout  point  z  =  a  est  un  point  ordinaire  pour 
„' ,  '  ,  qui  psi  |iar  consi'qucnl  une  fonction  entière  g{(z-)  : 

en  iuti'i;rant  les  deux  membres  entre  les  limites  ;o-  ^-  il  vient 

ffi :■)  «'■tant  une  nouvelle  fonclitui  entière  île  ;.  et  l'on  a 

(-.13)  =  G(;u)  «""='-?'=.'  =  e^'l=)-«-U.i+Lnïir.(r„  i. 

Le  second  membre  est  bien  de  la  forme  voulue. 

Si    une    fonction    entière    Ci(z)     n'aclmet.que    ii    racines    a,. 

a-> <i„,  distinctes  ou  non.  la  fonction  ri(;)  est  évidemment 

de  la  fiuiue 

G  (  c  )  =  (  ;  -  rt,  )  (  :  —  a»  ) .  .  .  (  ^  —  n„  )  eff<-'. 

(]onsidérons  maintenant  le  cas  où  l'équation  G(;):=o  admet 
une  infinité  <le  racines.  Comme  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre 
fini  de  racines  de  module  infi'rieur  ou  égal  ù  un  nombre  quel- 
conque Il  (  n"  209),  si  nous  rangeons  ces  racines  de  façon  que  le 
module  n'allie  jamais  en  diminuant,  cbacune  des  racines  figure  à 
un  rang  di'leruilné  dans  la  suite  obtenue 

(i  )  «i.      rto,      ....      a„.     fi„+i,      .  .  ., 

où    l'on   a    |rt«|i|rtn+i|,   et  où  |(f„|  augmente    indc-liniuient  avec 


I.    —    FACTElItS    PHIMMIIES    l)i;    WKIFH.S TliASS.  15-, 

r>iKli.v  ,1.  .Xous  ,sii|,|..,s,.n,iis  que  cliac.uie  d.s  racines  liRiire  dans 
-■.'lie  sMiK-  autant  de  Cois  que  l'exige  son.degiv  de  uiultiplicilé.  el  ' 
M"  on  n-v  laii  pas  fi.„nr  la  racine  ;  r_^  o,  si  G(o)=o.  Nous 
■dloa.  dal.crd  nu.nlnr  .-.MuiMent  on  jh-uI  former  une  fonction 
<'iUière  G,(;)  admellani  |.our  racines  Je.  lernies  d.-  la  suite  ,  i  ,,  cl 
1  elles-là  seulemenl. 

Le  pn.dull  (i-^je^-'.  oùO,(>)dcM^nc  un  ,,nh  nu.ne.  csl 
Mue  fonction  entière  qui  ne  s'annule  que  pour  r  =  «„.  N,„i>  pren- 
drons pour  q,(z)  un  poi.vnon.e  de  deor,-.  v  qu'on  delenninc  de  la 
iManiùrc  s„ix,,„ie:  nous  pouvon.  écrire  !,•  produit  préc^denl 

1,1.  :   +1I....:  11-^) 


H  en  rcn.plaçan.  I.oj;  (' ,  -  £)  p„-  m.u  drxdoppenient  eu  série 
entière,  le  déxeloppeiuenl  de  rexpos.nt  con,M,en,era  par  un  lenue 
de  désire  v  ^-  i ,  pour\  ii  (pToii  |)nMine 

"il         i";t  'in' 

Lenoud.reenlierv  est  encre  indé.enuiné.  Nous  allons  montrer 
quou  peui  elnu-ir  ce  uuud.rc  v  en  fonclioa  de  /,  de  façon  que  le 
[U'oduil  iiiliui 

n  =  \ 

soitabsolmnent  et  uniformément  converi;cnt  dans  tout  cercle  G  de 
rayon  R,  décrit  de  l'origine  <-omme  centre,  aussi  grand  que  soitR 
Le  nondu'c  R  étant  fix.^  soir  a  un  noud.re  positif  inférieur  a   ,n, 
Mettons  à  pan  dans  le  produit  ,  .)  les  facteurs  correspondani  aux 
'■acines  .,„   don.   le   u.odule  ne  dépasse  pas^.   S'il  y  a  <,  racines 
salislaisant  à  cell,'  ...ndllion.   le  produit  des  q  f.cteurs 

n  =  1 

représente  évidennncnl  une  fonction  entière  de  :■;   considérons  le 
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produit  des  fadeurs  à  i.artir  du  [q  +  i  )""'"= 


-—ni-i) 


fOv- 


Lorsque;  reste  à  l'intéri-nir du  cercle  d.'  r.iv..u  11.  ou  a  1  ^j^R- 
,.l  comme  on  a  |  «„  1  > -^>  lorsque  n>q..  il  >\'nsynViiueV  on  . 
aussi  l;l<airt„|.  Uu  facteur  de  ce  produit  peut  donc  s'écrire, 
d'après  la  façou  dont  on  a  pris  Qv(-s)^ 


(' 


Jl  )  cUv'--'   =e    ''"^'   ""'  '^     "" 


si  l'on  désigne  ce  facteur  par  i  ^  »„.  on  a 


(f-l 


Tout  revient  à  démontrer  qu'en  choisissant  convenablement  le 
nombre  v  la  série  dont  le  terme  général  est  U„=  |  u„|  est  unifor- 
mément convergente  dans  le  cercle  de  rayon  R  (T,  n"  176).  D'une 
façon  générale,  m  étant  un  nombre  quelconque  réel  ou  imaginaire, 

un  a 

|e"'  — i|<el"'i— i; 

on  a  donc,  a  fortiori, 

ou,  en  obserNant  que  \  z  \  <  a  |  a„\,  lorsque  |  ;  ]  est  <  R, 

Mais,  prêtant  un  nombre  réel  et  positif,  «•■^-  i  est  inférieur  à  xe^; 
par  suite,  on  a  encore  ^ 

"        V  -H  1  I  n«  I         1  —  a  •'  -T-  l  \  <i n  \         I       ^ 

Pour  -lue  la  série  dont  le  terme  géné^ral  est  U„  soit  uniformé- 
ment convergente  dans  le  cercle  de  rayon  R,  Il  siifrim  qu'il  en  soitj 
de  même  de  la  série  dont  le  terme  général  est  |^|      •  S'il  existel 
un  nombre  entier  ;j  tel  que  la  série  V  1^1''  soit  convergente,  il] 


I.    —    F.U.TEI  RS    l'IllAfAIllKS    m:    »  fCIERSTRASS.  ij- 

M.Clir.i  de  |..r,Klrr  v  ._.  y>  _  , .  S'  nexiste  pas  de  noinhre  enli,.,- /> 
louissaiil  cir  (.11,.  |.ro|.,i.-t.--  (  ').  il  suffira  de  prendre  v  =  «  -  ,. 
En  ellet,  la  s,.,-!,.  .I,.ni  !..  terme  général  est  |^|"  esl  unilormcnient 
convergente  , (ans  le  eerele  de  ra.v..n  ]\.  ear 'ses  termes  sont  plus 
petits  que  eeuv  ,1e  la  série^l^f-  -t  la  .-acine  ,*'^- du  tenue 
général  de  .relie  .lerni.re  série,  o»  |  £  ! ,  ,end  vers  zén,  I,,r>fp,e  /, 
augmente  ind(Winiment.  {- ). 

On  peul  donc  l.mjours  clioisir  le  nombre  entier  v  de  façon  que 
le  produit  Indni  F,(  =  )  soit  absolument  et  uniformément  conver- 
gent dans  le  cercle  de  rayon  R;  ce  produit  peut  être  remplacé  par 
la  s,.niine  d'une  s,Mi,.  uniformément  convergente  (I,  n"  176)  dont 
tous  les  teniu.s  ...nt  iu)lomorplies.  Ce  produit  F.(;)  est  done 
lui-n.,.nie  une  (oneii.ui  liolomorplie  dans  ce  cercle  (n°  297).  En 
'""l'ipliant  r,,;,  par  le  produit  F,(;;  qui  ne  contient  qu'un 
nombre  bn.  .b>  facteurs  bolomorpbes.  on  voit  que  le  produit 
infini 

1=1 

est  lui-même  absolument  et  uniformément  cmvergent  à  Tiiiiérieur 
du  cercle  C  de  rayon  R.  et  représente  une  fonction  bolomorpbe 
dans  ce  cercle.  Comme  le  rayon  R  peut  être  pris  arbitrairement  et 
quev  ne  dépend  pas  de  ce  rayon,  ce  produit  est  une  fonction 
entière  G,  (::)  qui  admet  pour  racines  les  différents  termes  de  la 
suite  (i),  et  celles-là  seulement. 

Si    la    f,.ncti,„i   ,.nti.-.rc    (j{z)    adm,-l     ,.m    outre    !,■  p„i,ii    ;  =,  ,, 

C)  Soit^  par  exemple,  «,.  =  log«  („  >  .).  J.a  série  dont  le  lem.e  "énéral 
«l  (log«)  r  est  divergeiue.  quel  que  soit  le  nombre  posilif  p,  car  la  somme 
des  („  -.)  prenncrs  terme,  «t  supérieur,,  à  ^^-^,  expression  qui  augmen.,,- 
indéfiniment  avec  n.  " 

(  =  )  M.  Borel  a  fail  remarquer  qu'il  suflit  de  pren.lre  pour  v  un  nombre  tel 
que..-,  soit  plus  ,ran,l  que  log».  1-n  effet,  la  sérieV  ||- 1'""' esl  convergente, 

car  le  terme  genéral^pcul  s'écrire  e'"'"'"'I^L  ,/°'l^l.  a  partir  d'une  valeur 
«le  n  assez  grande.  -^  sera  supérieur  i,  e\  et  le  terme  général  inférieur  à  ■^. 


1)8 
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r   ..  l..f.  n    1..  fiiiolieiU   -^'"'-  ot  une  fonction  anii- 
rommc  zéro  tt  ordre  p.  l<   quoiieni   .,,Q^^-■^ 

IvticM.e  qui  nadmel  dans  tout  le  i.lan  ni  pôle,  ni  zéro.  C'est  doue 

une  fonction  entière  de  la  foru.e  .'S^^K  ^M  .)  clant   un  ,,ol.v.v.n,e 

ou   une   fonction  entière,   et  nous  avons  ,..nu-   la   lonelu.n   «n- ' 

l'expression  suivante 

(4)  G(.)  =  e.-'.''n(.-;^)'-'^^- 

L-,  fonction  entière  ^(.  .  peut  U  son  tour  être  remplacée  d'une 
inlinilé  de  manières  par  la  sonnue  ,rune  série  uniformément  con- 
verj;ente  de  polynômes 

,1  la  formule  précédente  peut  encore  s'écrire 


G(-)  =  -'' 


n(' 


— ::  \  eUv  :!+;.■ 


les  facteurs  de  ce  produit.  <l(Mit  cliacun  ne  s'annule  q.u^  pour  nne 
valeur  de  ;,  sont  appelés /tfc«e((/-.v  prbnaircs. 

1  e  produit  (  \)  étant  absolument  convergent,  on  peut  ranger  les 
facteurs  primaires  dans  un  ordre  arbitraire,  ou  les  associer  entre 
eux  à  volonté.  Dans  ce  produit,  les  polynômes  Qv(:;)  ne  dépen- 
dent que  des  racines  elles-mêmes  une  fois  qu'on  a  choisi  la  loi  qui 
fait  connaître  le  nombre  v  en  fonction  de  n.  Mais  le  facteur  expo- 
nentiel es^''>  ne  peut  être  déterminé  si  l'on  connaît  seulement  les 
racines  de  la  fonction  G(^).  Prenons  par  exemple  la  fonction 
sinTTî,  qui  admet  pour  racines  simples  tous  les  nombres  entiers 
positifs  ou  négatifs.  Dans  ce  cas,  la  série^  |  ^f  est  convergente 
,,a  i>eut  donc  ]. rendre  v  =^  i .  el  la  l.melu.n 

où  l'accent  placé  à  droite  de  11  indique  qu'on  ne  doil  pas  donner  à 
l'indice  n  la  xaleur  zéro  (  '  ),  admet  les  mêmes  racines  que  siut:;. 

(>)  Ouand  cette  exception  doit  ctre  observée   dans  une  formule,   nous  le  ra,.- 
pdons'en  faisant  suivre   d'an  accent  '  la  caractéristique   du   produit  ou  de  U 


'  J"J 


t.    —    FACTElnS    PRIMAIRES    DE    WEIEIISTRASS. 

On  a  donc  ,in-z  =  eS^^i  G(z),  mais  Je  raisonnement  ne  „„„. 
apprend  r.en  sur  le  facteur  e.''-'.  Nous  dén.ontrerons  plus  l,.i„  n„,. 
ce  facteur  se  réduit  à  7:. 

316.  Genre  d'une  fonction  entière.  —  Étant  donnée  une  suii,' 
.ndéfinie  ,juelr„nque  «,,  «,,  ....  «„ „ù  |  „„  |  augmeulr.  indé- 
finiment avec  H,  nous  venons  de  voir  comment  on  peut  former  uno 
inlinité  de  fonctions  entières  admettant  pour  zéros  tous  les  termes 
de  cette  suite,  et  n'en  admettant  pas  d'autres.  Lorsqu'il  existe  un 
nombre  entier;,  tel  que  la  série  v|o„|-/'  soit  converj^enle.  on  peu. 
prendre  tous  les  polynômes  Qv(;)  de  desré  ;;  -  i. 
Etant  donnée  une  fonction  entière  de  la  forme 

«ù  P(  c)  est  un  pol\nome  de  de-ix- p  —  ,  au  plus,  le  noml.ie  p  —  , 
«si  dit  le  oenre  de  cette  fonction.  Ainsi  la  foncli.m  FT  f  i  —  -",) 

<-^l  de  i^enre  zéro:  la  Ibnclion  ii^  écrite  plus  |,,,ut  esl  de  genre 
iiu.  L'élude  du  genre  d'une  fonction  cnliéie  a  d,.nné  lieu  depuis 
quelques  années  à  un  grand  nombre  de  travaux  ('  '  1. 

317.  Fonctions  uniformes  avec  un  nombre  fini  de  points  singu- 
liers. -  Lorsqu'une  f.mction  uniforme  F(;)  n'a  dans  tout  le  plan 
qu  un  nombre  fini  de  points  singuliers,  ces  points  singuliers  sont 
nécessairement  des  points  singuliers  isol.^s;  ce  sont  d'es  pôles  ou 
des  points  essentiels  isolés.  Le  point  ..  =  00  esl  lui-même  unj.oint 
ordma.re  ou  un  point  singulier  isolé  m"  310).  ln^  ersement,  si  une  ' 
fonction  uni/orme  n'a  dans  tout  le  plan  {y  compris  le  point  à 
l'infini)  que  des  points  singuliers  isolés,  ces  points  sin<ruliers 
^ont  en  nombre  fini.  En  eflet,  le  point  à  l'infini  est  un  point 
ordinaire  pour  la  fonction  ou  un  point  singulier  isolé.  Dans  les 
deux  cas,  on  peut  décrire  un  cercle  C  de  rayon  assez  grand  ,,onr 

(■)  Voir  l'Ouvrage  .le   M.  E.  Borel,  Leçons  sur  les  fonctions  entiires  (,90,,) 
î'Un^S. '""'"'         "■  ^''"•""'"•"''    -^"'-  ^''  /<"«'"•«""   entières  de  genre 


,G0  CIHPITRIÎ    XV.    —    FONCTIONS    UNIFORMES. 

qu-ù  l-exUTieur  cle  ce  cercle  la  fonction  n'ait  pas  d'autre  point  sln- 
-ulier  que  le  peint  à  rinfini  lui-même.  A  rinténeur  du  cercle  C, 
la  fonction  ne  peut  avoir  qu'un  nombre  iini  de  points  singuliers: 
car,  si  elle  en  avait  une  infinité,  il  y  aurait  au  moins  un  point 
limite  (n'  299),  et  ce  point  limite  ne  serait  pas  un  point  singulier 
isolé.  Ainsi  une  fonction  uniforme  qui  lia  que  des  pôles  en  a 
nécessairement  un  nombre  fini,  car  un  pôle  est  un  point  smgu- 
lier  isolé. 

Toute  fonction  uniforme  qui  est  régulière  pour  toute  valeur 
finie  de  'z,  et  pour  r  =  ^,  se  réduit  à  une  constante.  -  bn 
effet,  si  cette  fonction  ne  se  réduisait  pas  à  une  constante,  comme 
elle  est  régulière  pour  toute  valeur  finie  de  z,  ce  serait  un  poly- 
nôme ou  une  fonction  entière,  et  le  point  à  l'infini  serait  pour  celte 
fonction  un  pôle  ou  un  point  singulier  essentiel. 

Cela  posé,  soilF(r)  une  fonction  uniforme  admettant  «  points 
singuliers  distincts  «..  «„  ..-,  a,,  à  distance  finie,  et  soil 
Q./_J_\  la  pyi-ile  principale  du  développement  de  F(3)  dans 
le  domaine  du  point  «,;  G,  est  un  polynôme  ou  une  fonction 
entière.  Dans  les  deus  cas  cette  partie  principale  est  régulière 
pour  toute  valeur  de  ;  (y  compris  =  =  co),  sauf  pour  z  -  «,-•  Soil 
de  même  P(  r)  la  partie  principale  du  développement  de  b{z) 
dans  le  domaine  du  point  à  l'infini;  P(  =  )  est  nul  si  le  point  i» 
rinfini  est  un  point  ordinaire  de  F(-).  La  différence 

D  =  F(c)-P(^)-2''"''-{7^) 
1=  1 

est  évidemment  régulière  pour  toute  valeur  de  -,  y  compris  c  =  :c;| 
c'est  donc  une  constante  G.  et  nous  avons  régalile  ('  ) 

(5)  F(.)  =  P>»+2^'(7^)^*'- 

qui  montre  rp.e  h.  fonction  F(:)  est   complètement  déterminée 

^-)  un  arrive  encore  a  celle   formule  en   égalant  à   ^éro  la  somme  des  résidu 

,    ,     ,       ..        ,.,  ^,  /' ! \ \,  z,  î„  élant  considérés  comme  des  con 

de  la  fonclion   t  (  J  )  (  ^,       :       x  —  zj 
slanU-5  cl   c  comme  la  variable  i  voir  n°  310). 
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à  iii)e  conslanle  addilive  près,  [)ar  la  connaissance  des  parties 
principales  dans  le  domaine  de  cliacun  des  points  singuliers.  Ces 
parties  principales,  ainsi  (pie  les  points  siiimillirs,  pemenl  d'ail- 
leurs être  clioisies  arbitrairement. 

r^orsque  tons  les  points  singuliers  sont  des  pôles,  les  parties 
principales  G/  sont  des  polynômes;  P(:)  est  aussi  un  polynôme, 
s'il  n'est  pas  nul,  et  le  second  membre  de  la  formule  (5  )  se  réduit 
à  une  traction  ralionnello.  Comme,  d'autre  part,  une  fonction 
uniforme  (pii  n'admet  que  des  pôles  comme  points  singuliers  en 
a  un  nombre  Uni,  on  en  conclut  qii' nue  fonction  uniforme,  dont 
tous  les  points  sin^ii/iers  sont  des  pô/es,  est  une  fraction 
rationnelle. 

1518.   Fonctions  uniformes  avec  une  infinité  de  points  singuliers. 

■ —  Si  une  tonclion  iinilcume  admet  une  mlinilé  <le  points  sin- 
i;uliers  dans  un  domaine  fini,  il  y  aura  au  moins  un  point  limite  à 
I  intérieur  ou    sur   la  Cronlière  de  ce    domaine,    l'ar   exemple  la 

fonction -admet  comme   pôles   toutes   les  racines    de   l'équa- 

sin  - 

lion  ,>in  (-1  ^  o,  c'est-à-dire  tous  les  points  ;  =  - — >  /,  étant  un 
noudjrc  entier  quelconque;  l'origine  est  un  point  limite,  l.a 
tonctiou admet  de  même  pour  points  singuliers  toutes 

les  racines  de  ré<(uation  siu  (- )  =  -j-^,  parmi  lesquels  sont  tous  les 

points  r-  =  1  /.  et  A'  étant  deux  nombres  entiers 

■jd,'—  -T-  arc  'in  (  y—  1 

arbitraires.  Tous  les  points  ,_  sont  des  points  limites,  car  si, 
A"'  restant  fixe,  /.augmente  indéfiniment,  l'expression  précédente  a 
pour  limite  ,  ,_  •  H  serait  aisé  de  former  des  exemples  de  plus  en 

plus  compliqués  du  même  genre  en  mulliplianl  les  signes  sin.  Il 
i-xiste  aussi,  comme  nous  le  venons  un  peu  plus  loin,  des  fonc- 
tions admettant  pour  points  singuliers  tous  les  points  d'une  ligne. 
H  peut  se  faire  qu'une  fonction  uniforme  n'ait  qu'un  nombre  fini 
de  points  singuliers  dans  tout  domaine  fini  du  plan,  quoiqu'elli; 
G.,  II.  Il 
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en  ail  une  infinitt-  dans  loul  le  (iliin.  A  l'extérieur  d'un  cercle  C, 
aussi  grand  qu'en  soil  le  ravon,  il  y  a  toujours  une  infinité  de 
points  singuliers,  et  nous  dirons  que  le  point  à  l'infini  est  un  poinl 
limite.  Nous  allons  nous  occuper,  dans  les  paragraphes  suivants, 
des  fonctions  uniformes  admettant  une  infinité  de  points  singuliers 
isolés,  ayant  pour  seul  point  limite  le  point  à  l'inliiii. 

319.  Théorème  de  M.  Mittag-Leffler.  —  S'il  ny  a  rpi'un  nombre 
tini  de  points  singuliers  dans  toute  portion  du  plan  à  distance 
finie,  ou  peut,  comme  on  l'a  déjà  remarqué  pour  les  zéros  d  une 
fonction  entière,  ranger  ces  points  singuliers  en  une  suite 


de  façon  qu'on  ait  \a„\<\a„+A-  '''  i'  «""  clair  que  \a„\  croit 
indéfiniment  avec  /;.  Nous  pouvons  supposer  de  plus  que  tous  les 
termes  de  cette  suite  sont  dilTérents.  A  chaque  terme  'U  de  l;i 
suite  (6)  faisons  correspondre  un  polynôme  ou  une  fonction 
entière  eu  ' •  Ci/) — ' — ■)i  pris  d'une  façon  tout  à  fait  arbi- 
traire. Le  théorème  de  Mitlag-Lefller  ])eut  s'énoncer  ainsi  : 

Il  existe  une  fonction  analytique  unifornir,  ,/ui  ost  régu- 
lière pour  toute  valeur  finie  de  s  ne  faisant  pas  partie  de  la 
suite  (6),   et  dont  la  partie  principale,  dans  le  domaine   du 

point  -  =  a„  est  G,-  (  .  _  ^,    )  • 


Nous  allons  démontrer  pour  cela  qu'il  est  possible  d'associer  à 
chaque  fonction  0,1^^)  un  polynôme  P/fs),   tel  que  la  série 

I  =  1 

délinisse  une  fonction  analytique  jouissant  de  ces  propriétés. 

Si  le  point  ;  =  o  fait  partie  de  la  suite  (6),  nous  prendrons  le 
polynôme  correspondant  égal  à  zéro.  A  chacun  des  autres  points  «, 
faisons  correspondre  un  nombre  positifs,  tel  que  la  série  ïî,  soit 
eouvergenle;  désignons  en  outre  para  un  nombre  positif  inlérieur 


FiciKLiis  l'nniAini. 


^'  I..Mité.  Soi.n.  (;,  le  cnle  avaut  |,„ur  c.MU.e  |-on^ine  ,H  passa.,, 
par  !.•  |„„„l  a„  (^  le  cercle  concenlri,,„e  an  [.récédeal  c  cleravou 
égal  à  a|«,l.  La  fonctioa  (1,  (^  |  é.an,  l,ol,„„orpl,e  ,lans  le 
cercle  C„  on  a,  pour  lo.u  point  intérieur  a  ce  cercle. 


<^l 


l.a  série  euliére  qui  est  au  second  membre  est  uniformément  con- 
verj;ente  dans  le  cercle  C;  ;  on  peut  donc  trouver  un  nombre 
'■nlier  v  assez  grand  pour  qu'on  ait,  à  l'intérieur  de  C,' . 


(^) 


:/o—  y.,,:  ~.  ■  .—  y.,.,: 


.i  le  uoM.Lre  vêtant  ainsi  déler.niné,   nous  prendrons  pour  l>,(z\ 

le  polynôme  —  a,,,  —  a, ,  ;  —  .  .  . a,,, ; '. 

Cela  posé,  soit  C  un  cercle  de  rajon  R  avant  pour  centre  le 
pomt  ;-_o.  Menons  à  part  dans  la  suite  ^6)  les  points  singu- 
liers.,, dont  le  module  ne  dépasse  pas  ^.  .S'il  y  en  n  y,  non... 
poserons 

Onaiil  à  la  série 


I'%(.^|  = 


ib-iTé^) -'■-]■ 


elle  est  absolument  et  uniformément  conxergentc  dans  le  cercle  C;: 
<  ar  on  a,  pour  tout  point  pris  dans  ce  cercle,  |  ;  |  <  R  <  a  |  ffj|,  si 
I  .ndice  i  est  supérieur  à  q.  D'après  l'inégalité  (-  )  et  la  façon  dont 
"U  a  pr>s  le  polynôme  P,(;).  le  module  du  terme  i;énéral  de  la. 
seconde  série  est  inférieur  à  .,,  lorsque.,  est  intérieur  à  C.  La 
«onction  F,(:;)  est  donc  une  fonction  holomorplie  dans  ce  cercle,, 
'•t  d  est  clair  qu'en  lui  ajoutant  F,(z),  la  somme 


FÙ)  = 


aura  dans  le  cercle  C  les  mêmes  points  singuliers  que  l\,(z)  avec 
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les  mêmes  parties  principales.  Ces  points  singuliers  sont  précisé- 
ment les  termes  de  la  série  (6)  dont  lo  module  est  inférieur  à  W, 

et  la  partie  principale  dans  le  domaine  du  point  ai  est  G/  (  _  _       j  ■ 

(jomme  le  rayon  11  est  quelconque,  il  s'ensuit  que  la  fonction  F(;) 
satisfait  à  toutes  les  conditions  de  l'énoncé. 

Il  est  clair  qu'en  ajoutant  à  F(s)  un  polynôme  ou  une  fonction 
entière  quelconque  G(s),  la  somme  F(:-)  +  G(s)  admet  les  mêmes 
points  singuliers  que  F(i)  avec  les  mêmes  parties  principales. 
Inversement,  on  a  ainsi  l'expression  générale  des  fonctions  uni- 
formes possédant  les  points  singuliers  donnés  avec  les  ])arties  prin- 
cipales correspondantes,  car  la  dili'érence  de  deux  pareilles  fonc- 
lioiis,  étant  régulière  pour  toute  valeur  finie  de  s,  est  nn  poljnome 
t)u  une  fonction  entière.  La  fonction  G{z)  pouvant  à  son  tour 
l'Ire  représentée  par  la  somme  d'une  série  de  polynômes,  la  fonc- 
tion F(;)-hG(;)  peut  donc  elle-même  être  représentée  par  la 
somme  d'une  série  dont  chaque  terme  s'obtient  en  ajoutant  à  la 
partie  principale  G/  ( — )  un  polynôme  convenable. 

Si  toutes  les  parties  principales  G,  sont  des  polynômes,  la  fonc- 
tion est  mérojnorplie  dans  toute  région  du  |)lan  à  distance  finie 
et  inversement.  On  voit  donc  que  loute  fonction  méroniorplie  peut 
être  représentée  par  la  somme  d'une  siirie  dont  cliafpic  terme  est 
une  fraction  rationnelle  ne  devenant  infinie  que  pour  une  valeur 
finie  de  la  variable.  Cette  re[)résontalion  est  analogue  à  la  décom- 
position d'une  fraclion  rationnelle  en  éléments  simples.  Toute 
fonction  méroniorplie  'I*(s)  peut  aussi  se  re|)résenter  par  It;  quo- 
tient de  deux  fonctions  entières.  Supposons  en  eifel  que  les  pôles 
de  4»(;j  soient  les  termes  de  la  suite  (6),  chacun  d'eux  étant 
compté  avec  son  degré  de  multiplicité.  SoilG(;)  une  fonction 
entière  admettant  ces  zéros;  le  produit  $(£)(j(;)  n'a  plus  de 
[lôles.  C'est  donc  une  fonction  entière  G|  (  ;  I,  et  l'on  a  l'égalité 

*'"■'""  TT77T' 

320.  Étude  de  quelques  cas  particuliers.  —  I^a  démonstration 
précédente  du  lliéorème  généial  ne  donne  pas  loujours  le  moyen 
le  plus  simple  de  former  une  fonction  uniforme  satisfaisant  au\ 
conditions  voulues.  Supposons  par  exemple  qu'il  s'agisse  de  con- 
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-nuire  une  fonction  *(;  )  atlrnettant  pour  pôles  du  premier  onire 
lous  les  points  de  la  suite  (6),  le  résidu  étant  égal  à  un;  nous  sup- 
poserons que  3  =  0  n'est  pas  un  pôle.  La  partie  principale  relative 
:tu  pôle  <7,  est —,  et  l'on  peut  écrire 


n''  Z  rt;    \</,  /     ' 


SI  nous  prenons 

"'     «;  a'; 

tout  revient  i  déterminer  W-  nombre  entier  v  en  fonction  de  l'iri- 
ilice  i  de  fncon  nue  la  série 


iT—dY-i 


\         a,/ 

soit  absolument  et  uniformément  convergente  dans  tout  cercle 
décrit  de  l'origine  pour  centre,  en  négligeant  un  nombre  suffisant 
de  termes  au  déljiil.  Il  suffit  encore  que  la  sérieY  ( —  Y^'  soit 
elle-même  absolument  el  nniformémenl  convergente  dans  le 
même  domaine.  -S'il  existe  un  nombre  p  tel  que  la  sérieV  I  — K 
soit  convergente,  il  siifliia  tie  prendre  •/  =  /)_,.  S'il  n'existe  pas 
de  nombre  entier  jouissant  de  cette  propriété,  on  prendra  comme 
plus  haut  (n"  3Io  )  V  =  /  —  , .  ou  •/  —  I  >  log/.  Le  nombre  v  étant 
choisi  convenablement,  la  fonclion  inéromorplie 


*(;)  = 


■^] 


admet  pour  p<'.les  du  premier  ordre  tous  les  points  de  la  suite  (fi) 
avec  un  résidu  égal  à  l'unité. 

Il  est  facile  d'en  déduire  une  nouvelle  démonslration  du  théo- 
rème de  M.  Weierslrass  sur  la  décomposition  dune  fonclion 
entière  en  facteurs  primaires.  En  ed'ei,  on  peut  intégrer  terme  à 
terme  la  série  (9)  tout  le  long  d'un  chemin  quelconque  ne  passant 
par  aucun  des  pôles;  car,  si  ce  chemin  est  situé  dans  un  cercle  C 
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aja'ïl  pour  centre  l'orii;ine,  la  série  (9)  peut  être  remp)aeée  par 
une  série  uniformémeiil  convergente  dans  ce  cercle,  aiigmcnli'c 
-fie  la  somme  il  im  nomlire  fini  de  fonctions  méromorpljes  [cela 
rt'siilte  do  la  dc'iiMinstration  même  de  la  iorniule  (())].  Si  nou.s 
intégrons  en  |)icniiiil  le  point  ;  =  o  p<iur  limite  inférieure,  il  vient 

Ja  --^  I  \        "//        "/        ^";  ''«,  J 

<t  par  suite 


.(10) 


••'■'"■"^-iK-ij-^ 


Il  esl  facile  de  vérifier  que  le  premier  membre  de  cette  formule  (10) 
■  est  une  fonction  entière  de  ;.   Dans  le   voisinage  d'une  valeur  a 

de  z,  n'appartenant  pas  à  la  suile  (()),  l'intégrale    /    >I>(;)</;est 

liolomorplie  ;  la  lonclion  c  "  est  aussi  lioloiiiorphe  et  diflé- 

irenle  de  zéro  pour  ;  =  a.  Dans  le  voisinage  du  point  «/,  on  a 

<I>  t  C-  j  =   -;— — h  1'  (Z  —  Oil, 

I     -P^zjdz  =  Log(;  —  ai)-+-  Q{3  —  a,), 
<?.'»  =(;  — rt,)eO'=-".', 

'Jes  fonctions  V  et  O  étant  liomolorphes.  On  voit  que  cette  fonc- 
tion entière  admet  pour  racines  les  termes  de  la  suite  (6),  et  la 
•formule  (10)  est  identique  à  la  formule  (3)  établie  plus  haut. 

La  même  démonstration  s'appli(juerait  encore  aux  fonctions 
•  entières  ayant  des  racines  multiples.  Si  a,-  est  une  racine  multiple 
(l'ordre  /■,  il  suflii'ail  de  supposer  que  $(•;)  admet  le  pôle  :;  =  ^/, 
avec  un  résidu  égal  à  /■. 

Cherchons  encoie  à  former  une  fonction  méromorphe  admet- 
tant pour  p(Mes  du  second  ordre  tous  les  points  de  la  suite  (6),  la 

Ijiarlie  principale   dans  le   domaine  du  point  a,  étant  /  •;; I    • 

/^ous  supposerons  que  ;  =  o  est  un   point  ordinaire,   et  que   la 
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série    7     —      est  convergente;  il  est  clair  quil  en  sera  fie  nitine 

fie  la  série  7  —    ■  En  limilanl  le  (h'-veloppemenl  f-^c  — ;  sui- 
vant les  )Miissances  de  ;  ;i  son  jircniier  terme,  on  peut  écrire 


.1  l,i 


jimd   \^{  Z (I,  )^  Uj  J 


«,*       1 


réponflra  à  la  f|uestion,  pourvu  quelle  soit  uniforméinent  conxer- 
i;enle  flans  lout  cercle  C  décrit  de  Torigine  pour  centre,  en  négli- 
geant un  nombre  suffisant  de  ternies  au  début.  Or  si  l'on  ne  prend 
fjue  les   termes  de  la  série  provenant  des  |>ôles  ai.  pour  lesquels 

on  a  |rt,|  >  —  ;  R  étant  le  ravon  de  C  et  a  un  nombre  positif  infé- 
rieur à  un.  le  module  de  (  i ^  |       reste  inférieur  à  une  certaine 


lirni 


te.  et  la  si'rie  dont  le  terme  iiénéral  est  — ^  —  -^  est  absolu- 


ment et  uniformément  convergente  dans  le  cercle  C.  d'après  les 
hypothèses  faites  sur  les  pôles  ai. 

'MX.  Méthode  de  Cauchy.  —  Elunt  donnée  une  fonction  méro- 
morphe  \\z  1,  le  théorème  de  M.  Mittag-Leffler  permet  de  former 
une  série  à  termes  rationnels  ilont  la  somme  Fi(;)  admet  les 
mêmes  pôles  que  F(3)  avec  les  mêmes  parties  principales.  Mais  il 
reste  encore  à  trouver  la  fonction  entière  qui  est  égale  à  la  difïé- 
rence  F(:;)  —  F,(;).  Longtemps  avant  les  tiavaux  de  Weier- 
strass,  Cauchy  avait  déduit  de  la  théorie  des  résidus  une  méthode 
pour  décomposer  une  fonction  méromorphe  en  une  somme  d'une 
infinité  de  termes  rationnels,  moyennant  quelques  hypothèses 
«l'un  caractère  très  général  sur  cette  fonction.  Il  est  du  reste  facile 
de  présenter  la  méthode  sous  une  forme  plus  générale. 

Soit  F(:^  une  fonction  méromorphe.  régidière  dans  le  domaine 
de  l'origine;  et  soient  C,,  Cj,  ....  C„.  ....  une  suite  indéfinie 
de  contours  fermés,  entourant  le  point  r  =  o,  ne  passant  par  aucun 


lOh  CllAPlTBK    XV.    —    FOXflTIONS    UNIFORMES. 

des  pôles,  el  tels  rjii'à  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande,  la 
distance  de  l'origine  à  un  point  quelconque  de  C„  resle  supérieure 
à  tout  nombre  donné.  11  est  clair  qu'un  pôle  quelconf|ue  de  F(;  ) 
finira  par  rester  compris  à  l'intérieur  de  tous  les  contours  suc- 
cessifs C„,  C„^_,,  ....  pourvu  que  liudice  /;  soit  assez  grand.  L  iii- 
légrale  définie 

i  TT  ('  .  ' ,      z  —  .c 

où  X  esl  un  |)oint  quelconque  intérieur  à  C„.  et  différent  de-» 
pôles,  est  égale  à  F|:r),  augmenté  de  la  somme  des  résidus  relatif.-, 
aux  différents  pôles  de  F(;)  intérieurs  à  C„.   Soit  «a  un  de  ces 

pôles:    la   partie   principale   correspondante  Ga  (  :: )  est    une 

fonction  rationnelle,  e!  l'on  a.  dans  le  domaine  du  point  ai,, 

iz — a/;)'"       [z  —  a/.)'"-'  z — ai- 

l),ins  le  doniainc  cli-  ce  |)oint.   on  peut  écrire  aus'-i 

I I I        __     z  —  II/.     ^  i  z  —  ai,  )-  ^ 

z — ./■  X  —  ai,  —  {z  —  ai,\  X  —  ai-       i  .r  —  <//,- 1-        i  .r  —  ai-Y 

Cl  en  faisant  le  produit,  il  esl  visible  que  le  résidu  de  - — ^  relatif 
au  pôle  ak  est  égal  à 

^-    .. "t^ ^.^=_g7-1-). 

.r  —  ai  I  .T  —  «A)'"^'        {X  —  a/,.)'"  '  \  .r  —  ai,/ 

(  >n  a  donc  la  lelatiou 

Viz,dz 


le  signe  2,  indiquant  une  sommation  étendue  à  tous  les  pôles  ctk 

c„ 

intérieurs  au  contour  C„.  D'autre  pari,  nous  pouvons  remplacer 

I 

par 

s  —  .r  ' 

\        X  xP  I       /.r\''+' 

3  "^  ?   ^  ■  ■  "^   T^^    ~  Z~X  \zl 
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el  (■(■lire  la  foi^imile  |>r(-cédente 

1        /•     l'(z)dz 


169 


(l'.l 


F(.;-)  =  y  (•./,! 


Tir,/' 


<fz. 


l^lnlégrale    -_  .    /      — '^ — '    est  égale  à  F(o),  augmenté  de   la 

somme  des  résidus  (le  -  Fi';  I  relatifs  aux  pôles  de  F(;')  intérieurs 

.   /■       i^-                  •.           .     ,     I       ..•      ,       ,      1  ./^    •        I       r    l'(z)dz 
a  '.,/•    U  une  manière  générale,  1  inlegraie  deimie  -^^.   I      — — 

est  éi'ale  à — — ,  plus  la  somme  des  résidus  de  ;  'Ff:) 

°  1 . 9. .  .  .  (  r  —  1  )      '  ^     ' 

relatils  aux   [>(>les  de  V(z)  inlérieurs  à  C„.  Si  nous  représentons 

pni-  v^'^"'    le  résidu  de  l''(r)r  "''  relatif  au   p(Me  «a,  nous  pouvons 

écrire  la  formule  (it  ) 


141        Ff.T)  =  F('n)  —  -  K'Co)  +. .  .-1 ' V  i''(o) 

I  !.-.../> 

Pour  avoir   une   limite  supérieure  du    terme   complémentaire, 
écrivons  ce  terme 

lùz)         dz 


■'-/   ./,         zi' 


■.(z  —  x) 


Viz) 


sii|)|)03(ins  que,  le  long  de  C„.  le  module  de  — ^  reste  inférieur  à  M, 
et  le  module  de  ;  supérieur  à  0.  Comme  le  nombre  n  doit  croître 
indéfiniment,  nous  pouvons  supposer  qu'on  la  pris  assez  grand 
pour  que  3  soit  supérieur  à  |  a?  |,  et,  le  long  de  C„,  on  aura 


< 


^1 


Si  S„  est  la  longueur  du  contour  C„,  on  a  donc 

|R„ 


I-1-'m^s„ 


ITZ  0(S  !  ^  I  ) 
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On  pourra  ul'lirnior  que  ce  tfnne  complénienlairc  tend  vers  zéro 
loi'sque  II  j;raiidil  indéfinimrnt  si  Ion  peut  trouver  une  suite  de 
contours  fermés  C|,  Co,  ...,  C«,  ...,  el  un  nombre  entier  positif  p 
satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

i"  Le  module  de  F(r.  );  '■•  reste  inféi'ieur  à  un  nombre  fixe  \1, 
le  long  de  tous  ces  contours. 

2°   Le  rapport  ^  de  la  longueur  ilu  contour  ('„  à   la  distance 
'  '  0  ■ 

minime  o  de  rorigine  à  un  |>oint  de  ce  contour  reste  inférieur  à 
une  limilc  L,  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

Si  ces  conditions  sont  \ériliées.  |  H„  |  est  inférieur  au  (juolienl 
d'un  nombre  fixe  par  un  nombre  o  —  \x\  qui  croit  indéfiuimeul 
avec  n.  (-e  reste  R„  tend  doni'  vers  zéro,  et  nous  avons  à  la  limilc 

(id)     F(r)  =  F(o)-(-.r  F'(o)+...h — F/''(o) 

-H  liiii    y      G  .  (  I  +  s)^   -^  s'iJ'  X  -h.  .  .-¥-  sl'KrP    . 

La  fonction  1'  (j)  est  donc  développée  en  une  somme  d'une 
infinité  de  termes  rationnels.  L'ordre  dans  lequel  ils  se  succèdenl 
est  déterminé   par  la   loi   de  succession  des  contours  C,,  Co,  .... 

(>„,  Si  la  série  obtenue  est  absolument  convergente,  on  pourra 

les  écrire  dans  un  ordre  arliitraire. 

Remarque.  —  Si  le  jtoint  ;  =  o  était  un  piMe  pour  F(3),  avec 
la   partie   principale   G(-jj    il   suffirait    d'appliquer   la    inétliode 

précédente  à  la  fonction  V {z)  —  *'(-)• 

3;22.  Développement  de  cot.i  et  de  sin.r.  —  Appliquons  celle 
méthode  à  la  fonction  l''(^;  )  :=  eotr-  —  -.  qui  admet  |)oiir  pùles 
du  premier  ordre  les  points  ;  =  A't:,  /,  étant  un  nombre  entier 
(pielconque  dill'érent  de  zéro,  et  le  résidu  étant  égal  à  un.  Nous 
prendrons  pour  contour  C„  un  carré  tel  que  HCB'C  ayant  pour 
centre  l'origine  et  dont  les  côtés,  parallèles  aux  axes,  ont  pour 
longueur  iiitz-^-tz;  aucun  des  pôles  ne  se  trouve  sur  ce  contour, 
et  le  rapport  de  la  longueur  S„  à  la  distance  minima  5  de  l'origine 
à   un    point    du   dontour   est   constant  et  égal  à  8.   Le  carré  du 
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module  de  <'ol(x  +."•'')  ^^^  '-'g^'  " 

e-.y-T-  e--.'  -I-  1  eus  •>.?■ 
e'-y ^-  t'--.'  —  1  cos  i3- 

Sur  les  C('(tés  BC  el  B'C,  on  a  C052.r  =  —  i,  et  le  module  est 
inférieur  à  un.  Sur  les  côtés  BB'  et  CC,  le  carré  de  ce  module  est 
inférieur  à 


)n  doit  remplacer  dans  celte   formule   J.y  par  zjz  {^2/1  ^  i)-,    cl 


Fig. 

G7. 

1/ 

3' 

B 

0 

Tvv: 

m^ij— 

C 

Icxpressiou  obtenue  tend  vers  l'unité  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment. Comnie  le  module  de  -  le  long  de  C„  tend  vers  zéro 
lorscjue  n  augmente  indélinimenl,  il  s  ensuit  que  le  module  de  la 
fonction  col;  —  -  sur  le  contour  C„  resle  iiioindre  qu'un  noml)re 

(ixe  M.  quel  que  soit  //.  On  peut  donc  appliquer  à  celle  fonction 
la  formule  ,(i5),  en  supposant/?  =  o.  On  a  ici 

„,  ,.      f  X  co%x — siiiarX 

F(o;  =  Inii     : )  =  u, 

.1=0  \         arsina-  / 

cl  5°  qui  représente  le  résidu  de  -col;  --  —  ])0ur  le  pôle  fcT.  est 
égal  à  -r^-  On  a  donc 


(16) 


cot.r =  lim 


la  valeur  /."  :=  o  étant  exceptée  de  la  sommation.  La  série  obtenue 
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en  faisant  croître  /i  imléfiniment  est  absolument  et  unit'ormémenl 
convergente,  car  l(^  terme  général  peut  s'écrire 


et  le  module  du  facteui-  — ^ reste  inférieur  à  une  certaine  limite, 

pour\u  c|ue  ,r  ne  soit  |)as  un  multiple  de  -.  Nous  avons  donc  en 
définitive 

En  intégrant  les  deux  membres  de  celte  relation  le  long  d'un 
chemin  partant  de  r<>rii;iiie  et  ne  passant  par  aucun  des  pôles,  il 
vient 

don  l'on  lire 

(181  sin^  =  xT]['(.--^)e*^. 

Le  facteur  eff'^'  est  ici  égal  à  l'unité.  Si  dans  la  série  (17)  nous  associons 
les  deux,  termes  qui  proviennent  des  valeurs  opposées  de  k,  nous  obtenons 
la  formule 

(i-r  cot.r  = h2:r> rr— r- 

x  Ji^  .r- — />--- 

1 

En  associant  de  même  les  deux  facteurs  du  produit  ((8)  qui  correspon- 
dent à  des  valeurs  opposées  de  k,  nous  avons  la  nouvelle  formule  (') 

(.8y  sin.r  =  .r][j(>-^), 

et  l'on  peut  encore  écrire,  en  remplaçant  x  par  tzt, 
sin  -X  -f-w  /         x'\ 


(')    Celte    décomposition   de   sina;  en   produit   infini  est  due  à  Euler  qui   l'a 
obtenue  par  une  voie  élémentaire  (Introductio  in  Analysin  injînilorum). 
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lirmiiniucs  diverses. —  i"  Les  deinicres  fonnules  mènent  lacilemenl  en 
cviclence  la  périodicité  de  sin.r,  qui  napparait  pas  avec  le  <icveloppemcnt 

,,                               „.              sin— .r         ....  .    ,.    ■ 

en  seiie  entière.  ?(ous  voyons  en  ellet  que  est  la  limite  pour/i  inlini 

(lu  polynôme 

?„(.'■;=  (.-■;)(.^;^)-..n-.rj:rM  +  a-,,...(,  +  f); 

si  l'on  y  change  a;  en  .r  ^  i,  on  voit  facilement  qu'on  a 
œ„  (  X  -i-  I  I  =  —  9/j  (  3"  J > 


ce  qui  donne,  en  faisant  croître  n  indéfiniment.  sin(-a- -i- t:  i  =  —  sin-r. 
ou  sin(;  -1-  7:)  =  —  sin;.  et  par  suite  siiii  .:  -f-  2-)  =  sin  ;. 

■1°   Il  est  aisé  de  se  rendre  compte,  sur  cet  exemple  pai  lirnlier.  de  la 

nécessité  d'associer  à  chacun  des  fiicteurs  hinoiiics  de  la  forme  1  —  - —  un 

ai. 
facteur   exponentiel  convenable,  si  l'on   veni   obtenir  un  produit  absolu- 
ment convergent.   Supposons,   pour  fixer  les   idées,  x  réel  et  positif.   La 
série  ^   —  étant  divergente,  le  produit 


nugmente  indéfiniment  avec  /»,  tandis  que  le  produit 

tend  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment»  I,  n"  177;.  Si  l'on  prend  m  =  «, 
le  produit  P„,Q«i  a  pour  limite^ — ^^;  mais,  si  l'on  fait  croître  m  et  n 
indépendamment  l'un  de  l'autre,  la  limite  de  ce  produit' est  complètement 
indéterminée.  Il  est  facile  de  le  vérifier,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 
au  moyen  des  facteurs  primaires  de  AVeierstrass.  Remarquons  d'abord  que 
les  deux  produits  infinis 

F.(..)=-n('-7;)^"'"'  •^^'■'■'=ri('-j)'-'" 
« = 1  « = 1 

sont  l'un  et  l'autre  absolument  convergents,  et   leur  produit   Fii^-jF,!^) 

,  .  sinTTj- 
est  égal  a 

Cela  posé,  nous  pouvons  écrire  le  produit  f',„Q„  cunime  il  suit  : 

V  =  1  V  =  1 

Lorsque  les  deux  nombres  m  et  n  augmentent  indéfiniment,  le  produit 
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(le  tons  les  facteurs  du  second  membre,  en  négligeant  le  dernier,  u  pour 
limite  Fi(a-)  F.,(.î-)  =  ^^^^^^-  Quant  au  dernier  facteur,  on  a  vu  que 
l'expression 


a  pour  limite  logio,  en  désignant  par  oj  la  limite  dn  rapport  —  <  1,  n"  161). 
I,e  produit  P,„Q„  a  donc  pour  limlle  -^^^  e'^'°°'-';  on  voit  comment  celle 
limite  dépend  de  la  loi  suivant  laquelle  les  deux  nombres  m  et  «augmen- 
tent indéfiniment. 

T  On  peut  faire  des  remarques  tout  à  fait  analogues  sur  le  développe- 
ment de  cot^r.  Nous  montrerons  seulement  comment  on  peut  déduire  la 
périodicité  de   cette  fonction  de   la  série  (17).   Observons  d'abord  que   l.i 

série  dont   le  terme  général  est  r^  ~  ,/_,-) -  =~  A(/.-—  1)7:'  ""       " 

<lice  /.  prend  toutes  les  valeurs  entières  depuis  —x  jusqu'à  H- 00,  sauf  A  =  o, 

2  I 

/  _  ,    p.;,   absolument  convergente,  et  sa   somme  est  —  ->  comme  on  le 

\oit  en  faisant  d'abord  varier  /.■  de  2  à  -^  x,  puis  de  —  i  à  —  m.  Nous 
pouvons  donc  écrire  le  développement  de  col.r 


eut,?-  i= !- 


les  \aleurs  /.  =0,  /,  =1  étant  exclues  de  la  sommation.  Cela  revient  à 
retrnncber  de  chaque  terme  de  la  série  (17)  le  terme  correspondant  de  la 
série  convergente  formée  par  la  série  précédente  augmentée  de  -■  bu 
changeant  ,r  on  ;r  +  r,  il  vient 

'  '  '      n:'''  r  '  .        '        I 

(rol,,r  ^  7: ,  =  -  4-  -^—^  -  -  +2j    [.,_(/.-.)7:  ^  (/.  -  .,)tt  |  ' 
ou  encore 

cot(:r  +  ,:)  =  l+2   [.r-,/!-i)7T"^(/.-.)J' 

/,  —  I  prenant  toutes  les  valeurs  entières  sauf  o.  Le  secon.l  membre  est 
identique  à  cotx. 

II.  _   l-O-NCTIONS  DOUBLEMENT  PKKIODIQUE.S. 
FONCTIO.NS  ELLIPTIQUES. 

;{:23.   Fonctions  périodiques.  Développements  en  séries.  —  L  ut- 
fonction  analytique  uniforme /(;)  est  dhc  périodique  s'il  exisle 
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un  noinhre  o),  réel  ou  complexe,  tel  (ju'on  ail.  qiu-l  que  soil  i, 
f(  :■  +  m)  ^=f(z):  ce  nombre  (•>  e*l  appelé  période.  Marquons 
finns  le  plan  le  point  daffixe  w,  ot  sur  la  droile  indéfinie  passant 
par  l'origine  el  par  le  point  w,  |)Oiions  à  parlir  de  l'origine,  dan* 
un  sens  ou  dans  l'autre,  une  longueur  égale  à  |io|,  un  nomlne 
(pielconque  de  fois.  Nous  obtenons  ainsi  les  points  fo,  2(o.  .ko,  ...^ 

flo^ et    les   points   — w,  — 2w —  »w,    ....    Par  ces 

diflV'rfuls  points  et  par  l'origine  menons  des  parallèles  à  une  direc- 
liiui  quelconque  différente  de  Ow;  le  plan  est  ainsi  décomposé  en 
une  infinité  de  bandes  d'égale  largeur  {/ig.  68). 


Si  par  un  poiul  quelconque  ;  on  mène  une  parallèle  à  là  direc- 
tion 0(jj,  on  obtiendra  tous  les  points  de  cette  droite  en  faisant 
varier  le  paramètre  réel  A  de  —  k  à  -!-  «  dans  l'expression  z  -r-  Xo). 
hn  particulier,  si  le  point  r  décrit  la  première  bande  AA'BB',  le 
point  homologue  z  -^  to  décrira  la  bande  contiguë  BB'CC,  le 
point  .; -t-  2(0  décrira  la  troisième  bande,  et  ainsi  de  suite.  Toutes 
les  valeurs  de  la  fonction /(;)  dans  la  première  bande  se  repro- 
duiront périodiquement  dans  les  suivantes. 

Soient  LL'  et  MM  deux  droites  indéfinies  parallèles  à  la  direc- 
tion Oto.  Posons  II  =  e  '"  ,  et  cherchons  la  région  du  plan  des  « 
décrite  par  la  variable  u  lorsque  le  point  :  reste  dans  la  bande 
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indéfinie  comprise  entre  les  deux  parallèles  LL',  MM'.  Si  a+  'çji 
est  l'affixe  d'un  point  de  LL',  ou  obtiendra  tous  les  autres  points 
de  cette  droite  en  posant  ;  ^  a  +  j<  4- >.w,  et  faisant  varier  À  de 
—  oc  à  +  co.  Il  vient  alors 


lorsque  A  varie  de  — x  k  -t-  zc,  a  dé<rit  un  cercle  C,  ayant  pour 
centre  lorigiae.  On  voit  de  même  c|ue,  lorsque  ;  décrit  la 
droite  MM',  it  reste  sur  un  cercle  Cj  concentrique  au  premier: 
lorsque  le  point  z  décrit  la  bande  indéfinie  comprise  entre  les  deux 
droites  JjL',  MM',  le  points*  décrit  la  couronne  comprise  entre  les 
deux  cercles  C|,  Cj.  Mais,  tandis  qu'à  nne  valeur  de  z  ne  corres- 
pond qu'une  valeur  de  u,  à  une  valeur  de  u  correspondent  une 
infinité  de  valeurs  de  ;  formant  une  progression  aritliméli(|uc  de 
raison  w,  illimitée  dans  les  deux  sens. 

Une  fonction  périodique/(;  ),  admettant  la  période  lo  et  liolo- 
morplie  dans  la  bande  indéfinie  comprise  entre  les  deux  droites  Li^' 
et  MM',  est  égale  à  une  fonction  »(«)  de  la  nouvelle  variable  «, 
holomorphe  dans  la  couronne  comprise  entre  les  deux  cercles  d 
et  Ci.  En  effet,  à  une  valeur  de  m  correspondent  bien  une  infinité  de 
valeurs  de  ;;  mais  ces  valeurs  de  ;  donnent  toutes  la  même  valeur 
dey(;),  en  vertu  de  la  périodicité.  D'autre  part,  si  Mj  est  une  va- 
leur particulière  de  m,  et  Tq  "ne  valeur  correspondante  de  ;,  la 
valeur  de  ;  qui  tend  vers  z^  est  une  fonction  liolomorplie  de  it  dans 
le  domaine  de  iio]  il  en  est  donc  de  même  de  o{ii).  Nous  pouvons 
donc  appliquer  à  celte  fonction  ts(«)  le  théorème  de  Laurent; 
dans  la  couronne  comprise  entre  les  deux  cercles  C|,  (L,  cette 
fonction  est  égale  à  la  somme  d'une  série  de  la  forme  suivante  : 

en  revenant  à  la  variable  z,  on  en  conclut  que  la  fonction  pério- 
dique f{z)  est  égale,  à  l'intérieur  de  la  bande  considérée,  à  la 
somme  de  la  série 


/(=)=2;a„ 
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Si  la  fonclioli  pciiu(Ji((iie  /{^)  est  lioloiiiorplic  dans  tout,  le  pliiii, 
on  peut  su])poscr  que  les  deux  droites  LI.,',  MM',  qui  limitent  lu 
bande,  s'éloignent  indéfiniment,  l'une  vers  le  haut,  l'autre  vers  le 
bas.  Toute  /onction  périodique  entière  est  donc  développable 
en  une  série  ordonnée  siii^'ant  les  puissances,  positives  et  néga- 
tives, de  c  '"   ,  cl  convcruenlc  pour  toute  râleur  finie  de  z. 

3M.  Impossibilité  d'une  fonction  uniforme  à  trois  périodes.  —  D'après 
un  lliéoiL'iiie  colébrc  «le  Jacobi,  une  foiiclion  unirotiiic  no  peut  admellre 
plus  de  deux  périodes  distinctes.  Pour  le  nionlier,  il  suffit  évidemment  de 
prouver  qu'une  fonction  uniforme  ne  peut  avoir  trois  périodes  distinctes. 
]\ous  démontrerons  d'abord  le  lemine  suivant  : 

Soient  a,  l>,  c  trois  quantités  quelconques,  réelles  ou  imaginaires,  et  m, 
n,  p  trois  nombres  entiers  arbitraires,  positifs  ou  négatifs,  dont  l'un  air 
moins  est  différent  de  zéro.  Si  l'on  altiibue  aux  entiers  ;;;,  n,  p  tous  les 
systèmes  de  valeurs  possibles,  sauf  m  =  n  =/)  =  o,  la  borne  inférieure 
de  '  ma  -\-  nt>  +  pc  |  est  égale  à  sera. 

Imaginons  l'ensemble  (  li)  des  points  du  plan  dont  l'aflixc  est  de  la  forme 
ma -r  nb  ^  pc.  Si  deux  points  correspondant  à  deux  systèmes  d'entiers 
dinérenls  coïncideiil,  on  a  par  exemple 

ma  ■+-  nh  -h  pr  =  //( ,  a  -  -  n\ù  -^  p^c 
cl  par  suite 

(  /((  —  mé)a  -t-  i  n  —  n^  ]b  -^  i  p  —  p-)c  =  o, 

l'ini  au  moins  des  nombres  m  —  m,,  n  —  'h,  p — -pi  n'élanl  pas  nul.  Dans 
ce  cas  la  pro|)05ition  est  évidente.  Si  tous  les  points  de  l'ensemble  (E)  sont 
distincts,  soit  20  la  borne  inférieure  de  \  ma -h  nb -h  pc\;  ce  nombre  20 
est  aussi  la  borne  inférieure  de  la  <listancc  de  deux  points  quelconques  de 
l'ensemble  (l£).  lîii  ellet  la  distance  des  deux  points  d'aflixes  ma  -h  nb  -i- pc 
et  mirt  -H  /),  6  -f-  /),  e  est  égale  à  \(m  —  m  ^  )  a  -h  (  n  —  n[)b  -i-  (p  —  Pi)>'\. 
Nous  allons  monlier  (ju'on  est  conduit  à  une  conclusion  absurde  en  sup- 
posant 0  >  o. 

Soit  N  un  nombre  entier  positif;  donnons  ù  cliacun  des  nombres  entiers 
»!,  n,  p,  l'une  des  valeurs  de  la  suite  —  N,  — (  ^  —  1),  .  . .,  o,  . . . ,  N  —  i,  N 
et  associons,  de  toutes  les  manières  possibles,  ces  valeurs  de  /«,  n,  p.  Nous 
obtenons  ainsi  (aN  -t-  i)^  points  de  l'ensemble  (E),  et,  par  hypothèse,  ces 
points  sont  tous  distincts.  Supposons  !  «  |  1;  |  6  |  ^  |  c  |;  la  distance  de  l'un 
quelconque  de  ces  points  à  l'origine  est  au  plus  égale  à  3N|  «  |.  Ces  points 
sont  donc  situés  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  de  rayon  3i\|a|  ayant  pour 
centre  l'origine,  ou  sur  le  cercle  lui-même.  Si  de  chacun  de  ces  points 
comme  centre  on  décrit  une  circonférence  de  rayon  0,  tous  ces  cercles 
seront  intérieurs  au  cercle  Cj  décrit  de  l'origine  pour  centre  avec  un  rayon 
égal  ù  3N|rt  j  -t-  0,  et  sjront  extérieurs  les  uns  aux  autres,  car  la  distance 
G  .  II.  12 
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<lcs  centres  de  deux  d'entre  eux.  ne  peut  être  plus  petite  que  20.  La  somme 
<les  aires  de  tous  ces  cercles  est  donc  inférieure  à  l'aire  du  cercle  C,,  et 

l'on  a 

(3N  |rt  1  +  o)2>(iN-+-  i)'3-^ 

ou 

0  '<i    r^ • 

(aN  -+-ij-  —  1 

Le  second  membre  tond  vers  zéro  lorsque  N  croit  indéfiniment;  celte 
Inégalité  ne  peut  donc  être  vérifiée,  quel  que  soit  N,  par  un  nombre  positif  0. 
Par  conséquent  la  borne  inférieure  de  \  ma  +  nb -k- pc  \  ne  peut  être  un 
nombre  positif;  cette  borne  est  donc  zéro,  et  le  lemme  est  établi. 

Nous  voyons  donc  que,  lorsqu'il  n'existe  pas  de  systèmes  de  nombies 
■entiers  m,  n,  p  (sauf  m  =  n  =  p  =  o ),  tels  qu'on  ait  mm-  iib  -i- pc  =  o, 
on  peut  toujours  trouver  pour  ces  nombres  entiers  des  valeurs  telles  que 
j  ma  ■+-  nb  +  pc  \  soit  pkis  petit  qu'un  nombre  positif  arbitraire  £.  Dans  ce 
cas  une  fonction  uniforme/(;)  ne  peut  admettre  à  la  fois  les  trois  périodes 
a,  b,  c.  En  effet,  soit  Zf,  un  point  ordinaire  de  f(z);  du  point  -=0  comme 
centre  décrivons  un  cercle  de  rayon  t  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur 
l'équation /(;)  =/(3o)  n'ait  pas  d'autre  racine  que  -3  = -c  (n°  298).  Si 
a,  6,  c  sont  des  périodes  de  f(z),  il  est  clair  que  ma  -i-  nb  -h pc  est  aussi 
une  période,  quels  que  soient  les  nombres  entiers  m,  n,  p,  et  l'on  a 

/(  ;„+  ma  +  nb  —  pc )  =  f{z„). 

Si  l'on  a  cboisi  ni,  n,  p  de  façon  que  |  ma^?ih-{-pc\  soit  <  s,  l'équation 
f(z)  =f(Zo)  aurait  donc  une  racine  ;,,  différente  de  Su,  et  telle  que 
I  3,  —  Zo\  soit  <  e,  ce  qui  est  impossible. 

Lorsqu'il  existe  entre  a,  b,  c  une  relation  de  la  forme 

•<  20;  ma  -h  nb  -i-  pc  =  o, 

■sans  que  les  nombres  //(,  n,  p  soient  tous  nuls,  une  fonction  uniforme /(;  ) 
peut  admettre  les  périodes  a,  b,  c,  mais  ces  périodes  se  réduisent  à  deu\ 
■ou  à  une  seule.  Nous  pouvons  supposer  que  les  trois  nombres  entiers  m, 
n,  p  sont  premiers  entre  eux  dans  leur  ensemble.  Soit  D  le  plus  grainl 
■commun  diviseur  des  deux  nombres  m,  n:  m  =  Dm',  n  —  D/i'.  Les  deux 
nombres  m',  n'  étant  premiers  entre  eux,  on  peut  trouver  deux  autre; 
nombres  entiers  m",  n"  tels  que  m' n" —  m"n'  =  1.  Posons 

m'a  +  n' b  =  a',         m" n  -H  n"b  .-=  b' , 

00  aura  inversement  a  =  n"  a' — nb',  b  =  m' b' — m"  a' ;  si  a  et  6  sont  des 
périodes  de  f(3)  il  en  est  de  même  de  a'  et  de  b' ,  et  réciproquement. 
On  peut  donc  remplacer  le  système  des  deux  périodes  a  et  6  par  le  système 
■des  deux  périodes  a'  et  b  -  La  relation  (  'o)  devient  Drt'-t- joc  =  o;  D  et  /^ 
«tant  premiers  entre  eux,  prenons  deux  autres  nombres  entiers  D'  et  p' 
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tels  que  Dp — U/)  =  i,  ei  posons  D'a'^/)'c  =  c'.  On  tire  Jes  relations 
prccédcnlcs  a' =  — pc',  c  =  De',  et  l'on  voit  que  les  trois  périodes  a.  b,  r 
eont  des  combinaisons  des  deux  périodes  h'.cX.  c'. 

Remarque.  —  On  déduit  comme  corollaire  du  leiiime  préccdenl  que. 
si  %  et  3  sont  deux,  quantités  réelfes  et  m.  n  deux  nombres  entiers  arbi- 
traires (  dont  l'un  au  moins  n"esl  pas  nul  ),  la  limite  inférieure  de  \  nij.-^  ni,  \ 
est  égale  à  zéro.  Car  si  l'on  pose  «  =  a,  t  =  3,  c  =  i.  le  module  de 
;u  I -i- 71 3 -i- /)£  ne  peut  être  inférieur  à  un  nombre  =<i  que  si  l'on  a 
y>  =  G,  \im.  —  71 3  I  •<  s.  Il  en  résulte  qu'une  fonction  uniforme  /"(;>  ne  peut 

admettre  deux  périodes  réelles  distinctes  a  cl  3.  Si  le  rapport  —  c?t  irra- 
tionnel, on  pourra  trouver  deux  nombres  ni  et  n  tels  que  |77ii^7ii| 
•roit  <  î,  et  le  raisonnement  s'achèvera  comme  tout  à  l'iieurc.  Si  le  rap- 
port -  est  rationnel  et  égal  à  une  fraction  irréductible — >  choisissons 
a  n 

deux  nombres  m' et  ii   tels  que  inii — m' n  =  i.  et  posons  m'y.  —  7t  3  =•;. 

Le  nombre  -;  est  aussi   une  période,  cl  des  deux  relations  /«a  —  ti  3  =  o. 

mi  —  7i'3  =  Y  on  tire  x= — n->,  3= — 774-;»  <ls  sorte  que  a  et  3  sont  des 

multiples  de  la  période  unique  -;.  Dune  façon  plus  générale,  une  fonction 

uniforme  f{z)  ne  peut  admettre  deux  périodes  distinctes  a  el  b  dont  le 

rapport  soit   réel,    car   la    fonction  f{az)   admettrait   les   deux  périodes 

-  Il  ^ 

réelles  i  et  — • 


3^0.  Fonctions  doublement  périodiques.  —  Lue  touctiou  Jou- 
Ijlement  périodique  est  une  lonction  uuilorine  admettant  deux 
jjériodes,  dont  le  rapport  est  imaginaire.  Pour  nous  conformer 
aux  notations  de  Weierstrass,  nous  désignerons  la  variable 
indépendante  par  a.  les  deux  périodes  par  20)  et  2(o',  et  nous  sup- 
poserons que   le  coefficient  de   i  dans  —  est   positif.    Marquons 

dans  le  plan  les  points  j.ii^.  (Oj,  (iw,  ...  et  les  points  •?.io' .  4w', 
<)oj',  ...;  par  les  points  a/îiio  menons  des  parallèles  à  la  direc- 
tion Ow'  et  par  les  points  ■jm'oi'  des  parallèles  à  la  direction  Ooj. 
Nous  décomposons  ainsi  le  plan  en  un  réseau  de  parallélogrammes 
égaux  {fig.  (><■))■  Soity(«l  une  fonction  uniforme  admettant  les 
deux  périodes  2w,  2oj';  des  deux  relations /( 7/ -|- 2 to)  =:/(?<), 
/(«-|-2ti)'):=/(7<)ondéduitaussitôt/(7<-r2  77tto-(-2m'io')^/(7<). 
de  sorte  que  2»?oj-i-  2 //l'w' est  aussi  une  période,  quels  que  soient 
les  nombres  entiers  m  et  m';  nous  la  représenterons  par  2ir. 

Les  points-périodes  sont  précisément  les  sommets  du  réseau  de 
parallélogrammes  précédents.   Lorsque  le   point   u  décrit  le   pa- 
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rallélogramine  OABC.  ayant  pour  sommets  les  points  o,  210, 
■2M  -+■  2w',  2w',  le  point  II  +  2(T'  décrit  le  parallélogramme  ayant 
ponrsommelsles  points  2(r',  2(r  +  2w,  2(v  +  2w+  2w',  2(V'+2oj', 
et  la  fonclion/(ff  )  reprend  la  même  valeuraux  points  liomologiics 
des  deux  parallélogrammes.  Tout  parallélogramme  ayant  pour 
sommets  quatre  points  ii„,  ?/o+2w,  «„+2w',  Mo+2w  +  2to 
s"a|)i)elle  un  parallélogramme  des  périodes;  ou  considère  en 
général  le   parallélogramme   OAlîC,  mais  on  pourrait  remplacer 

l-'ig-  «o- 


l'origine  par  un  point  quelconque  du  plan.  La  période  2W  +  20' 
sera  désignée,  pour  abréger,  par  20/;  le  centre  du  parallélo- 
gramme OABC  est  le  point  o)",  tandis  que  les  points  w  et  w'  sont 
les  milieux  des  côtés  OA  et  OC. 

Totilc  fonction  entière  doublement  périodique  est  une  con- 
stante. En  ellet,  soil/(M)  une  fonction  doublement  périodique;  si 
elle  est  entière, elle  est  holomorphe  dans  le  parallélogrammeO\B(., 
et  le  module  de/(«)  reste  toujours  inlérieur  dans  ce  parallélo- 
gramme à  un  nombre  fixe  M.  Mais  la  valeur  de  j\u)  en  un  point 
quelconque  du  plan  est  égale,  d'après  la  double  périodicité,  à  la 
valeur  de/(«)  en  un  point  du  parallélogramme  OABC.  Le  modide 
de  celle  fonction  reste  donc  inférieur  à  un  nombre  (ixe  M;  c  est 
une  constante,  d'après  le  théorème  de  Liouville. 

326.   Fonctions  elliptiques.  Propriétés  générales.  —  Il  résulte 
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du  ihéorèine  picoédcnt  qu'une  fonction  douldement  pt-nodiqiie 
admet  des  points  singuliers  à  distance  Unie,  à  moins  de  se  réduire 
à  t\ne  constante.  On  appelle  fovclions  elliptiques  les  fonctions 
méromorphes  doublement  pério<liques.  Dans  un  |)aralléloi;ramnic 
des  périodes,  une  fonction  elliptique  a  un  cerlain  nombre  de 
pdes;  on  appelle  ordre  de  la  fonction  le  nnrnlne  de  ces  pôles, 
cliacun  d'eux  étant  compté  avec  son  degré  de  multiplicité.  Remar- 
<]unns  que,  si  une  fonction  elliptique  f(iô  a  un  pôle  Ua  sur  le 
ci'ité  OC,  le  point  «<,+  aw  situé  sur  le  côté  opposé  Alî  est  aussi  un 
piMe;  mais  en  évaluant  le  nombre  des  pôles  compris  dans  OABC, 
«m  ne  doit  compter  fpi'iin  seul  de  ces  pôles.  De  même,  si  l'ori- 
gine est  un  pôle,  tous  les  sommets  du  réseau  sont  aussi  des  pôles 
de  ./(«).  mais  on  ne  doit  en  compter  qiiun  dans  cliaqne  paral- 
lélogramme. Il  suffirait  par  exemple  de  déplacer  inlinimcnt  peu  le 
sommet  du  réseau  (|iii  est  à  Torigine  pour  que  la  fonction  consi- 
dérée f(ti)  n'ait  plus  aucun  pôle  sur  le  contour  du  parallélo- 
gramme. Quand  nous  aurons  à  intégrer  une  fonction  ellip- 
tique/(«)  le  long  du  contour  du  parallélogramme  des  périodes, 
nous  supposerons  toujours  qu'on  a  déplacé,  s'il  est  nécessaire,  ce 
j):irallélogramme  de  façon  que  f{it)  n'ait  pas  de  pi')les  sur  le 
contour. 

L'application  des  tliéorèmes  généraux  de  la  lliéorie  des  fonc- 
tions analytiques  conduit  bien  aisément  à  des  propositions  fon- 
damentales : 

i"  La  somme  des  résidus  d'une  fonction  elliptique,  relatifs 
aux  pôles  situés  dans  un  parallélogramme  des  /jériodes,  est 
nulle. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  f^ue  /(u )  n'ait  aucun  pôle  sur 
le    contour   OABCO.  J.,a   somme  des   résidus   relatifs  aux    pôles 

situés  à  l'intérieur  du  contour  est  égale  à  :   /  f{u)du,  l'inlé- 

grale  (-tant  prise  le  long  de  OABCO.  Cette  intégrale  est  nulle,  car 
la  ~omme  des  intégrales  prises  le  long  de  deux  ci')tés  opposés  est 
nulle.  On  a.  ])ai'  exemple. 

/     JytDdii^   I        fiiKtlu.  j     fiiijtlii=   I  /(il)  du; 

si  nous  remplaçons,  dans  cette  dernière  intégrale,  u  j)ar  u  -r  20/, 


i8< 

on  a  encore 
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f   /(  „  )dn=  f  /(  a  ^  -x  o/  )  ch>  =   f  /(  H  )  du  =-  f    /(,>)  du. 


On  verrait  de  mt^me  que  la  somme  des  intégrales  le  lonj;  de  A!> 
et  de  CO  est  nulle.  Du  reste,  la  ])ropriété  est  presque  évidente 
sur  la  figure  {/îp\  "]'>)',  considérons  en  elTet  deux  éléments  corre-.- 


pondanls  des  dcu\  intégrales  le  long  de  OA  el  le  long  de  BC.  Aux 
points  ni  el  m'  la  valeur  de /(u)  est  la  même,  tandis  que  les  va- 
leurs de  du  sont  opposées.  Le  théorème  précédent  prouve  qu'une 
fonction  elliptique  f(ti)  ne  peiil  avoir  un  seul  pôle  du  premier 
ordre  dans  un  parallélogramme  des  périodes.  Une  fonction  ellip- 
lifjue  est  au  moins  du  second  ordre. 

a"  Le  nombre  des  zéros  d^ une  fonction  elliptique  dans  un 
parallélogramme  des  périodes  est  égal  à  Vordre  de  cette 
fonction  (chacun  des  zéros  étant  compté  avec  son  degré  de  mulli- 
|jlicité). 

Soil/fw)  une  fonction  elliptique;  le  quotient '-^7 =-^l^u)  est, 

aussi  une  fonction  elliptique,  et  la  somme  des  résidus  de  o(m) 
dans  tin  parallélogramme  est  égale  au  nombre  des  zéros  de /(w) 
diminué  du  nombre  des  pôles  (n°  306).  En  appliquant  le  théo- 
rème précédent  à  la  fonction  ■iiu),  on  en  conclut  la  proposition 
énoncée.  D'une  faron  générale,  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion _/"(»)=  C,  dans  un  parallélogramme  des  périodes,  est  égal  à 
l'ordre  de  la  fonction,  cary'(«)  —  C  a  les  mêmes  p(Mes  (\y\ef{u). 
quelle  que  soit  la  constante  C. 

.')"  La  différence  entre  la  somme  des  zéros  et  la  somme  des 
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/lôles  d'une  funcUon  elliptique,  dans  un  parallélogramme  des 
périodes,  est  égale  à  une  période. 

Considérons  l'iiitû"rale  — Î-.   /    (/ -'^ , " \  du  le  lono;  du  conlourdtt 
^         'i-i  J       / ( " ) 

|):iralléloe:ramme    OABC.  Celte  intégrale  est  égale,  nous  Tavons 

vu  {n"  306).  à  la  somme  des  zéros  de  f{u)  situés  à  l'intérieur  de 

ce  contour  diminuée  de  la  somme  des  pôles  Ae  f  (u)  dans  le  même- 

contour.  Evaluons  la   somme  des   intégrales  provenant   des   doux. 

cotés  opposés  OA  elBC 

I         II  —-. 'lu  -+-  /  Il  ■— du  : 

si  nous  changeons,  dans  la  dernière  intégrale,  u  en  »  +  2  w',  celtes 
somme  est  encore  éu;ale  à 


/ 


''"../'("'.,.. ,  r° _,../'i«-2 


au  H-  /     (  «  -1-  9. (0  )  ^ ; —  cfu 

r.  fi  u  +  ■/  C.)    ) 


/(")         J-,,.,  '      A"  -^  ■■"•>') 

nu,  en  ayant  égard  à  la  périodicité  dey(M).  à 


■  fi") 

A") 


du. 


l/intéçrale    /       '\  '  "  du  est  éijale  à  la   variation  de  Loi;r/"(«)t" 

,  'j  .A  '  "  »  .    L.'  /  Ji 

lorsque  u  décrit  le  côté  OA;/(m)  revient  à  sa  valeur  initiale  et 
par  conséquent  la  variation  de  Log[y"(j<)]  est  égale  à  — 7.m^-i. 
mn  étant  un  nombre  entier.  La  somme  des  intégrales  le  long  des 

ciités  opposésOA  et  BC  est  donc  égale  à  — — :(4»*2~t w')  =  2/»> to'.- 

<  )n  verrait  de  même  que  la  somme  des  intégrales  le  long  de  AB  ei 
de  CO  est  de  la  forme  2«i,w.  La  dilFérence  considérée  est  donc 
égale  à  2»î,  lo-i-  2  7/«jio',  c'est-à-dire  à  une  période, 

La  proposition  s'applique  aussi  aux  racines  de  l'équation' 
fi  ;<)  =  C,  comprises  dans  un  parallélogramme  de  périodes,  quelle- 
que  soit  la  constante  C,  pour  la  même  raison  ([ue  plus  haut, 

4"  Entre  deux  fonctions  elliptiques,  au.v  mêmes  périodes,  il 
existe  une  relation  algébrique. 

Soient  y'i  H  I,  y,  I  ;<)   deux   fonctions   elliplitpies,    admettant    les- 
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mêmes  périodes,  au,  au'.  Dans  un  parallélogramme  îles  périodes 
prenons  les  poinls  a , ,  n-,, ....  a,„  qui  sont  des  pôles  pour  l'une  ou 
l'aulre  des  deux  fondions  /[u),/,{u)oi\  pour  les  deux  à  la  fois,  et 
soit  u,-  l'ordre  de  multiplicité  le  plus  élevé  du  pôle  o,  relativement 
à  ces  deux  fonctions  ;  nous  poserons  [x,  +  ulj  +. . .+  [t-m^  î^-  Soit 
d'autre  part  F  (a;,  y)  un  polynôme  entier  de  degré  n  à  coefficients 
constants;  si  l'on  remplace  dans  ce  polynôme  x  el  y  par  _/"(«) 
et  fi{u)  respectivement,  le  résultat  est  une  nouvelle  fonction 
elliptique  $(«)  dont  les  pôles  ne  peuvent  être  que  les  points  «,, 
a-2,  ••.,  «m,  et  ceux  qui  s'en  déduisent  par  l'addition  d'une  période. 
Pour  que  celle  fonction  fl>  (  u)  se  réduise  à  une  constante,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  parties  principales  disparaissent,  dans  le  domaine 
de  chacun  des  points  a,,  Oj....,  a,,,.  Or  le  point  a,-  est  un  pôle 
d'ordre  au  plus  égal  à  wj-i  pour  <>(«).  En  écrivant  que  tous  les 
coefficients  des  parties  principales  sont  nuls,  on  aura  ddnc  en  tout 

au  plus 

n  r  [Jti  -4-  jxj  + . '. .  -4-  \j.,n  )  =  -N  n 

relations  linéaires  et  homogènes  entre  les  coeflicienls  du  po- 
lynôme F  [x,  y),  le  terme  indépendant  de  x  et  de  y  n'y  figurant 
pas.  Ces  coefficients  sont  au  nombre  de- ■ :  si  l'on  choisit  n 

'  2 

assez  grand  pour  qu'on  ait  /«  («  +  3)  >  aN/i,  ou  /1  +  3}>2N, 
on  aura  un  système  d'équations  linéaires  et  homogènes,  avec  un 
nombre  d'inconnues  supérieur  à  celui  des  équations.  Ces  équations 
admettent  toujours  un  système  de  solutions  non  toutes  nulles; 
si  F{x,y)  est  le  polynôme  ainsi  obtenu,  les  fonctions  elliptiques 
fi  ")•/(  {u  )  satisfont  à  la  relation  algébrique 

F[/,«),./'.'«)]  =  C, 

C  désignant  une  constante. 

lie  ma  rfj  lies.  —  Avant  de  quitter  ces  généralités,  faisons  encore 
quelques  remarques  dont  on  aura  besoin  par  la  suite. 

Lne  fonction  uniformey(M)  est  paire,  si  l'on  af{ — ti)=if(^u); 
elle  est  impaire  si  l'on  a  f( — ii)= — /{")■  ^-■a  dérivée  d'une 
fonction  paire  est  une  fonction  impaire,  et  la  dérivée  d'une  fonc- 
tion impaire  est  une  fonction  paire.  D'une  façon  générale,  les 
dérivées  d'ordre  pair  d'une  fonction  paire  sont  elles-mêmes  des 
fonctions    paires,  et   les  dérivées    d'ordre   impair   des   fonctions 
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iiiipilires.  Au  contraire,  les  dérivées  d'ordre  pair  d'une  foiiclion 
impaire  sont  des  lonctions  impaires,  et  les  dérivées  d  ordre  im- 
pair sont  des  fonctions  paires. 

Soity(u)  une  fonction  ellipli(|ue  impaire;  si  iv  est  une  demi- 
période,  on  doit  avoir  à  la  foisy(n')  =  — /( —  iv),  el/in')=y\ —  uM, 
puisque  w  =  —  n  +  2  iv.  Il  faut  donc  quey((i')  soil  nul  on  infini, 
<'est-à-dire  que  ir  soit  un  zéro  ou  un  pôle  (icjitt).  L'ordre  de 
nurltipiicité  de  ce  zéro  on  de  ce  pôle  est  forcément  impair;  si  ir 
était  un  zéro  d'ordre  pair  2«  de  /(u),  la  dérivée /•-"  (11),  qui 
est  impaire,  serait  liolomorphe  et  difl'érente  de  zéro  pour  1/  =  u-. 
Si  n'  était  un  pôle  d'ordre  pair  de  f{u),  ce  serait  un  zéro  d'ordre 

pair  de -7- — -•  En  résumé,  toute  demi-période  est  un  zéro  ou  un 
'  fi")  '  '^ 

pôle  d'ordre  impair  d' une  fonction  elliptiiiue  impaire. 

Si  unefonrtion  elliptique  paire /'(«)  admet  une  demi-période iv 
pour  pôle  ou  pour  zéro,  l'ordre  de  multiplicité  de  ce  pôle  ou 
de  ce  zéro  est  un  nombre  pair.  En  ell'et,  si  j)ar  exemple  ir  était 
un  zéro  d'ordre  impair  2« -t- I,  ce  serait  un  z<''ro  d'ordre  pair  de 
la  dérivée /'(«)  qui  est  une  fonction  impaire,  et  de  même  pour 
les  pôles.  Comme  le  double  d'une  période  est  aussi  une  période, 
tout  ce  que  nous  venons  de  dire  des  demi-périodes  s'applique 
aussi  aux  périodes  elles-mêmes. 

3:27 .  La  fonction  p « .  — Nous  avons  déjà  remarqué  (|ue  toute 
fonction  elliptique  a  au  moins  denx  pôles  simples,  ou  un  pôle 
double,  dans  un  parallélogramme  de  périodes.  Dans  la  notation 
de  Jacobi,  on  prend  pour  éléments  simples  des  fonctions  ayant 
deux  pôles  simples;  dans  la  notation  de  Weierstrass,  on  prend  au 
contraire  pour  élément  simple  une  fonction  elliptique  ayant  un 
seul  pôle  double  dans  un  parallélogramme.  Comme  le  résidu  doit 
être  nul,    la   partie  principale,    dans  le  domaine  du  pôle  a,  doit 

A 

èlre  de  la  forme  ; -•  Pour  achever  de  préciser  le  problème,  il 

(u  —  a  yi  '  1 

suffit  de  prendre  A  =  i ,  et  de  supposer  que  les  pôles  de  la  fonction 
sont  l'origine  «  ^  o  et  tous  les  points-périodes  2n':^2//Ko-l- 2»j'to'. 
Nous  sommes  donc  conduits  à  résoudre  d'abord  le  prol)lème  sui- 
vant : 

P'ormcr  une  fonction  elliptique,  admettant  comme  pôles  du 
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second  ordre  tous  les  points  2(v  ^  amto  +  awi'to',  où  m  et  ni' 
sont  deux  nombres  entiers  quelconques,  et  n\idinetlanl  pas 
d'autre  pôles,  de  telle  façon  que  la  partie  principale,  dans  le 

domaine  du  point  iw,  soit • 

'  '  itl~y.iv)'- 

Aviinl  (rap])lic|uer  à  ce  problème  la  méthode  généraledu  n"  320, 
nous  (h-monlreron?;  d'ahord  que  la  série  double 


où  m  et  m'  prennent  loules  les  valeurs  entières  de — oo  à  +  oo 
[\n  combinaison  m  =  m' ^  o  étant  exceptée)  est  convergente, 
pourvu  que  l'exposant  [x  soit  un  nombre  positif  supérieur  à  ?.. 
Considérons  le  triangle  avant  pour  sommet  les  trois  points  (/  =  o, 
u  =  m(si,  «/ = /«  t.)  +  w'o/;  les  trois  côtés  du  triangle  sont  respec- 
tivement! ""''  !'  !'"'''->  |.  i  "iw  +  m'w'|.Nous  avons  donc  la  relation 

I  lit  l'i  ^  «('w'  |-  =  /«-|  (0  l^-j-  m'- 1  (I)'  |-H-  2  mm'  I  (0(o'  I  cosO, 

0  étant  l'angle  des  deux  directions  Oto,  Oco'(o  <  8  <  ")•  Soit 
pour  abréger  |  w  j  =:  a,  |  (o' j  =  Z*,  et  supposons  a^b.  La  relation 
précédente  peut  encore  s'écrire 

I  //!  tu  +  m'  m'  |-  =  in-a--^  m'-  b^±  2  mm' ab  cos9, 

l'angle  (-)  élant  éi;al  à  9,  si  f)  ii  -.  et  à  r.  —  B,  si  ft  >  -;  cet  angle  W 

ne  peut  être  nul  puisque  les  trois  points  O,  to,  w'  ne  sont  pas  en 
ligne  droite,  et  l'on  a  o  i  cos0  <  i .  On  a  donc  aussi 

I  /«(o  +  "l'fj'  1'  =  (i  —  co<&)  (m-a--+-  m'^b-)  -^  ces B(^ ma  ±  m' b)'-^ 
et  par  suile 

I  «I  co  -(-  7;i(ij'  ;-  _  1 1  —  cosQ  )  (m-a--!-  in'^b-)  i-(i  —  cosO)  a'^im'^-^  m'-}. 
Il  suit  de  là   que  les  termes  de  la  série  (21)  sont  respectivement 

inférieurs  ou  égaux  à  ceux  delà  série    7    ( î — -)    ,  multipliés 

par  uu  facteur  constant,  et  nous  savons  que  cette  dernière  série 
esl  convergente  si  l'exposant  -  est  plus  grand  que  un  (I,  n°  172). 
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La  série  (3  i)  est  donc  convergeule  si  Ton  f;iit  jjl  =  j.  nu  •x=  \. 
I)"a|)ri;s  un  n'sulial  tlcinonlro  plus  liaiil  i  n°  320),  la  série 

«('(()  =  — :—^       :  —  -, — 7  i  »■  =  III  lo  —  m' m' ) 


II-  ^d     1(11   —  ■!!»■)-  -'("■-J 


représente  une  l'onelion  inéroniorplie  ailnietlanl  les  mêmes  piile- 
avec.  les  miMues  pailies  principales  fjiie  la  fonction  elliptiiiue 
cherchée.  \ous  allons  montrer  que  cette  fonction  a  (»)  admet  pré- 
cisément les  lieux  périodes  ao),  ■>.(■)'.  Considérons  d'ahord  I.) 
série 


21,^ 


où  2i\'^  2771(0-+-  ■2171.' m',  la  Sommation  s'étendani  à  toutes  les  va- 
leurs entières  de  /7i  et  de  /n',  sauf /«  ^  /«'  =  o,  et  /«  = —  i ,  »?'  =  (). 
Ciette  série  est  absolument  convergente,  car  c'est  la  série  -j  (h),  où 
l'on  aurait  remplacé  u  par  —  ao),  après  avoir  supprimé  deux 
termes.  On  voit  aisément  que  la  somme  est  nulle,  en  la  considé- 
rant comme  une  série  double,  et  en  évaluant  séparément  chacune 
des  lignes  du  tableau.  En  retranchant  celte  série  de  '.^  (ii),  nous 
pouvons  donc  écrire  encore 

..,,„)  =  -V ^  ^  y  "  I r ' — 1 . 

M-        (i(-i-2w;-        4"'         ■'"    L(  "  —  ■i'^'l-         (2ir^-2co;-| 

les  combinaisons  (m  =  m'=o),  (/»  =  —  i ,  /«'  =  <)  i  étant  toujours 
exclues  de  la  sommation.  Changeons  maintenant  u  en  u  —  :'.m\ 
il  vient 

=  ^^vT ' — ^■- — ' — ^1' 

II-       j^    [  1  .'(  —  ■>.  (U  —  i  ir  I-         (  ■/  ir  -H  •>  oj  I-  J 


■:,(  Il   —  -2  (.)  )  : 


la  combinaison  i)i  ^ —  i,«i'  =  o  étant  seule  exclue  de  la  som- 
mation. Mais  le  second  membre  de  cette  égalité  est  identique 
à  'f  («).  Cette  fonction  admet  donc  la  période  aco,  et  Ton  vérilie- 
rait  de  même  qu'elle  admet  la  période  2  oj'.  C'est  la  fonction  (pie 
\A  eierstrass  représente  par  la  notation  pu,  et  qui  est  ainsi  définie 
par  l'égalité 

(29.)     pu  = -y I  ir  =  »)to -^ //(■(•/ I. 

Si  l'on  fait  (/z=io  dans  la  difl'érence  nit -,  tous  les  termes  ilc 
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la  somme  doulile  sont  nuls,  et  celte  différence  est  nulle  elle-mèuic. 
La  fonction  p  it  jouit  donc  des  propriétés  suivantes  : 

i"  Elle  est  doublement  périodique,  et  admet  pour  pôles  tons  les 
points  2(V,  et  ceux-là  seulement: 

y"  La  partie  principale,  dans  le  domaine  de  lori^ine,  est-^; 
.'•1°  La  différence  pu est  nnlle  jionr  u  =  o. 

Ces  propriétés  caraclériscnl  la  fonction  pu.  En  effet,  toute 
fonction _/'(«),  possédant  les  deux  premières  propriétés,  ne  diffère 
(le  ,pM  que  par  une  constante,  puisque  la  différence  est  une  fonc- 
tion  doublement  périodique   n'ayant  aucun   pôle.   Si   la  lonclion 

est  telle  en  outre  quey"(;/)  —  —  soit  nul  pour  //  =  o.  _/'(»)  —  pu 

csL  nui  pour  // =:  o  ;  on  a  doncy(  «)  =jjm. 

La  fonction  ))( —  u)  possède  évidemment  ces  trois  propriétés; 
on  a  donc  p( — u)  =  pu  et  la  foitction  p//  est  jjairc,  i'<-  qu'on  \oit 
aussi  facilement  sur  la  formule  (2a). 

Considérons  la  période,  dont  le  module  est  le  plus  petit,  et  soilo 
son  module.    Dans  le   cercle  Cj  de  rajon  o.   décrit    de  l'origine 

C(unme  centre,  la  dilierence  pu ^  est  holomoiplie  et  peut  èlre 

développée  suivant  les  puissances  positives  de  u.  Le  terme  général 
de  la  série  (aa),  développée  suivant  les  puissances  de  u,  donne 


et  l'on  s'assure  aisément  (]ue  celte  série  admet  pour  fonction 
maiorante  —r-, — —  >  el  a   plus  lorle  raison    1  expression 

■'  it>|  u-  1^  Il  '  ^ 

I                                  1                           "                       xa    , .  1        .   •    V^ '     ' 

oliteniie  en  remplaçant  1 -, r  par  i ^-  (^.onnne  la  série  7  -; — r 

est  con\ergente,  il  en  résulte  qu'on  a  le  droit  d'ajouter  terme 
à  ternie  les  séries  entières  obtenues  (n°  267).  Les  coefficients  des 
puissances  impaires  de  u  sont  nuls,  car  les  termes  provenant  des 
pi'rlodcs  opposées  se  détruisent,  et  nous  pouvons  écrire  le  déve- 
loppement de  pu  : 
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cri  posant 

\  c-,  =  j >  - — r .       cj  =  . y  • ,       ■■■, 

(21)  { 

I  /    ■  V         ' 

r  c;  ^  l-ii.  —  \)  y    ^ ,  .... 

Tandis  (|iie  lu  lormiilo  (22)  sappliqnc  dans  loul  le  plan,  le 
nouveau  dévcloppemenl  (2.'5i  n'est  valable  qu'à  l'inlérieur  du 
cercle  C{,  ayant  pour  centre^  ronf;inc  et  passant  par  le  poiiil- 
période  le  plus  \  oisjn. 

La  dérivée  pu  est  elle-même  une  l'ouction  elliptique,  admettant, 
pour  pôles  du  troisième  ordre  tous  les  points  211-;  elle  est  repré- 
sentée dans  loul  le  plan  par  le  développement  en  série 

'    _      ■'        'V'         ' 


iJ'une  façon  générale,  la  dérivée  d'ordre  »,  p  "'  ;/,  est  une  t'onc- 
tif)n  elliptique  admettant  tous  les  points  «  =r  2  ir  pour  [xMes 
d'ordre  ^i  +  2 

(.,6)     p(.:„  =  (_  ,).  '  •^■•;;'^,'"  "  ^(-  ^)"^.■,...{n-  .)  V 


^^   {II  —  ■}.  w  )"+' 

iXous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  la  légitin^ilé  de  ces 
développements,  ce  qui  n'offre  aucune  dilHcullé,  d'après  les  pro- 
priétés établies  |)lus  haut  (>"' 297  et  .319). 

3*28.  Relation  algébrique  entre  ]■«  et  \<u.  --  D'après  un 
lliéorème  général  in"  326»,  il  existe  une  relation  algébiique 
entre  pu  et  pu.  •^♦n  l'obtient  aisément  comme  il  suit  :  dans  le 
domaine  de  l'origine,  on  a.  d'après  la  formule  (a-i). 

,!'■  "       = --^ir-iU—  .1  ''3  ;(3  ^  .  . 

(  |i  M  I-  = ; I()C,,  —  .  .  .. 

Il"         II- 

("11,(1'= ■ -+-   3 fj --..., 

'  II"         II- 

les  termes  non  écrits  étant  tous  nuls  pour  m  =  o.  I,a  diffé- 
rence p-ii  —  ij)'«  admet  donc  l'origine  comme  pôle  du  second 
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ordre  et,  dans  le  domaine  de  ce  poinl.  on  a 

les  termes  non  écrits  élaiil  nuls  pour  ii  =  o. 

La  fonction  elliptique  — ■20C-2P"  —  2SC3  possède  donc  les 
mêmes  pôles  avec  les  mêmes  parties  principales  que  la  fonction 
elliptique  p'-  —  \p^,  et  leur  différence  est  nulle  pour  u  =  0.  Ces 
deux  fonctions  elliptiques  sont  donc  identiques,  et  nous  avons  la 
relation  cherchée,  que  nous  écrirons 

( a; )  (  J ''  "  }^  =  4  P'  "  —  .-fi  P  "  —  A'a, 

on  posant 

^".,=  2002=007      /  )     ,  „  2^C3=  I_i(|V    /   \     . 

La  relation  (a-)  est  fondamentale  dans  la  théorie  des  fonctions 
clli|jtiques;  les  quantités  g-^  et  gi  sont  appelées  les  invarianfs. 

Tous  les  coeificienls  C),  du  développement  (2.3)  sont  des  fonc- 
tions entières  des  invariants  ^2  et  ^3;  de  la  relation  (2-)  on  dé- 
duit, en  elTet,  en  prenant  les  dérivées  et  divisant  par  ap'w, 

(28)  j)"«  =  6p'(t  —  — • 

D'autre  part  on  a,  dans  le  domaine  de  l'origine, 

})  u  =  —  -i-  2  Co  -T-  1 2  t'a  »  -  H- .  . .  -H  (  2  X  —  i  JC^-/'  —  J  )  c),  u-'--  -+■ 

Kn  remplaçant  pM  et  p' u  par  leurs  développemeuls  dans  la  rela- 
tion (28),  et  en  identifiant  les  deux  membres,  on  obtient  la  rela- 
tion de  récurrence 


0], 


(2X-<-l)l/.  —  i). 


qui  permet  de  calculer  de  proche  en  |)roche  tous  les  coefficieuls  ci 
au  moyen  de  Cj  et  de  C3  et  par  conséquent  de  gn  et  Je  ^3  ;  on 
trouve  ainsi 


C*  = 
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Ce  calcul  mel  en  évidence  ce  fait  algébrique  remarquable,  (juc 
toutes  les  somuies  >    ; scxiirinient  par  des  fonctions  entières 

^  (iir  /-'"  '  ■ 

des  deux  premières. 

Nous  connaissons  a  priori  les  racines  de  J3  '/.  Cette  fonclion. 
étant  du  troisième  ordre,  admet  trois  racines  dans  un  paraliélo- 
j;ramme.  Comme  elle  est  impaire,  elle  admet  les  racines  u^m^ 
Il  =  (o',  Il  =  w"  =  M  +  (1)'  (n"  326  :  Remarques).  D'après  la  rela- 
tion (2^),  les  racines  de  l'équation  4,p^  —  g^p  —  ^'3  =  0  sont  pré- 
cisément les  valeurs  de  pu  pour  u  =  t.),  oj',  w'.  On  représente  ces 
trois  racines  par  e,,  C2,  e^: 

e,=  p(o,         e)=piu',         e3=|Hij'': 

ces  trois  racines  sont  différentes.  En  ell'et,  si  Ion  avait  par 
exemple  e^  =^e>,  léquation  pu  =  e,  aurait  deux  racines  doubles  w 
et  w'  à  l'intérieur  d'un  parallélogramme  des  périodes,  ce  qui  est 
impossible  puisque  pu  est  du  second  ordre.  On  peut  encore 
écrire 

',  |l^  u   —   ff-2  ,1'"  A'3  =    -i  1,  ,1'"  '^1  )  f  .P  " ''2  J  M'"  ''s  )l 

et,  entre  les  invariants  "-j,  g-^  et  les  racines  e,,  e-,,  e^,  on  a  les 
relations 

L'i-et-i-  €3=0,  t'ie,^  eiCj-^  e.2C3  =  ~  ^,  l'ie^Cs^  ^• 

I  I 

Le  discriminant -T  (^^iS  —  2- <.'-,)  est  nécessairement  différent  de 


329.  La  fonction://.  —  Si  nous  intégrons  la  fonction  nu r. 

suivant  un  chemin  quelconque  partant  de  loriiiine  et  ne  passant 
par  aucun  p(Me,  nous  avons  la  relation 

^/,      V'  ,r-/  ^^   l,(  —  yw         /.r         I   Ml-  -  j 

La  série  qui  est  au  second  membre  représente  une  fonction 
méromorphe  admettant  tous  les  points  f<  =  2  u-,  sauf  u  =^  o,  pour 
l)ôles  du  premier  ordre.  En  changeant  le  signe  et  en  ajoutant  la 

Iraclion-,  nous  lïoserons 
a  ' 

in)  r«.=  -1  -^y'  I ■— ^  -  -  -  -^,1  ; 

(/       jimd    L//  —  2  11'        air        (■.'. ii-,-J 


igi  niAi'iriiB  xv.  —  fonctions  umformics. 

la  relation  précédciile  pcul  s'éciiic 


(30) 


f   (i"'-;^)'/"  =  -'«  +  :i 


et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  il  vient 

On  voit  facilement,  sur  Tune  ou  l'aulre  de  ces  formules,  que  la 
fonclion  Çir  est  impaire.  Dans  le  domaine  de  l'origine,  on  a, 
d'après  le  développement  (2.3)  et  la  formule  (3o), 


iC r  II' 


La  foiKliou  Zu  ne  peut  admettre  les  périodes  awetato',  car 
elle  n'aurait  (ju'un  pôle  du  premier  ordre  dans  un  parallélogramme 
de  périodes.  Mais,  les  deux  fonctions  '^(ii  -{-  2iv)  et  'Çu  ayant  hi 
même  dérivée  — pu,  ces  deux  fonctions  ne  diffèrent  que  par  une 
constante;  la  fonclion  Zu  augmente  donc  d'une  quantité  con- 
stante lorsque  l'argument  u  augmente  d'une  période.  Il  est  facile 
d'avoir  l'expression  de  cette  constante.  Ecrivons,  pour  plus  de 
clarté,  la  formule  (lo")  sous  la  forme 


.("(' 


</f  =  - 


en  cliangeanl  ii  en  tt  -f-  aw  et  en  retranchant  les  deux  formule», 
il  vient 

'(« -t-  ito)  —  w»  = —   j  pvi/f. 

Nous  poserons 

2T,   : 


-  /  ,l"'<^'',  2t/  =  —  j  jn'di'. 


/,  et  y/  sont  des  constantes,  indépendantes  de  la  limite  inférieure  ir 
et  du  chemin  d'intégration.  Ce  dernier  point  est  évident  a  priori 
puisque  tous  les  résidus  de  pr  sont  nuls.  I^a  fonclion  Z  ti  satisfait 
donc  aux  deux  relations 

Ç(«  -H  ÎW  )  =  ;«  -î-  2ï),  t(M  -i-  2w')  =   '«  -H  2r/. 
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Si  l'on  fiiil  clans  Ofs  formules  «  =  —  o),  imi  it  =  — w',   on   trouM- 

ImiIi'c    los    (Hiiitir    i|Mantili''s    o,  (•/.    /,,  /,'  il   exislc    une  rclalioii 
Ires    smi|)li'.    i'om-   i'i'taljlir.    il    sullil    il^'valiiei'    de    ileux    façon.-- 

l'intégrale    /    Ziidii.  [irise  le  Icmi;  d  un  jiarallélogramnie  de   soni- 

iiii'ls  //„.  //„-)- 3(0.  //„+  (  II)  +  2  w  .  //,,  —  >,(.)'.  Nous  supposerons 
(pie  Zii   n'a   aucun  piMe   sur  le   contour  et  que  le  coefficient  de  / 

dans  —  est  positif,   d<r    façon    iiuon    rencontre    les  sommets   dans 

(I)  '  '  ' 

l'ordre  où  ils  sont  écrits  (|uand  on  liéerit  le  contour  de  ce  parallé- 
logramme dans  le  sens  direct.  Il  v  a  un  seul  pôle  de  %ii  à  l'inlé- 
rieiir  de  ce  contour,  avec  un  résidu  égal  à  ^-  i  ;  l'intégrale  consi- 
dérée est  donc  égale  à  9.-i.  D'autre  part,  la  somme  des  intégrales 
prises  le  long  du  côté  joignant  les  sommets  //„,  //„-)- ato.  et  du 
côté  opposé  est  égale  (voir  n"  326  (  à 

f  [Zii  —  Zi  it  —  •->,(./  i|  lia  = —  î-"r,', 

<t  loii  voit  de  mémo  (pie  la  somme  des  intégrales  provenant  des 
deux  autres  côtés  est  égale  à  ^u>'r,.  On  a  donc  la  relation  annoncée 

<32)  c/r,  —  i.jr/=  -  /■. 

Calculons  encore  l'intégrale  délinie  F  («  i  =    /  ^''A',  prise 

le  long  d'un  chemin  qiielconrpie  ne  [lassant  par  aucun  des  pôles. 
On  a 

V   I   II  )  ^=  Zl  «  -^    >'0  )  Zll  ^=  ■>  7, . 

<Jc  sorte  que  1"\«)  est  de  la  forme  l'"  (  m  )  =  ■^•/■,« -r  K.,  la  con- 
stante R  n'étant  déterminée  qu'à  un  multiple  de  2  —  i  près,  car  on 
peut  toujours  modifier  le  chemin  d  intégration,  sans  changer  les 
extrémités,  de  façon  à  augmenter  l'intégrale  d'im  multiple  quel- 
conque de  2~i.  Pour  trouver  cette  constante  K.,  calculons  l'iu- 

légrale  définie    /        (^c :)  dv   le  long  d'un  chemin  très  voisin 

<lu  segment  de  droite  <pii  joint  les  deux   points  to  et  —  to.  Cette 

intégrale  est  nulle,  car  on  peut  remplacer  le  chemin  d'intégration 

par  le  chemin  recliligne,  et  les  cléments  de  la  nouvelle  intégrale 

G..  H.  i3 
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se  détruisent  deux  à  deux.   Mais,  en  remplaçant  ii  pur  —  (o  iLnw 
la  formule  qui  donne  F  (ti),  on  a 

et  l'intégrale    /       -  cA'  est    ét;ale   à   ±-i,    de    sorte    (nioa    peut 

jirendie  K  =  2r^i<>  ±-i;  en   ne  faisant  aucune   liypollièse  sur  le 
chemin  d'inléoratiun.  on  a  donc,  dune  la<on  iiénérale, 


(3i)  I  rc<A'  =  ->y,(«. 


))  +  (■>/«  --I  i-i, 


m  étant  un  nombre  entier,  et  l'on  a   une  formule  analogue   pour 

,.  r"'*''"'\, 

i  intégrale    /  ..ccA-. 

330.    La   fonction  su.  —  E-n  inléorant  la  fonction  "Ci/ le 

^  'Il 

long  d'un  cliemin  f|uelcon(jue  partant  de  loriginc  et  ne  |)assanl 
par  aucun  piMe,  nous  avons 

et,  par  suite, 

(34)  «e'"  ^  "\l{'~7^J       " 

La  fonction  entière  qui  est  au  second  membre  est  la  plus  simple 
des  fonctions  entières  (|ui  admettent  pour  racines  simples  toutes 
les  périodes  'iv,  c'est  la  fonction  tu  : 

(35,  .„  =  „J-|(,__!!_)e^"^. 

L'égalité  (34  )  peut  s'écrire 

(  34  ^'■>')  1 1l  ^  Il  e    ° 

et,  eu  prenant  les  dérivées  logaritlimi(pics  des   deux  membres,   il 

vient 

(36)  '■"        ■        "  ■       " 


II.    —    KONCTIO.NS    DdlBLKMI-.NT    PKiUOIlly  t  KS.  KJ  "> 

La  fonclion -«,  i'tanl  unefoncliun  entière,  ne  peut  être  cloiiblenient 
pi'riodiqne  ;  i|iian<l  l'argument  augmente  d'une  période,  elle  e^L 
multipliée  par  un  facteur  exponentiel  qu'on  peut  délerniiner 
comme  il  suit.  On  tire  par  exemple  de  la  formule  [ù'i  A/s) 


l'p  facteur  a  été  caIcLilé  plus  liaul,  et  Ton  <i 

-  )  -    H  —  2W)  =  c'-'i  "^'O''  -'"^'■~-l  -U  =  —  c-'i  "  •  »    -J  II. 

(  )n   trouve  tic  même  la  formule 
38)  j(  H -^  ■.>("',  ^  —  £.2.',' H  i-ro'   •;„_ 

Les  formule^  (3.))  ou  (.34  bis)  incitent  en  évidence  l'une  et  l'aulrc 
que  <TU  est  une  fonction  impaire. 

Si  l'on  développe  celle  fonction  th  suivant  les  puissances  de  «, 
le  développement  obtenu  sera  valable  dans  tout  le  plan.  Tl  est 
facile  de  montrer  (jue  tous  les  coefficients  sont  des  fonctions 
enlicres  de  o»  et  de  "3.  Nous  avons  en  ell'et 


,("(="-;) 


On  voit  qu'il  n"v  a  pas  de  terme  en  u^  et  qu'un  coeflicient 
quelconque  est  une  fonction  entière  des  C),  et  par  suite  des  inva- 
riants g-,  et  o^.j  ;  les  cinq  premiers  termes  sont  les  suivants  ; 

i';(/-^  A'.ill'  ol"'  ,i';  .■?':i  "  " 

'    ~  ■!.'•.  i.'i        .i'.D.'i.y        -V'.i^.j.j        1' .i-.'t-.-.  \i 

Les  trois  fonctions  jj;/,  Zit.  ~ii  sont  les  éléments  essentiels  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptif|ues.  Les  deux  premières  se  dédiii- 

senl  de  lU  au  moven  des  deux  relations  tu  = •  \m  -—  —  T'  u. 

•>  -  zii      ■> 

331.  Expressions  générales  des  fonctions  elliptiques.  —  Toute 
fonction  elliptique  f  yii)  peut  s'exprimer,  soit  au  moven  de  la 
seule  fonction  tm,  soit  au  moyen  de  la  fonction   t.u   el   de  ses 
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dérivées,  soit  au  niojeii  des  deux  fondions  p //  el  p'  n.  Nous  expo- 
serons succinctemenl  les  trois  méthodes. 

1°  Expression  de  fia)  au  moyen  de  lu  fonctio/)  -711.  — 
Soient  a,,  a,..  .  .,  «„  les  zéros  de  la  fonctioa/(«)  dans  un  paral- 
lélogramme des  périodes,  et  L,.  /*;,  .  .  .  ,  f>,i  les  pôles  de/(»)dans 
le  même  parallélogramme,  chacun  des  zéros  cL  des  |iùies  étant 
compté  autant  de  fois  que  l'exige  son  degré  de  multiplicité.  Entre 
ces  zéros  et  ces  pôles  un  a  la  relation 

(4"  I  «I    —«..-+-...-!-  «,i  —  61  —  60  —  .  .  .H-  6,,-i-  .!l), 

2Q  étant  une  p('rlode.  Cela  posé,  considérons  la  fonction 

,     ,  n( Il  —  «I  i. .  .7(«  —  a,,) 


Celte  fonction  a  les  mêmes  pôles  et  les  mêmes  zi'ros  que  la  fonc- 
tiony(«),  car  les  seuls  zéros  du/facteur  0- (»  —  «/)  sont  J<  =  rt/  et 
les  valeurs  de  u  qui  ne  difi'èrenl  de  ai  que  d'une  période.  D'autre 
part,  celte  fonction  c(//)  est  douhlcmenl  périodique,  car  si  l'on 
change  u  en  11  4-  îw,  par  exemple,  la  relation  (?>~)  prouve  que 
le  numérateur  el  le  dénoininaleur  de  'f  (»)  sont  multipliés  respec- 
tivement par  les  deux  facteurs 
(_,)'.  e2-v«»  +  nM-«, -«,-.. .-«,,1^     (—  i)«e'''^i""'  +  "'"-''.-''=-----<'"-2Û,, 

et  ces  deux  facteurs  sont  égaux  d'après  la  relation  {io).  Ou  verrait 
de  même  qu'on  a  a  ( /; -|- 2  w' 1  := -il  ;/ 1.  Le  quotient  "— ^,  est 
donc  une  fonction  doublement  périodique  de  u,  n'ayant  aucun 
infini,  c'est-à-dire  une  constante,  et  nous  pouvons  écrire 


(4.)  /(»)=G- 


Ti  «  —  ri,  )  -i  U  —  a»  ).  .  .5(  H  —  a,,  ) 


n  {u  —  Oi  I  71  II  —  h-i  , .  .  .i{  Il  —  6„  —  aO  j 

Pour  déterminer  la  constante  C,  il  suffira  de  donnera  la  variable  u 
une  valeur  f|ui  ne  soil  ni  un  pôle  ni  un  zéro. 

Dune  façon  plus  générale,  pour  exprimer  la  fonction  ellip- 
tique/(m)  au  moyen  de  la  fonction  th,  quand  on  connaît  ses 
pôles  el  ses  zéros,  il  suffira  de  clioisir  n  zéros  («',,  «',,  .  .  .,  «'„) 
et  n  pôles  {b\,  b'„,  ...,  6,',),  de  façon  que  toute  racine  de  /(it) 
s'obtienne  en  ajoutant  une  période  à  l'une  des  quantités  a',,  et 
tout  pôle  dey'(«),  en  ajoutant  une  période  à  l'une  des  quantités  6], 
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l'i  qu'on  ait  en  oiilio  ilc/,  zz^lù^  .  Ces  pôles  et  ces  zéros  peuvent 
rti-e  situés  dans  ie  plan  (J'uiie  façon  quelconf|uc,  pourvu  qu'ils 
vcrident  les  conditions  précédentes. 

2"  Ex/trcssivn  <li-'J\i/)  au  moyen  de  la  fonction  '^_  et  de  ses  déri- 
vées. —  Considérons  I,  pôles  «,,  a-,,  .  .  • ,  dk  de  la  fonctiony(«), 
Icls  que  tout  autre  pôle  s'obtienne  en  ajoutant  une  période  à  l'un 
lie  ceux-là.  On  peut  prendre  par  exemple  les  pi'iles  situés  dans  un 
uièiiie  parallélogramme,  mais  cela  n'est  pas  nécessaire.  Soit 

A,'  W  A^, 


l"  —  <'(  ,1'' 


la  partie  principale  de  /'(  m  i  dans  le  domaine  du  point  <(,. 
La  différence 

/. 

/(  î<  )  —  >      A',''  Ç (  «  —  ni)  —  K'-V  '' (  K  —  «/,)... 

r-ii".-'A;^     ,  ,     ,  ] 

\  .>..  .  A  n, —  1  1  •  J 

est  nue  fonction  liolomorpiic  dans  tout  le  plan;  c'est  de  plus 
une  fonction  doublement  périodique,  car  lorsepion  change  u 
rn  a  -\-  ao),  celle  fonction  esl  augmentée  de  —  arj^A  J  ,  quantité 
qui  est  nulle  puisque  ï  A'|  représente  la  somme  des  résidus  dans 
un  parallélogramme.  Celte  différence  est  donc  une  constante  et 
Ion  a 

(i-o   /(«)  = ''-■--'y  [a;  :(" —  o.)  —  A'/' :'i » —  «,)... 

La  formule  précédente  est  due  à  M.  Henni  te.  l'our  pouvoir  l'ap- 
pliquer, il  faut  coiinaîlre  les  pôles  de  la  fonction  elliptique _/'(«') 
et  les  parties  princi|>ales  correspondantes.  De  même  que  la  for- 
mule (4')  est  l'analogue  de  la  formule  qui  donne  l'expression 
d'une  fonction  rationnelle  par  un  quotient  de  deux  polynômes 
décomposés  en  leurs  facteurs  linéaires,  la  formule  (l^)  est  l'ana- 
logue de  la  formule  de  décomposition  d'une  fraction   rationnelle 
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Cil  éléments  sini|>lcs.    C'esl  ici   la   foiiclioii  ~^u  —  «)i|i)i  joue  le 
JÔle  d'élément  simple. 

3°  expression  (1ef{it)  au  nioyrii  île  pu  cl  de  pu.  —  Con- 
sidérons d'ahord  une  fonction  eilij)ti<|iiç  paiicy  (  ;/  i.  Les  zéros  de 
■celte  fonction,  qui  ne  sont  pas  des  pério''les,  sont  deux  à  deux 
opposés;  nous  ])ouvons  donc  trouver  /;  zéros  (rt,,  rt,,  ...,  a„) 
tels  que  tous  les  zéros  autres  (|ue  les  périodes  soient  compris  dans 
les  formules 


On  prcnclra,  par  exenijile,  le  parallélogramme  avant  pour  sommets 
les  points  u  +  co',  (o'  —  w,  —  to  —  oj',  to  —  o>',  et  les  zéros  silu(''s 
dans  ce  parallélogramme  du  même  côté  d  une  droite  passant  par 
l'origine.  Si  un  zéro  «,  n'est  pas  une  demi-période,  on  fera  figurer 
ce  zéro  a,  dans  la  suile  «,,  «o,  ...,  «„  autant  de  lois  quilya 
dunilés  dans  son  degré  de  niulti[)licilé.  Si  le  zéro  <?(  parexem|)Ie 
est  une  demi-]iériode,  ce  sera  un  zéro  d'ordre  pair  ir  (326  : 
Remarques);  nous  ferons  figurer  ce  zéro  /■  fois  seulement  dans  la 
suite  rt,,  flo.  ...,«„.  Cela  étant,  le  produit 

(  J^  "  —  .1'  «1  )(,)"<  —  P  «2  )  •  .  ■  (  ]1  "  —  ,P  C'n  ) 

admet  les  mêmes  zéros  qucy\«),  au  même  degré  de  multiplicité, 
siuf  si  l'on  ay"(0)  :=^  o.  On  formera  de  même  un  autre  produit 

<  ,1'"  —  ,l'/'l  )(jl"  —  ,r'/'2  t..  .(jl"  —  P^mK 

■.idinettaiU  pour  zéros  les  pôles  de  .fiu)  au  mémo  degré  de  multi- 
plicité, en  faisant  abstraction  des  |ioints-}iériodes.  Posons 

?!"'=  ^-7 ■ ^—r- —, ; 

{\^u~'pbi){]Mi'    ]<0.i}...(yu  —  yb,n) 

le  quotient  ■-- —  est  une  fonction  elliptique  qui  a  une  valeur  finie 

'  »  (  «  )  111 

-et  di Jférenle  de  zéro  pour  toute  valeur  de  u  qui  n'est  pas  une  pé- 
riode. Cette  fonction  elliptique  se  réduit  à  une  constante,  car  elle 
ne  pourrait  avoir  pour  p<Mes  cpie  les  périodes,  et,  s'il  en  était 
ainsi,  l'iuxerse  n'aurait  pas  de  pôles.  On  a  donc 

^^.^  ^  ^.^  (pu  —  pa,)(pu  —  pg.,)..  .(p  II  —  pci„  )  _ 
.'(P«  — J>*i)(P"  — P*2)-.-(j'«  — pi^,„)* 
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Si    l'iiil)    eM    une    t'imclion    tlli|]|ii|ue   impaire,   "-^ —    e?l    une 

.'    \    .  Il  '  '      ji  // 

(oiuiioii  paire,  el  pir  coiisécjiienl  ce  cjiiotienl  e^l  une  foiiejiou 
rationnelle  de  p//.  Knfiii  une  l'onclion  ellipli([iie  fpielconqiie  K(mi 
<-i  la  somme  d  une  (onction  |)aire  el  d'une  fonction  im|iaii'e 


en  a|)pli(piant  les  résultats  préeédents.  on  Miit  que  toute  ionelion 
elliptique  [>eut  être  mise  sous  la  fiunie 

Pi  et  R,  élantdes  l'onctions  rationnelles. 

Xi"!.  Formules  d'addition.  —  l.a  formule  d'addition  pour  la 
fonction  sinx  permet  d'exprimer  sin  («  +  //)  au  mojen  des  valeurs 
de  celte  fonction  et  de  sa  dérivée  pour  x  =^  a  el  .z' =  h.  11  existe 
une  formule  analogue  pour  la  fonction  pu;  seulement  lexpression 
de  p[u  +  V)  au  moyen  de  pu,  pe,  pu,  p'  v  esl  un  peu  plus  com- 
pliquée, à  cause  de  la  présence  dun  dénominateur. 

l'roposons-nous  d'aijord  d'appliquer  la  formule  générale  (4')' 
où  ligure  la  fonction  i  u,  à  la  fonction  ellipliijue  pu  —  pc.  On  voit 

,    ,  ■  7 1  «  -+-  P  )  (X  (  «  (M  ,,  .  1 1  •         • 

luuiiedialemenl    ciue  r^ est   une   lonetion  elli|iticiue 

'  z-  a  '      ' 

admettant  les  mêmes  zéros  et  les  nK'ines  pi")les  que  pu  —  pc  (_)n 

a  tlone 

-.  7(  H  -^  l-   I  !7I    »  !■) 

'"'-J"=' ^c ' 

jiour  déterminer  la  constante  C.  il  suflit  de  multiplier  les  deux 
membres  par  y'-u,  et  de  faire  tendre  u  vers  zéro.  Un  trouve  ainsi 
la  relation  i  = —  ('.-7-\-,  d  où  1  on  tue 

-I  II  -^  v>  ■:{  u  —  V) 
<-li)  I'"— J"'= ; : 


['renons  les  di'rivées  logarithmiques  des  deux  membres,  en  legar- 
d.iiit  i'  comme  une  constante  el  u  comme  la  variable  indépendante. 
Il  vient 

— =  Li  u  -^  \,-)-^ti  u  —  v)^  itii; 
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en  pernuilnnl  ii  el  c  dans  celle  formule,  elle  devienl 

z=  t(  Il  ^-  i')  —  '(  «  —  v'i  —  2 '  (•  ; 

,1'"— ,1"'         "  ... 

enlln,  en  ajoutant  le>  deux  formules,  on  oljtient  la  relalion 


I  îj)  ^ (»—(■)—'';  —  -J' = 


pu  —  }<V 


ijui  constitue  la  formule  d'addition  pour  la  fonclion  Zii. 

En  difTérenliant  les  deux  membres  par  rapport  à  a,  on  obtien- 
drait l'expression  de  p{i/  -r-  f):  ie  second  membre  renfermerait 
la  dérivée  seconde  p'  (/  fjn'il  faudrait  lemplacer  par  '>J3^»  —  — • 
Le  calcul  est  un  peu  long,  el  l'on  arrive  au  résultat  dune  façon 
plus  élégante  en  démontrant  d'abord  la  formule 

(  16)  p(n  -i-f)^pii  +  jic-  =  [::(«. +  (')  —  ^u  —  'u-]-. 

Considérons  toujours  u  comme  la  variable  indépendante;  les 
deux  membres  sont  des  fonctions  elliptiques  admettant  comme 
pôles  du  second  ordre  (/ =  <>.  a  ^  —  r,  el  toutes  les  valeurs  qui 
s'en  déduisent  par  raddition  d'une  période.  Dans  le  domaine  de 
l'origine,  on  a 

Z(ll   -h  f)  Zll  î  t'   =    !J  ('  -i-  (/  î'  •-'+■■  . ^  "  ?  '' 

I  „, 

= h  U  Z  (•  -h  y.  tt-  ^  .  .  . 

t'I.  par  suite, 

[  w((/  -^  V) ,"  ^C  p=    —   2,    r  ftll  -h 

l-.a  partie  ])rincipale  est  — »  rùmme|)ourle  premier  membre.  Com- 
parons de  même  les  parties  principales  dans  le  domaine  du 
pôle  //  =  —  ('.  En  posant  u  =  —  c  -f-  h,  nous  avons 

:/(  —  :(—(•-(- /o  —  ri'=  j  —  ht.'v-t-  '^ir--^-. ... 

La  partie  principale  du  second  membre  de  la  formule  (4^),  dan* 

le  domaine  du  point  u  -----  —  r,  est  donc j  comme   pour  !'■ 

'  {Il  -V-  r}-  ' 
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premier  membre.  La  dill'érence  ne  peul  donc  être  qu'une  con- 
siiinie.  Pour  évaluer  celle  constante,  comparons  par  exemple  les 
cli'veloppements  flan-  le  domaine  de  l'origine  :  on  a,  dans  ce 
domaine, 

j>  I  H  -I-  f  I  -T-  |W/  -^  ji (■  =  — ;  -^  2  jir  +  (f  p  r  ^- .  . . . 

lui  comparant  ce  développeiiienl  à  celui  de  [Cia-r-v) — lu  —  •^k]'- 
on  voit  que  la  différence  est  nulle  [)Our  u^^o.  La  formule  (4<i) 
est  donc  établie.  En  rapprochant  les  deux  formules  (43)  et  (4^>)? 
on  obiicnl  la  forimile  d  aildilion  pour  la  fonction  ]}// 


pl  K  ■+-  l-I^JW/  -^  Jil> 


\  1'"  -  j"'  y 


[i'S'A.  Intégration  des  fonctions  elliptiques.  —  La  formule  de 
décomposition  de  ^L  Herinite  se  prête  immédiatemenl  à  l'intégra- 
lion  dune  fonction  elli|)tiqiie.  On  déduit  en  elVet  de  la  foi- 
iniile  (4^) 

/. 
'  \x  '       j  f(ii)  du  —  Cti  —^  •  A  ,"  Log[!j(u  —  Oi }]  —  A'/  Ziii  —  a,)  +... 
/=  1 

-t-  (—  I  )" -'  z ^— r-  ".-'  (il  -  a,)    . 

Nous  voyons  que  l'intégrale  d'une  fonction  elliptique  s'exprime  au 
moyen  des  mêmes  transcendantes  s-,  Z,  p  que  les  fonctions  elles- 
mêmes;  mais  la  fonction  it/  peut  y  tigurer  sous  le  signe  /oi,'.  l'our 
ipte  1  intégrale  dune  fonction  elliptique  soit  elle-même  une  fonc- 
tion elliptique,  il  faut  dabord  que  l'intégrale  ne  présente  pas  de 
points  critiques  logaritlimi(jues,  c'est-à-dire  que  tous  les  ré- 
sidus A'j"  soient  nuls.  S'il  en  est  ainsi,  l'intégrale  est  une  fonction 
niéroinorplie  ;  pour  (ju'elle  soit  elliptique,  il  suffira  qu'elle  ne 
cliange   pas    par  l'ailtlitioii    dune  jiériode,   c'est-à-dire  qu'on  ait 


•iCt 


iï,7   .V,'  =  o,  (Cw' — ■2ï,'^Aj"=o; 


d'où  l'on  tire  C  =  o,  lA.',' =  o.  Si  ces  conditions  sont  rempli( 
I  inlégrale  se  tronve  mise  sous  la  forme  indiquée  par  le  théorèi 
de  M.  Hermite. 
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Lorsque  la  foiiclion  elliptique  qu'il  s'agit  d'intégrer  est  exprimée  au 
moyen  de  jxt  et  de  p'u,  il  est  souvent  avantageux,  de  partir  de  cette  forme 
au  lieu  d'eniplo\cr  la  méthode  générale.  Soit  à  intégrer  la  fonction  ellip- 
tique R(pî()  +  ]i'mRi(jh/),  R  et  Ri  étant  des  fonctions  rationnelles.  Nous 

n'avons  pas  à  nous  occuper  de  l'intégrale  1  RifpHlp'îf  du,  que  le  change- 
ment de  variable  yu=^t  ramène  à  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle. 
<^uant  à  l'intégrale  /  l\{yu)  du,  on  pourrait,  par  des  opérations  ration- 
nelles, combinées  avec  des  intégrations  par  parties  convenablement  choi- 
sies, la  ramener  à  un  certain  nombre  d'intégrales  tjpes,  mais  cela  revien- 
drait 5  refaire  sous  une  autre  forme  des  calculs  qui  ont  été  déjà  effectués 
(  Ghap.  V,  p.  ■.>.5--262).  Si  nous  faisons  en  elVet  le  changement  de 
variable  pu  =  t,  qui  donne  p'  u  du  =  df ,  ou 

d/  dt 

du 


1'"  s'Al^'—glt  —  ^ 

l'intégrale     /  ï{ipu)du  |irend  la  forme 

K(t)dt 


h 


Nous  avrius  vu  lomment  celte  intégrale  se  décompose  en  une  fonction 
rationnelle  de  ^  et  du  radical  v'i'^ — -•'••t  —  ffi,  en  une  somme  d'un  cer- 
tain nombre  d'intégrales  de  la  forme  /  - 1  nlln  en  un 
certain  nombre  d'intégrales  de  la  forme 


/ 


Q(l)  dt 


\'{t)  étant  un  polynôme  premier  avec  sa  dérivée  et  avec  j/'  —  g,t  —  i!:^, 
et  Q(/)  un  polynôme  premier  avec  V(t),  et  de  degré  moindre. 

En  revenant  à  la  variable  u,  on  voit  donc  que  l'intégrale  i  Kipu)  du 
isl  égale  à  une  fonction  rationnelle  de  pu  et  de  pu,  augmentée  d'un  cer- 
tain nombre  d'intégrales  telles  que  /  (pu)"  du,  et  d'autres  intégrales  de 
la  forme 

et  cette  réduction  ])eut  être  elloctuée  par  des  opérations  rationnelles 
(multiplications  et  divisions  de  pilynomes)  combinées  a\ec  certaLaes 
intégrations  par  |)arties. 
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On  obtient  aisùment  une  formule  de  récurrence  iioiir  le  calcul  îles  iuti'- 


;,Males  I/,=     /  {yu)"du.  Dans  la   rclaliun 


^  [(j'  "  )"-'  P'  ii]=ui—i)  (  j>  Il  )"-'-  ,p'-^  «.  -+-  <  y  II  ')"-  '  i>"  u 


remplaçons  ,p'-«  et  }t"  u   par  ij''"  —  A'-l'"  —  A's  6t  (iji-  ii i' ,  respecti- 
vement; il  vient,  en  onloniuint  par  rapport  à  \'U. 

=  (i«  -+-2MJ|«)''^-l  —  in  —  M  A'2(j"' )"■'  —  '  "  — '.'.-sU'")"    ', 
el  l'on  en  lire,  en  inlégranl  les  deux  membres. 

(50)      [pu)"-'  p((  =  (.i/(  -f-  2)I„M—   ("  —  -  ).i'2l«-l—  I  "  —  '  '-a',,    ■>■ 

En  faisant  successivement  dans  cette  formule  «  =  1,2.  >,  ....  on  calcu- 
lera de  proclie  en  proche  toutes  les  intégrales  I„  au  moyen  des  deux  [jre- 
miéres  Iq  =  «,  Ii  =  —  t  u. 

Pour  pousser  plus  loin  la  réduction  des  intégrales  de  la  formule  (jij),  il 
faudra  connaître  les  racines  du  polynôme  P(0-  S'  '  o"  connaît  ces  racines, 
on  ramènera  le  calcul  à  celui  d'un  certain  nombre  d'intégrales  ilc  la  forme 


.'   ,1'"  ^J"' 


jM'  étant  différent  de  «i,  c^,  <'3,  puisque  le  polynôme  P(/^  est  premier  avec 
i '■• — git  —  gs.  La  valeur  de  c  n'est  donc  pas  une  demi-période,  el  p'c 
n'est  pas  nul.  La  formule 


établie  plus  haut  (  n"  332)  nous  donne  alors 

(  "p  I  )      /  —  —, —  I  Lo"  ai  «  -^  !•  1  —  Log  ï(  M  —  (■  I  —  2  î(  Ici  -r-  C. 

./   ,I'"-J"'        J'  '' 

■i'M.  La  fonction  0.  —  Les  séries  par  lesqueller,  nous  avons  défini  les 
tondions  pu,  ^m,  nu  se  prêtent  difficilement  aux  calculs  numériques, 
y  compris  le  développement  en  série  entière  de  <jii,  qui  est  valable  dans 
tout  le  plan.  Les  fondateurs  de  la  théorie  des  fondions  elliptiques, 
Abel  et  Jacobi,  avaient  introduit  une  autre  transcendante  remarquable, 
déjà  rencontrée  par  Fourier  dans  ses  travaux  sur  la  théorie  de  la  chaletir, 
cl  qu'on    peut   développer    en   une   série   très    rapidement   convergente; 


■.'-ii;  ciiAPirni:  w.  —  fonctions  uniformes. 

c'est  la  fonction  6.  iNous  allons  établir  brièvement  les  principales  pro- 
priétés de  cette  fonction,  et  montrer  comment  on  peut  en  déduire  ai'-é- 
ment  la  fonction  œk  de  Weierstrass. 

Soit  •:  une  quantité  imaginaire  /•  -1-  si,  où  le  coefficient  i  de  i  euposi/if: 
(•  désignant  une  variable  comple\e,  la  fonction  8(i')  est  définie  par  le 
développement  en  série 

"'"°  /       1  ,  ' 


qu  on  peut  regarder  coninu'  une  série  de  Laurent,  où  I  on  aurait  rem- 
placé z  par  c~"'.  Cette  série  est  absolument  conveigente,  car  le  module  L  „ 
du  terme  général  a  pour  expression 

U  „  =   6"  "  , 

si  t=a+pî';  V' l'«  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment  par 
valeurs  positives,  et  il  en  est  de  même  de  \  L)-„.  La  fonction  O(i')  est  dom; 
une  fonction  transcendante  entière^  de  la  variable  r.  C'est  une  fonction 
impaire;  en  effet,  si  nous  réunissons  les  termes  de  la  série  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  n  et  —  n  —  i  de  l'indice  (en  faisant  varier  n  de  o 
à  -!-  »),  le  développement  (  V2  )  est  rem[>lacé  par  le  suivant 

qui  montre  qu'on  a 

Oi— r  I  =  — f)(  i'),  0(o)  =  o. 

Lorsque  r  augmente  de  l'unité,  le  terme  général  de  la  série  (  5i  )  est 
multiplié  par  <•  i^n+ru;  _ — j  f)f,  ^  donc  0(i'-t-i)=  —  6(1').  Lorsqu'on 
change  c  en  c  -^  •:,  on  ne  voit  pas  immédiatement  de  relation  simple 
entre  les  deux  séries.  Mais  nous  pouvons  écrire 


)(..-. )  =  iV,_,,",/ 


cliangeons   dans  cette   séiie   n    en  n  —  i,   le  terme  général  de  la  nouvelle 
série 

(— i)"-'Y  -  e  i>„  +  i  m.' e-2-"' 

est  égal  au  terme  général  de  la  première  série  (J>),  multiplié  \>ar  —  q-'e~-^"'. 
La  fonction  0(i)  satisfait  donc  aux  deux  relations 

(■■).',)  0('f-t- 1)  =— Oii'j,  flif -)-t)  =— y   '  e-5'^'''-0(  c): 
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ces  relations  montrent  que  la  fonction  Oi  i  i  adniot  pour  zéros  tous  les 
(loints  «ii^/jiiT,  /«i  et  i/i,  étant  des  nombres  entiers  arbitraires,  positif 
ou  négatifs,  puisque  l'origine  est  une  racine. 

Ce  sont  là  les  seules  racines  de  l'équation  fi(i)  =  o.  Considérons  en 
elVet  un  parallélogramme  ayant  pour  sommets  les  quatre  points  i\,,  i,, -t-  i  . 
r„-f-i-i--:.  in^T,  le  premier  sommet  Vo  étant  i)ris  de  telle  façon  qu'aucune 
des  racines  de  0(i)  ne  soit  sur  le  contour.  Nous  allons  montrer  que  l'équa- 
tion O(i'i  =  o  a  une  seule  racine  dans  ce  parallélogramme.  Il  suffit  pour 

cela   de  calculei'  l'intégrale    /  -r-, — -  dr   prise  le   long  du  contour  dans  le 

sens  direct:  d'apiés  l'hypotlièse  faite  sur-,  on  rencontre  le*  sonuiicls  dan> 
l'ordre  où  ils  sont  écrits. 
Des  relations  i  -3j  )  on  déduit 

0'(c  -Hi)  _  O'i  c) 

'I,  (•  -H  I  I    ""    l)(\-)  ' 

l.a  iiremière  de  ces  relations  montre  qu'aux  points  correspondants  n{Ji,^'.  -\  ) 

f)  (  i.- I 
et    n'   des   côtés   AD,    BC.  la   fonction   -j— —    reprend    la    même    valeur. 

()(  <•  I        ' 

Comme  ces  deux  cotés  sont  décrits  dans  des  sens  opposés,  la  somme  des 


intégrales  correspondanles  csl  nulle.   \u  conlraire,  si  nous  prenons  dcuv 

points  correspondants  ;».  m'  sur  les  côtés  Alî     DC,  la  \alenr  de   -, au 

l)(r) 

point  ni    est  égale  à  la  valeur  de  la  même  fonclion  au  point  m,  diminuée 

de  7.-I.   La  somme  des  intégrales   provenant   de  ces  deux  côtés  est  donc 

égale  à     /      —ïizidv,  c'est-à-dire  kiT.i.  Comme  il  v  a  évidemment  dans 

•-'cti 
le   parallélogramme   ABCD    un    point   et    un    seul   dont   l'affixe  est   de   la 
forme  /«i-^m,-,  il  s'ensuit  que  la    fonction   0(i)   n'a  pas   d'autres  zéros 
que  ceux-là. 

En  résumé,  la  fonclion  0(i»)  est  une  fonclion  entière  impaire,  admcttani 
pour  zéros  simples  tous  les  points  ni,-T-»!o-,  et  ceux-là  seulement,  ci 
vérifiant  les  relations  (  54  i.  Soient  maintenant  2(o,  2(0'  deux  périodes  telles 

que  le  coefficient  de  i  dans  —  soil   positif.    Remplaçons    dans   0(i)    la 
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variable  c  par  —  et  -.   par  — ,  et  soit  o(ti)  la  fonction 

(55)  ,^(,,)  =  0(^); 

ç(«)cst  une  fonction  entière  impaire,  admettant  pour  zéros  du  premier 
ordre  toutes  les  périodes  2  tv  =  i  m  m -+•  i  m' oi' ,  et  les  relations  (5i)  sont 
remplacées  par  les  suivantes  : 

(56)  ç(H-!-2(o)= — 'y(ii).  -il  h -h -jw')  =  —  e  '"       qi  m. 

Ces  propriétés  sont  très  voisines  des  propriétés  de  la  fonction  tu.  Tour 
retrouver  -11.  il  sufllt  de  multiplier  on  par  nn  facteur  exponentiel,  l'osons 
en  effet 

('>:)  '^""^6777)''""       °^"^' 

7]  étant  la  fonction  de  to  et  de  (•)'  définie  comme  on  l'a  vu  plus  haut(n°3i29): 
<}'(î<)^est  encore  une  fonction  entière  impaire  admettant  les  mêmes  zéros 
que  ç(a).  La  ])remière  des  relations  (5(>)  devient 

(  H  )  =  —  e-l  "+w  '!/  r  II  ). 


ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  t/d'  —  y/w  =  —, 
(19)  i!;i  M  +  20/ I  =  —  e2c,- /(  +  (.!■  ,  ■l{u). 

Les   relations   (58)  et  (Sg)  sont  identiques  aux   relations  établies  plus 

■  1       r-  •  T  •  'i'  (  "  >        1  1  1  ,  .    •      7 

liant  pour  la  (onction  au.  Le  quotient admet  donc  les  deux  périodes 

210  et  2(o',  puisque  les  deux  termes  de  ce  rapport  sont  multipliés  par  un 
même  facteur  lorsque  ;/  augmente  d'une  période.  Les  deux  fonctions  ayant 
les  mêmes  zéros,  ce  rapport  est  constant;  d'ailleurs  le  coefficient  de  11. 
dans  les  deux  développements  est  égal  à  un.  On  a  donc  i u  =1  >t'(")i  ou 


(f.o) 


O'(oj 


et  la  fonction  <ju  est  ramenée  à  la  fonction  0,  comme  nous  l'avions 
annoncé.  Lorsqu'on  donne  à  l'argument  v  des  valeurs  réelles,  le  module 
de  q  étant  inférieur  à  l'unité,  la  série  (53)  est  très  rapidement  conver- 
gente. Nous  ne  développerons  pas  davantage  ces  indications,  qui  suffiseni 
pour  faire  prévoir  le  rôle  fondamental  de  la  fonction  0  dans  les  applica- 
tions des  fonctions  elliptiques. 


m.  —  iN"vi;rt#ioN.  —  coiriies  du  i-kesiujh  i.icmii:.  joy 
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|{3o.   Relations  entre  les  périodes  et  les  invariants.   —    \  (ou! 

système  de  tlen\    uoinljies   complexes  to,   (■/,   dont   le  riijijxirt  — 

n'est  pas  réel,  correspond  nue  fonction  elliplii|iie  pi/,  coniplé- 
lenicnt  déterminée,  admettant  les  deii\  périodes  ato,  20)',  et 
régnlière  pour  ton  tes  les  valeurs  de  it  qui  ne  sont  pas  de  Li 
foime  2 m 0)  ^- 9. m' m' .  toutes  les  périodes  étant  des  pôles  du 
second  ordre,  l^es  fonctions  "Çii  et  tm,  qui  se  déduisent  de  pu 
par  une  ou  deux  intégrations,  sont  également  déterminées  par  le 
système  des  périodes  (ato,  2w').  Quand  il  y  a  lieu  de  mettre  ces- 
périodes  eu  évidence,  on  peut  emplo\er  la  notation  p((/jii),  ^)'), 
X(«|(o,  (0  ),  7[i/\m,  (0)  pour  désii;ner  les  trois  fonctions  fonda- 
mentales. 

Mais  il  est  à  remarquer  qu'on  peut  remplacer  le  s\s- 
tème(w,  (-•>')  par  une  iiifinilé  d'autres  systèmes  (tî,  il')  sans  changer 
la  fonction  pi/.  Soient  en  elVet  //;,  /;;',  /(.  n'  quaire  nombres 
entiers,  positifs  ou  négatifs,  tels  qu'on  ait  /)>>i' — /)i' /i  =  ±  \ . 
Si  nous  posons  Q  = /;io)  + /ko'.  Q'=  hj'w -i- «(•)'.  nous  aurons 
inversement  10  =  n:  (/l'Q  —  riAÏ'),  (o'=  zh(miï' —  m'ii),  et  il  est 
clair  que  toutes  les  périodes  de  la  fonction  elliptique  p//  sont 
des  combinaisons  des  deux  périodes  2O,  aQ',  tout  aussi  bien 
que  des  deux  périodes  ato,  ao>'.  On  dit  que  les  deux  systèmes 
«le  périodes  (aïo,  aïo')  et  (ati,  afl')  sont  équivalents.  La  fonc- 
tion p(^i/'\il,  Q')  admet  les  mêmes  périodes,  les  mêmes  pôles 
avec  les  mêmes  parties  principales  que  la  fonction  p(»|oj,  10'), 
et  leur  dilTérence  est  nulle  pour  u=zo.  Elles  sont  donc  iden- 
tiques ;  ce  qui  résulte  aussi  du  développement  (aa),  car  l'en- 
semble des  quantités  2  m  m -\- 2  m' (■>'  est  identique  à  l'ensemble 
des   quantités    2  rniî -\- 2  ni' Q' .    On     a,     jiour    la     même     raison. 

De  même,  les  trois  fonctions  pu.  Zu,  3-w  sont  entièrement 
déterminées  par  les  invariants  ^"o,  g'3.  Nous  avons  vu  en  elVet  que 
la  fonction  t//  est  représentée  par  un  développement  en  série 
entière    dont    tous    les    coefficients    sont   des    polvnomes    cnlieis 


on  a  ensuite  ^«=  — j  puis  ])U  =  —  ^  it.   l'our  indi 
3  H 


puis  pi 
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<|iier  les  fondions  qui  correspondenl  aux  invariants  ^2  et  g,,,  on 
emploie  la  notalion  p{u;  g^,  §'3),  "Qi^;  g^.  gi),  =■(";  ^2,  g^)- 

ici  se  présenle  une  question  essentielle  :  tandis  qu'il  estévidenl. 
d'après  le  mode  même  de  formation  de  pu.  qu'à  un  système  (w,  10' 1 

correspond  une  fonction  elliptique  pu,  pourvu  que  le  rapport  — 
ne  soit  pas  réel,  rien  ne  prouve  a  priori  quà  tout  système  de 
valeurs  g.,,  g^  pour  les  invariants  correspond  une  fonction  ellip- 
tique. Nous  savons  bien  que  l'expression  g'',  —  '^^ gi  doit  être 
dillerente  de  zéro,  mais  il  n'est  pas  certain  que  cette  condition 
soit  suffisante.  Le  problème  qu'il  s'agit  de  traiter  revient  au  fond 
à  résoudre  les  équations  transcendantes  établies  plus  haut 

(61)     i'.>=Goy'- ! r-^'  .-3  =  110"^  ! ^^- 

^d  I  ■>.  m  (0  +  ■?.  III  iji  y  '  .^  (  2 III  (0  -+-  ■>.  m  m  )'• 

par  rapport  aux  inconnues  to,  (f)',  ou  tout  au  moins  à  reconnaître 
si  ces  équations  admettent,  lorsffUe  g'i  —  '^~ gi  n'est  pas  nul.  un 
système  de  solutions  tel  que —  ne  soit  pas  réel.  S'il  existe  un 
seul  système  de  solutions,  il  en  existe  une  infinité  d'aulres,  mais 
l'étude  directe  des  équations  précédentes  paraît  difficile.  On 
arrive  à  la  solution  par  une  voie  détournée  eu  étudiant  d'abord 
le  problème  de  l'inversion  de  l'intégrale  elliptique  de  première 
espèce. 

lieiiiaiiiue.  —  Soient    (o,  cw'  deux  nonilire*   complexes   tels   fiuc   —  m- 

IM 

soit  pas  icel.  La  fonction  p(h|(o,  10')  coriespondante  satisfait  à  I  (■i|uatioii 
«liirérentielle 


m 


=  4j''  — .i-2P  — A' 


gi  et  gi  étant  définies  par  les  équations  (Ci),  l'our  u  =  oj,  pw  est  égal  à 
l'une  des  racines  ej  de  l'équation  4p'  —  ^2^  —  .Ca  =  o.  Lorsque  u  varie 
de  o  à  to,  jiK  décrit  une  ligne  L  allant  de  l'infini  au  point  «i  ;  comme  on  a 

la  relation  du  =  —  '  1  on  en  conclut  que  la  demi-période  m 

est  ésale  à  l'intégrale  définie 


J,   /T]^ 


prise  suivant  la   ligne  L.   On   a    une    expression  analogue   pour  10',   qu'on 
obtient  en  remplaçant  e\  par  e-i  dans  l'intégrale  précédente. 
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Nous  avons  ainsi  les  deux  demi-périodes  lo,  tu'  exprimées  au  moyen  des 
invariants  ff-^-  Sz-  Pour  pouvoir  en  déduire  la  solution  du  problème  qui 
nous  occupe,  il  faudrait  établir  que  ce  nouveau  système  est  équivalent  au 
système  (Cnj,  c'est-à-dire  ipiil  définit  ■ï'j  et  g,^  comme  fonctions  uniformes 
de  uj,  oj'. 


!i3G.  La  fonction  inverse  de  l'intégrale  elliptique  de  première 
espèce.  —  Soit  R(;)  un  polvnonie  du  Iroisième  ou  du  quatrième 
dcgië.  premier  avec  sa  dérivée.  Nous  écrirons  ce  polynôme 

K^  z,  =  \>  z  —  a^)iz  —  a,\{z  —  a,)iz  —  ai), 

a,,  «o.  «;,,  rtj  désii^nant  quatre  racines  dillVrentes,  lorsque  K(  ;) 
est  du  (jiialrième  degré;  si  R(-)  est  du  troisième  degré,  nous 
désignerons  les  trois  racines  par  «,.  rtj,  a^  et  nous  poserons  en 

outre  rti=oc,  en   convenant  de  remplacera «  par  l'unité  dans 

l'expression  de  R(:;).  L'intégrale  elliptique  de  première  espèce 
est  de  la  forme 


r''     dz 


I  origine  ^o  étant  supposée,  pour  fixer  les  idées,  dillérente  d'une 
des  racines  de  R(.;)  et  à  dislance  finie,  et  le  radical  ayant  une 
valeur  Initiale  déterminée.  Lorsque  R(  ;)  est  du  quatrième  degré 
le  radical  ^R(r)  admet  quatre  points  critiques  «i,  a-,,  «3,  «4,  et 
chacune  des  déterminations  de  v'R(s)  admet  le  points^  oc  pour 
pôle  du  second  ordre.  Lorsque  R(:)  est  du  troisième  degré,  le 
radical  y'R(s)  n'a  plus  que  trois  points  critiques  «,,  «o-  C31  à 
dislance  finie;  mais,  si  la  variable  ;  décrit  une  circonférence  ren- 
fermant les  points  «,,  «2-  (^■^.  les  deux  valeurs  du  radical  se  per- 
mutent L'iilre  elles.  Le  point  z  =  zc  est  donc  un  point  de  ramifica- 
tion pour  la  fonction  \/Riz). 

Rappelons  encore  les  propriétés  déjà  établies  pour  l'intégrale 
elliptique  u  (n^^SlS  et  31i).  Si  w(-)  désigne  une  des  valeurs  de 
cette  intégrale  quand  on  va  du  point  ^o  au  point  z  suivant  un 
chemin  déterminé,  celle  intégrale  peut  acquérir  au  même  point  z 
une  infinité  de  déterminations  qui  sont  comprises  dans  les  formules 

(63)     u  =  u{z  )  ~  xiiio) -^  im' tu',  u^l  —  (i{z) -i- innin -i- ini'di'. 
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Dans  ces  formules,  m  el  m  sont  deux  nombres  eiiùers  tout  à 
fait  arbitraires,  aw  el  210'  deux  périodes  dont  le  rapport  n'est  pas 
réel,  et  I  une  constante  qu'on  peut  prendre  égale,  par  exemple,  à 
l'intégrale  le  long  du  lacet  décrit  autour  du  point  «,. 

Soit  p(m|w,  10')  la  fonction  elliptique  formée  avec  les  pé- 
riodes aw,  2w'  de  l'intégrale  elliptique  (62).  Remplaçons  dans 
cette  fonction  la  variable  u  par  l'intégrale  (62)  elle-même  diu'i- 

nuée  de  ->  et  soit  <!>(;)  la  fonction  de  z  ainsi  obtenue 


(fi4i 


*(-)  =  ,!> 


i    v/R( 


■■■)■ 


Cette  fonction  'i>{z)  est  une  fonction  uniforme  de  z.  En  effet,  bi 
l'on  remplace  a  par  l'une  quelconque  des  déterminations  (63),  on 
trouve  loujoiirs,  ipiels  que  soient  m .  m'. 


*(-)=J'[^ 


■'■] 


{^-.M=)|co.co'], 


c'est-à-dire  une  \aleur  unique  pour  <l'(i). 

Cliercbons  quels  ]>euvent  être  les  points  singuliers  de  celle 
fonction  <1>(:'|.  Soit  d'abord  ^1  une  valeur  finie  de  z,  différente 
d'un  point  de  ramification;  supposons  qu'on  aille  du  point  z„ 
au  point  r,  par  un  ilieinin  déterminé.  On  arrive  en  ce  point  avec 
une  certaine  valeur  pour  le  radical,  et  une  valeur  u,  pour  l'inté- 
orale.  Dans  le  domaine  du  point  ;,,    ,  est  une  fonction  liolo- 

morpbe  de  :.  el  Ton  a  un  développement  de  la  forme 


,  =  oto^-a,(;;  — ;,)-!- «.(^ 


(«0?^  o), 


on  en  lire 

(65)  i<  =  (,,  -i-ao(;— -îi)H--j-^(  -  — "i)'^  +  ---- 

Si  u, n'est  pas  égal  à  une  période,  la  fonction  p(u  —  -  j 

€St  holoniorphe  dans  le  domaine  du  point  ?/,,  et,  par  suite,  <I>(;'i  est 
holomor|)lic  dans  le  domaine  du  point  r,.  Si;/,  —- est  une  période, 
le  point  //,  est  un  pôle  iln  second  ordre  pour  p{u —  -|  el,     ar 
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suiic,  ;,  est  un  pôle  ilii  senoiid  oriire  |)oiir  <l>i;i,  car,  dans  le 
(li)iiunne  ilu  poiiU  ii,,  on  aura 

/  l\         Viu-u,) 

''  \         •>./        (Il  -^ii,y^ 

P  élanl  une  fon<li(in  holomorplie. 

Supposons  en  second  lien  que  z  tende  \ers  un  point  critique  iii. 
Dans  le  domaine  du  point  n/,  on  a 

1',-  étant  liolomorpiie  pour  ;  =  «,,  ou  ' 

,  =  [go-}-a|(j  —  rt,-)  +  5t.,(-  —  ",■)-  —  ■  • .]        {^0  5=;  o): 

v/R(z)        v^-  — "/ 

on  en  lire,  en  intégrant  terme  à  terme, 

(fiG)  n  =  Hi-+-  V''-  —  «,■     î'/oH-  TT-»!  (-  —  «;)+••  •      . 

Si  //;■ — -  n'est  pas   une  période,  plu^-\    est    une    fonction 

holomorplie  de  u  dans  le  domaine  du  point  «,.  En  remplaçant, 
dans  le  développement  de  cette  fonction  suivant  les  puissances 
de  n  — ■  «,,  la  dillerence  it  —  «,  par  sa  valeur  tirée  de  la  for- 
mule (66),  les  puissances  fractionnaires  de  (;  —  «,)  doivent  di-- 
paraître,  puisque  nous  savons  que  le  premier  membre  est  une 
fonction  uniforme  de  :■,  et  la  fonction  'I'(z)  est  holomorplie  dans 
le  domaine  du  point  n,.  Ceci  montre,  remarquons-le  en  passant, 

que  iii doit  èlre  égal  à  une  demi-période.  On  voit  de  la  inéme 

façon  que  si  », —  -  est  égal  à  une  période,  le  point  «/  est  un  pôle 

du  premier  ordre  pour  '!*(:;). 

Etudions  enfin  la  fonction  '!*(:;)  pour  les  valeurs  infinies  de  ;■. 
Nous  avons  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  R(;)  est  du  qua- 
trième degré  ou  du  troisième  degré.  Si  le  polynôme  R(;)  est  du 
(piatriènie  degré,  à  l'extérieur  d'un  cercle  C  décrit  de  l'origine 
pour  centre  et  renfermant  les  quatre  racines,  ciiacune  des  déter- 
minations de  -^=^z^  est  une  fonction  lioloniorniie  de  -•  On  a,  iiar 
V'R(.-)  '  ^  ' 
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exemple,  pour  riinc  d'elles, 

,  =  —  ~  ~r      T^  "^-  ■  •       (=<o?^o), 


et  il  suffirait  de  changer  tous  les  signes  pour  avoir  le  développe- 
ment de   la  seconde  détermination.  Si  le  module  de   ;  augmente 

indéfiniment,  le  radical  ■  avant  la  valeur  qu'on  vient  d'écrire, 

l'intégrale  u  tend  vers  une  valeur  finie  (/,,  el  l'on  a.  dans  le 
domaine  du  point  à  l'infini, 

y.n  i\  a-1 

(67)  "  =  "«— ^  — TTTr— TT^^j  —  •••• 

Si  u^  —  -  n'est  pas  une  période,  la  fonction  pin  — ■  -)  est  régu- 
lière pour  le  point  «,,  et  |iar  suite  le  point  ;  =  so  est  un  point 
ordinaire  pour  •!>(;)•  Si   u^ est  une  période,  le  point   u„  est 


un  pôle  du   second  ordre    pour  p  iit  —  -U  el  comme    on    peut 
écrire,  dans  le  domaine  de  :;  =  x, 


le  point  3  =  X  est  aussi   un  pôle  du  second  ordre  pour  la  fonc- 
tion <!>(:;;. 

Si  R(r)  est  du  troisième  degré,  à  l'extérieur  d'un  cercle  ayant 
pour  centre  l'origine  et  renfermant  les  Irois  points  critiques  a,, 
«2!  «3,  on  a  un  développement  de  la  forme 

I  1    /  «1       'i  \         i     ^    \ 

=  -T     «»^  —  —  —  -<-•••  (^05^0), 


et,  par  suile, 

(68) 


/I 


■}■ 


En  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voit  que  le  point  à  l'infini 
est  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  du  premier  ordre  pour  *!>(■:). 
En  définitive,  celte  fonction  •I'(-)  n'admet  que  des  pôles  pour 
points  singuliers;  cesl  donc  une  fonction  ralionnelle  de  z,  el 
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I  intégrale  ellipliquc  de  première  espèce  (62)  satisfail  h  uiu:  rela- 
tion de  la  forme 

((-.9)  ,,/„__j  =  ^(3), 

<!'(;)  étant  une  fonction  rationnelle.  Nous  ne  connaissons  ])as 
encore  le  degré  de  celte  fonction;  nous  allons  nionlrer  (|iril  est 
égal  à  un,  et  pour  cela  nous  allons  étudier  la  fonction  inverse. 
En  d'autres  termes,  nous  allons  maintenant  considérer  u  comme 
la  variable  indépendante  et  reciiercher  les  propriétés  de  la  limite 
supérieure  ;;  de  l'intégrale  (62),  considérée  comme  fonction  de 
cette  intégrale  u.  Nous  diviserons  cette  étude,  (jui  est  assez  déli- 
cate, en  plusieurs  parties  : 

1"  A  toute  râleur  finie  de  u  cori-espondcnl  m  râleurs  de  :■, 
si  m  est  le  degré  de  la  fonction  rationnelle  •!>(;  t. 

Soit  en  effet  Ui  une  valeur  finie  de  u;  léquation  '1>(:)  ^  p{  "1 ) 

détermine,  pour  ;,  m  valeurs,  en  général  distinctes  et  finies, 
quelques-unes  de  ces  racines  pouvant  venir  se  confondre  on 
devenir  infinies  pour  des  valeurs  particulières  de  «,.  Soit  z,  lune 
de  ces  valeurs  de  z;  les  valeurs  de  l'intégrale  elliptique  u  qui 
correspondent  à  cette  valeur  de  ;  satisfont  à  léquation 


l)=*(.,)=f(u,-i) 


Nous  avons  donc  lune  des  deux  relations 

i(  =  (il  +  îiiii  lu  -+-  ■>/«2  w'-  "  =  I  —  iti-^  oiu,ij)  -T-  im^iji'  ; 

dans  l'un  et  l'autre  cas,  nous  pouvons  faire  décrire  à  la  variable  5 
un  chemin  allant  de  Sq  à  s,  et  tel  que  la  valeur  de  l'intégrale  prise 
le  long  de  ce  chemin  soit  précisément  m,.  Si  la  fonction  •ï>(s)  est 
de  degré  m,  il  y  a  donc  m  valeurs  de  :;,  pour  lesquelles  l'inté- 
grale (62)  prend  une  valeur  donnée  //. 

2"  Soit  u,  une  valeur  finie  de  u  à  laquelle  correspond  une 
valeur  finie  s,  de  3 ;  la  valeur  de  z  qui  tend  vers  z,,  lorsque  u 
tend  vers  m,,  est  une  fonction  holoinorphe  de  u  dans  le  domaine 
du  point  u, . 

En  effet,  si  ;,  est  diflérent  d'un  ])oint  crititjue,  les  valeurs  de  u 
et  de  :  qui  tendent  respectivement  vers  ;/,  et  z,  sont  liées  par  la 
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relalioli  (65)  établie  toiil  à  l'heure,  où  le  coefficient  a»  n'est  pas 
nul.  D'après  le  lliéorème  général  sur  les  fonctions  inijilicites 
(  I.  n°  !!>:{),  on  en  déduit  inversement  pour  z-  —  3,  un  développe- 
ment suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  it —  l'i- 

Si,  pour  la  valeur  particulière  «,-,  :;  était  égal  à  la  valeur  cri- 
tique ai,  on  pourrait  de  même  considérer  le  second  membre  de 
la  formule  (66)  comme  un  développement  suivant  les  puissances 
de  \/:-  —  rt,-;  a.o  n'étant  pas  nul,  on  en  tirera  inversement  pour 
y;  —  iii,  et  par  suite  pour  ;  —  «,-,  un  développement  suivant  les 
puissances  entières  de  u  —  (/,-. 

3°  Soit  u^  une  des  valeurs  que  prend  l'intégrale  u  lorsque  l*] 
augmente  indéfiniment;  le  point  u„  est  un  pâle  pour  la  valeur 
(le  z  dont  le  module  augmente  indéfiniment. 

En  eflet,  la  valeur  de  l'intégrale  u  qui  tend  vers  (/«  est  repré- 
sentée, dans  le  domaine  du  point  à  l'infini,  par  l'un  ou  l'autre  des 
développements  (6-  )  ou  (68).  Dans  le  premier  cas,  on  obtiendra 

pour  -   un  dé\eloppement  en   série  entière  ordonnée  suivant  les 

puissances  de  u  —  u^, 

-  =  pi(«  —  ii^)^'^i{u  —  (*,)-  +  .. .         (Pi--^  o): 

dans  le  second  cas,  on  aura  un  développement  analogue  pour— > 
et  par  suite 

i  =  (u  —  u^Y^[<^i-\-%(u  -H«)-l-...l'. 

l^e  point  H„  est  donc  un  pôle  du  premier  ou  du  second  ordre 
pour  r  suivant  que  le  polynôme  R(3)  est  du  quatrième  ou  du 
troisième  degré. 

'i°- Enfin  nous  allons  démontrer  qu'à  une  valeur  de  u  il  ne 
peut  correspondre  plus  d'une  valeur  de  z.  Supposons  en  eflet 
qu'en  faisant  décrire  à  la  \ariable  r  deux  chemins  allant  du 
point  ^0  à  deux  points  différents  s,,  Sj,  les  deux  valeurs  de  l'inté- 
grale prises  suivant  ces  deux  chemins  soient  égaies.  On  pourrait 
alors  trouver  un  chemin  L  joignant  les  deux  points  :;i,  z^,  et  tel 

que  l'intégrale    /     ,  soit  nulle.  Si   nous  représentons  l'inté- 
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grale  ii  =  \  —  iY  par  le  poinl  de  coordonnées  (X,  \)  dans  un 
svsLème  d'axes  reclangulaires  OX,  0\  .  nous  voyons  que  le  poinl  u 
décrirait  une  courbe  fermée  T  lorsque  le  poinl  ;  décril  la  ligne 
non  fermée  L.  Or,  ceci  esl  incompatible  avec  les  pro|M-iétés  qui 
viennent  d'être  établies,  comme  nous  allons  le  démontrer. 

A  chaque  valeur  de  u,  la  relation  JJ  (  '/ )  ^  'I*'  ;  >  fait  cor- 
respondre un  nombre  fini  de  valeurs  de  ;.  dont  chacune  varie 
dune  manière  continue  avec  it  pourvu  que  le  chemin  décrit  par  la 
variable  //  ne  passe  par  aucun  des  points  qui  correspondent  à  la 
valeur  z  =  x  [').  D'après  ce  qui  a  été  admis,  lorsque  la  variable  ii 
décrit  dans  son  plan  la  courbe  fermée  I',  en  partant  du  point  A{u„) 
et  revenant  à  ce  point,  ;  décrit  un  arc  de  courbe  continu  non 
fermé  allant  du  poinl  ;,  au  poinl  ;2-  l'ienons  sur  la  courije  F  deux 
points  M  et  P  [Jii.'-  72).  et  soient  ;',  z"  les  \aleurs  avec  lesquelles 


on  arrive  en  ces  points  M  et  P  lorsque,  la  valeur  iuiliale  de  :? 
étant  z,,  on  fait  décrire  à  u  les  chemins  AM  et  AMNP.  Soit 
encore  :[  la  valeur  avec  laquelle  on  arrive  au  point  P  lorsqu'on 
fait  décrire  à  u  l'arc  AOP;  par  hypothèse,  :''  et  :"^  sont  différenls. 
•loignons  les  deux  points  M  et  P  par  une  transversale  MP  inté- 
rieure au  contour  F,  et  imaginons  que  la  variable  u  décrive 
I  arc  A/«M  puis  la  transversale  MP;  soit  z-l  la  valeur  avec  laquelle 
on  arrive  au  point  P.  Celte  valeur  z-l  sera  différente  de  z"  ou 
de  ;','.  Si  elle  est  différente  de  z\,  les  deux  chemins  AmMP 
et  AQP  ne  conduisent  pas  à  la  même  valeur  de  :;  au  point  P. 
Si  :"  et  z-l  sont  différents,  les  deux  chemins  A/ztMP  et  AhîAJNP 


(')  Nous  admettons  les  propriélcs  qui  seront  établies  plus  lard   pour  les  fonc- 
tions implicites  (Chap.  XVII). 
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ne  conduisent  |)as  à  l:i  iiii'iiio  xalt-iir  en  1';  donc  si  Idii  part  du 
point  M  avec  la  valeur  ;'  pour  ;  et  qu'on  aille  de  M  en  I'  par  le 
chemin  MP  ou  |)ar  le  clieniin  ^irvl*.  on  obtiendra  jionr  ;  des 
valeurs  différentes.  Dans  les  deux  cas  on  voit  qu'on  peut  leniplacer 
le  contour  fermé  I"  par  un  contour  fermé  plus  petit  F,,  en  partie 
inténeiir  à  F,  lel  que,  ii  décrivant  ce  contour  fermé,  ;  décrive  un 
arc  de  courlje  non  leiaié.  En  répétant  la  même  opération  sur  le 
conloiirr,,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  on  obtiendrait  une  suite 
illimitée  de  contours  fermés  F,  F,,  Fi,  ..  .  possédant  la  même  pro- 
priété que  le  prcniiei'  contour  F.  Comme  on  |)eut  évidemment 
s'arranger  de  façon  que  les  dimensions  de  ces  contours  successifs 
décroissent  indéfiniment,  on  en  conclut  <pie  le  contour  I'„  lend 
vers  un  point  limite  A.  D'après  la  façon  dont  ce  point  est  défini,  à 
l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  s  décrit  du  point  A  pour  centre,  il 
existerait  toujours  un  chemin  fermé  ne  ramenant  pas  la  variable  ; 
à  sa  valeur  initiale,  aussi  petit  que  soit  z.  Or  cela  est  im|)ossible 
car  le  point  \  est  un  point  ordinaire  ou  un  |iôle  pour  les  difle- 
rentes  valeurs  de  ;;  ;  dans  les  deux  cas,  z  est  une  fonction  uniforme 
de  u  dans  le  voisinage  du  point  À.  Nous  sommes  donc  conduits  à 

une  contradiction   en  admettant  fine   rinté"rale    /         "      .  piist^  le 

long  d'une  ligne  L  non  fermée,  puisse  être  nulle,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  en  admettant  (pTà  une  valeur  de  ii  eorresjiondent  deux 
valeurs  différentes  de  ;. 

Nous  avons  remarqué  plus  liant  que  si  Ion  a.  |)0ur  deux  valeurs 
diflércnles  de  ^,  <!>(;,  i  =  «I' (  r^i-  on  peut  trouver  un  chemin  L 
allant  de  ^i  en  ;.,  cl  tel  que  l'intégrale  /  soii  nulle,   il  faut 

donc  que  la  fonction  rationnelle  '!'(;)  ne  puisse  premlie  la  luêine 
valeur  pour  deux  valeurs  différentes  de  ;,  c'est-à-dire  que  'i>{z') 

soit  du  premier  degré,  <T>(3  )  =  —^ ■•  On  déduit  alors  de  la  rela- 

'  D     •      \  c  z  ^  a 

tion  (69), 

^, -./,>(„ -1) 
,(70)  =  =  -, ^j- -, 

c  j>{u  —  ~\  —  a 

et  nous  arrivons  à  rim|)orlante  proposition  que  voici  :  La  limite 
supérieure  z  d'une  intégrale  elliptique   de  première  espèce, 
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considêrée  comme  fonction  de  celU;  intégrale^  est  une  fonction 
elliptique  du  second  ordre. 

Les  intégrales  elliptiques  avaient  été  étudiées  d'une  façon  appro- 
fondie par  Legendie;  mais  c  est  en  renversant  le  problème  qu  Vbel 
et  Jacohi  ont  été  conduits  à  la  découverte  des  foni^tions  elliptiques. 

La  délcrinination  efl'ective  de  la  lonction  elliptique  ;  =f(u) 
«oiistitMC  \c  [jrohlcmi'  de  l'inicrs/on .  De  la  relation  (<'.i).  on  lire 

et  parsuite  V'^M^  >  ^ /'{'■'■}■  i*"Ous  \oYons  que  le  radical  \  Rf  ;)  est 
lui-même  une  fonction  elliplique  tie  ii.  Eu  langage  géométri(|ue, 
on  peut  résumer  tous  les  résultais  (|ui  précrdent  de  la  iaçon  sui- 
vante : 

Soit  R(j^  I  ""  polynôme  du  Iroisirnie  ou  du  quutriè/ne  degré, 
jiremier  cn'cc  sa  dérivée  ;  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  C, 

peuvent  s'exprimer  par  des  fondions  elliptiques  de  V intégrale 
de  première  espèce 

dx 


(:r,) 


(le  telle  façon  qu'éi  un  point  ix.y)  de  cette  courbe  ne  corres- 
ponde qu'une  valeur  de  u.  abstraction  fdte  d'une  période 
quelconque. 

Pour  élnhlir  la  dernièie  partie  de  la  proposition,  il  siillit  d  ob- 
ser\er(|ue  toutes  les  valeurs  de  u  qui  coirespondenl  à  une  valeur 
donnée  de  .c  sont  comprises  dans  les  deux  formules 

(/(, -f-  '2  "il  W  -I-  '2  HI.;(o',  I    «j  ^   ?.  »(l  (u  ^-  V./Jiolu'. 

Toutes  les  valeurs  de  //,  comprises  dans  la  première  formule,  jiro- 
viennenl  d'un  nombre  pair  de  lacets  décrits  autour  des  points 
<u-iliques,  suivis  du  cliemin  direct  allant  de  x„  en  x,  et  corres- 
pondent à  une  inénie  valeur  du  radical  y/R {x).  Les  valeurs  de  u, 
comprises  dans  la  seconde  formule,  proviennent  d'un  nombre 
impair  de    lacets   décrits    autour   des    points   critiques,   suivis  du 
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cliemin  direct  allant  de  Xg  en  x;  la  valeur  correspondante  du 
radical  y/Ri^)  est  opposée  à  la  première.  Si  l'on  se  donne  à  la 
fois  X  el  J',  les  valeurs  correspondantes  sont  donc  comprises  dans 
une  seule  des  deux  formules. 

Il  résulte  des  calculs  qui  ont  été  faits  plus  haut  que  la  fonction 
elliptique  x  ^=/(u)  a  un  pôle  double  dans  un  parallélogramme 
si  R(^)  est  du  troisième  degré,  et  deux  pôles  simples  si  Pii  x)  est 
du  quatrième  degré;  y^f'(u)  est  donc  du  troisième  ou  du  qua- 
trième ordre  sui\anl  le  di'grè  du  polynôme  R(x). 

Remarque.  —  Supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait 
exprimé  les  coordonnées  ix,y)  d'un  point  de  la  courbe  j>'-=R(a;) 
par  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  c,  soit  a;  =  (»(('), 
y  =  'J|  I  !')•  Ij'intégrale  de  première  espèce  ti  devient  alors 


.'y     J,    ïi(''>  * 


la  fonction  elliptique  ^ ^  ne  peut  avoir  de  pôle,  puisque  ii  doit 

conserver  une  valeur  finie  pour  toute  valeur  finie  de  r;  elle  se 
réduit  donc  à  une  constante  /> ,  et  l'on  a  ?/  =  kv  -\-  l.  La  constante  / 
ilépend  évidemment  de  la  valeur  choisie  pour  limite  inférieure  de 
l'intégrale  u;  quant  au  coefficient  A",  il  suffira  de  donner  à  r  une 
valeur  |iarliculière  poui-  le  déterminer. 

337.  Nouvelle  définition  de  jw/  au  moyen  des  invariants.  —  11 
est  maintenant  bien  facile  de  répondre  à  la  question  posée  plus 
haut  (n°  33o).  Etant  donnés  deux  nombres  g^^  g^  tels  que 
g\  —  '^'j  ^'\  ne  soit  pas  nul,  il  existe  toujours  une  fonction  ellip- 
tique pu  dont  gn  et  g}  sont  les  invariants.  Le  polynôme 

.     .  r    dz 

est  en  ellel  premier  avec  sa  dérivée  et  rintéi;rale  elliptique  /  ^t^:= 

admet  deux  périodes  2Ci),  2  w'  dont  le  rapjiort  est  imaginaire. 
Soit  j3(m|w,  w')  la  fonction  elliplir|ue  correspondante.  Nous  rem- 
placerons dans  cette  fonction  l'argument  u  par  l'intégrale 


(7-0 
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H  étant  une  constante  choisie  de  telle  façon  ((ue  l'une  des  valeurs 
de  ;/.  pour  ;  =:  30,  soit  égale  à  zéro.  On  prendra  par  exemple  une 
demi-droite  indéfinie  l>   partant  de   r„  et   Ton  prendra  pour  H  la 

valeur  de  rinléo;rale  /  "      suivant  cette  demi-droite  L.  Mon- 

trons  d  abord  (lue  la  fonction  ain>i  obtenue  est  une  fonction  uni- 


forme de  ;.  Soit  z  un  point  quelconfjue  du  plan;   désignons  par  c 
et  i''  les  valeurs  de  l'intégrale 


-l 


...y^i-) 


-r 


prises,  avec  la  même  valeur  initiale  pour  y/R(;),  le  long  des  deux 
chemins  z-gniz.  z-onz  qui,  parleur  réunion,  forment  un  coniour 
fermé  renfermant  les  trois  points  critiques  e,,  e^,  63  du  radical. 
Considérons  le  contour  fermé  z„in  :■  nZaZAlK/jZ-i,  formé  par  le 
contour  ^o"'  ^  "  ~-o-  le  segment  ZqÏ,  le  cercle  C  de  ravon  1res  grand 


et  le  segment  7,Zo-  La  fonction 


/R(-) 
lie  ce  contour,  et  nous  avons  la  relation 


est  holomorphe  à  lintérieur 


qui  devient,  en  faisant  croître  indéfiniment  le  rayon  du  cercle  C, 

V  —  v' —  2  H  =0. 

Les  valeurs  de  «  provenant  des  deux  chemins   ^o'"^)  ^0"^  satis- 
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font  donc  à  la  relation  u  +  «'=  o.  On  en  conclut  que  la  lonction 

est  une  fonction  nnllorme  de  z.  JNous  avons  vu  (|ne  c'est  nue  fonc- 
tion linéaire  de  la  forme  — ^^ Pour  déterminer  a,  b,  c,  d,  il 

cz  ^  u  .  '      '      ' . 

suffit  d'étiidier  le  développement  de  cette  fonction  dans  le  domaine 
du  point  à  l'infini.  On  a,  dans  ce  domaine. 


s/ï\{z) 


la  valeur  de  //,  rpii   est  nulle   pour   ;   infini,  est  donc  représentée 
par  le  développement 


On  en  lire 


■) 


de  sorte  que  la  dilTéience    p^^  —  ;  est  nulle  pour  ;  =:  x.  Mais  la 

,.,,,,  a  z  -^  h  .  ,  ■     n     ■  -Il 

(lilicrence ,  —  ;  ne  peut  s  annuler  pour   ;   infini  (lue  si  I  on 

cz  -*-  d  '  '  ' 

a  C  :=  o,  ft  =  o,  a  =  <:/,  et  la  fonction  p(  u  |  w,  w')  se  réduit  à  ;, 
quand  on  y  remplace  u  par  l'intégrale  (72).  Cette  intégrale  peut 
encore  s'écrire,  en  prenant  jjour  limite  inférieure  le  point  à  l'infini 
lui-même, 

,    ,,  r''    dz 

(72)  K=    /  

et   cette    relation    entraîne   la   suivante    pu  =  ;,   la   fonction   pu 

étant  formée  avec  les   ijériodes  210,  2  to'  de    l'intégrale    /     , 

J  v/R(-) 

En    comparant   les    valeurs    de   -77   déduites  de  ces  relations,  on 

a   p' u  =  y/R(;),  ou,  en  élevant  au  carré, 

(fi)  j.'2  «  =  R  (  c  ■)  =  4  p^  "  -  #-2  p  "  —  ffs- 

Les  nombres  Oj,  g^  sont  donc  les  invariants  delà  fonction  ellip- 
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lii|uc  p/i.  formée  avec  les  périodes  20),  a(o'.  l'ar  là  se  Irouve 
résolue  lu  (juesllon  posée  plus  haut  1  u"  33o).  Si  ^l  — ■  2^^'  n'est 
|)as  nul.  les  équations  (61  )  sont  vérifiées  par  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  valeurs  île  o),  (o'.  Si  e,.  r.^.  r,  sont  les  trois  racines 
do  R  (  ;  )  ;=  4  ^^  —  g.2  z  —  î?3  =  '-"•  "'1  'T"''  un  s\  slème  de  solutions 
en  posant,  par  exemple. 


74) 


J      v/K(ci'  "'      .'      v'H'--/ 


et  Ion  en  déduira  tous  les  autres  systèmes  de  solutions  comme  il  a 
été  expliqué. 

Dans  les  applications  de  l'analyse  on  interviennent  les  tondions  ellip- 
tiques, la  l'onction  pu  est  le  plus  souvent  définie  par  ses  invariants.  Pour 
effectuer  les  calculs  numériques,  il  faut  pouvoir  calculer  un  système  de 
périodes,  connaissant  ^2  et  ^3,  et  en  outre  savoir  trouver  une  racine  de 
l'équation  pu  =  A.  la  constante  A  étant  donnée.  Pour  les  détails  de  la 
méthode  à  suivre,  ainsi  que  pour  tout  ce  qui  concerne  l'usage  des  Tables, 
nous  ne  pouvons  que  renvoyer  aux  Ouvrages  spéciaux  (•). 

3)^8.  Application  aux  cubiques  planes.  —  Lorsque  gi  —  ^7 ë^l 
n'est  plis  nul.   l'équation 

représente  une  cubique  san.s  point  double.  On  satisfait  à  cette 
équation  en  posant  x  =  pu,y=^p'u,  les  invariants  de  la  fonc- 
tion _p«  étant  précisément  g2  et  gj.  A  tout  point  de  la  cubique 
correspond  une  seule  valeur  de  u  dans  un  parallélogramme  des 
périodes.  En  elVet,  l'équalion  pii  =  x  a  deux  racines  u,  et  «2 
dans  un  parallélogramme  des  périodes;  la  somme  Ut  -r-  «2  est  une 
période,  elles  deux  valeurs  p'u,,  p' Un  sont  opposées.  Elles  sont 
donc  égales  respectivement  aux  deux  valeurs  de  y  qui  corres- 
jiondent  à  une  même  valeur  de  x. 

Dune  façon  générale,  les  coordonnées  d'un  point  d'une  cubique 
plane   sans    point    double   peuvent  s'exprimer   par  des  fonctions 


(')  La  formule  {33)  qui  donne  le  développement  en  série  entière  de  uu,  et 
celles  qu'on  en  déduit  par  dérivation,  permetlenl,  du  moins  théoriquement,  de 
calculer  cm,  t'«,  t  ».  et  par  suite  '^ti  et  pu.  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs 
de  M,  g,,  g,. 
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elliptiques  d'un  jiaraaièlre.  On  sail  en  eOel  qu'on  peut,  par  une 
transformation  liomograpliique,  ramener  l'équation  d'une  cubique 
à  la  forme  (jS),  mais  on  ne  peut  ed'ectuer  celle  transformation 
que  si  l'on  connaît  un  point  d'inllexion  de  la  cubique,  et  la  déter- 
mination des  points  d'inllexion  dépend  de  la  résolution  d'une  équa- 
tion du  neu\icme  degré,  d'une  forme  spéciale.  Nous  allons  montrer 
qu'on  peut  obtenir  la  représentation  paramétrique  dune  cubique 
par  des  fonctions  elliptiques  d'un  jiaramètre,  sans  avoir  à  résoudre 
aucune  équation,  pourvu  que  l'on  connaisse  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  cubique. 

Supposons    d'abord    que    réi|iialion   de   la    cubique    soit   de  la 
forme 

(76)  _)  -  =  6ox'-i-  51/ix'^-h  3fc)j-  -h  63, 

ce  qui  exige  que  le   point  à  1  iiilini  soit  un  point  d  jullexion.  On 

ramène  celle  équation  à  la  forme  précédente  en  posant  j=  j- y  • 
bt  _ 

t'a' 

JK'2=  .\x'-^—  i,-«x'—  g3, 


X  =  —  -, r  T^  J  ■,  ce  qui  nous  donne 


les  invarianls  g^,  g3  avant  les  valeurs 

^  __  vi(h]~bob.2)  _  ■ib„bib,~2b- 

"^  1  Cl  "  ^  1 6 

on  obtient  donc  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  la  cubique  (7*1') 
les  expressions 

bi    ,4  4     , 

''=~h,-^b;,^-"-     -•■=v''"- 

Considérons  maintenant  une  cubique  C3,  et  soient  (a,  ^3)  les  coor- 
données d'un  point  de  cette  cubique.  La  langente  à  la  cubique  en 
ce  point  (2,  [i)  rencontre  la  cubique  en  un  second  point  (a',  p')donl 
les  cooi'données  s'obtiennent  rationnellement.  Si  ce  point  (a',  ^') 
est  pris  pour  origine  des  coordonnées,  l'équation  de  la  cubicpie  est 
de  la  forme 

'rsf^,  y)-^'?2'^-  y)-^9t{-r,y)  =  o, 

■fi(x,}-)  désignant  un  polynôme  homogène  de  degré  i(j  =  i,  2,  ri). 
Coupons  par  la  sécante  y=tx;  x  est  déterminé  par  réqualioii 
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ri('.  ')  =  o, 


y  =  '■'-, 


R(/)  (lésignaiil  le  polvnoine  a:(i,  <)  —  .■)  ^3(1 ,  <)»,  (i ,  <  i  qui  est  en 
général  du  quatrième  tlegré.  Les  racines  de  ce  polvnome  sont  pré- 
cisément les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  la  cubique  qui 
passent  par  l'origine.  Nous  connaissons  a  priori  une  racine  de  ce 
polynôme,  le  coefficient  angulaire  /„  de  la  droite  qui  joint  l'origine 
au  point  (  y.,  |j).  En  posant   '  =  /qH — .^  il  \ient 


v'K7^  =  ^. 


le  polynôme  \  R,  ( /')  n'étant  plus  que  du  troisième  degré.  Les 
coordonnées  {x,y)  d'un  point  de  la  cubique  C.i  s'expriment  donc 
rationnellement  au  moyen  d'un  paramètre  t'  et  de  la  racine  carrée 
d'un  polynôme  R,(/')  du  troisième  degré.  Nous  \enons  de  voir 
comment  on  peut  exprimer  i'  et  \  K|(<')  par  des  fonctions  ellip- 
ti(jues  d  un  paramètre  11,  et  l'on  aura  ainsi  poiii'  x  el  y  des  fonc- 
tions elliptiques  de  u. 

D'après  la  façon  inème  dont  on  a  opér»'.  à  un  point  (x,  >')  de  la 
cubique  correspondent  une  valeur  unique  de  t  el  une  valeur  bien 
déterminée  de  \/R(/).  par  suite  des  valeurs  bien  déterminées  de  /' 
et  de  ^/R,  ( .'  ).  Or  à  tout  système  de  valeurs  de  /'  et  de  ^  R,  il'  1  ne  cor- 
respond, comme  on  l'a  fait  remarquer,  qu'une  valeur  de  a  dans  un 
parallélogramme  de  périodes.  Les  expressions  obtenues  x=f(i/), 
j' =/")(«)  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  C3  sont  donc  telles 
cjue  toutes  les  valeurs  de  u  qui  donnent  le  même  point  de  la  cubique 
s'obtiennent  en  ajoutant  une  période,  d'ailleurs  quelconque,  à 
l'une  d'elles. 

Celte  repiésenlalion  paramétrique  des  cubiques  planes  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques  est  très  importante  (').  Nous  montrerons,  pour  donner 


(')  Clebscu.  C'ebcr  diejciiigen  Ciirtcn  dercii  Coontinaten  sich  als  e/liptlsche 
Functionen  eûtes  Parameters  dars/elleii  lassen  (Journal  de  Ci  elle.  t.  L\IV, 
i8ii5,  p.  210). 
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un  exemple,  commeril  elle  permet  de  (létèiiiiiner  les  points  d'intlexion . 
Soient  3-=:y(  «),  7  =  /,  (  «)  les  expressions  des  coordonnées;  les  arguments 
des  points  d'intersection  de  la  cubique  avec  la  droite  A  :r  -t-  By  -i-  C  =  o 
sont  racines  de  l'équation  Af  (  u)  -+-  B/ii  u)  -h  C  =  o.  Comme  à  un 
point  (.r,  )')  ne  correspond  qu'une  valeur  de  u  dans  un  parallélogramme 
des  périodes,  il  s'ensuit  que  la  fonction  elliptique  i\f  (u) -r- fifi(u) -i- C 
doit  être  du  troisième  ordre.  Les  pôles  de  cette  fonction  sont  évidemment 
indépendants  de  A,  B,  G;  si  (tj ,  it^,  «3  sont  trois  arguments  correspondant 
respectivement  aux  trois  points  d'intei-section  de  la  cubique  et  d'une  droite, 
on  doit  donc  avoir  (n°  3iG) 

«1  -I-  H.-i-  /(j  =  K  -^  2  »îi  w  -I-  2;«oto', 

K   étant  la  somme  des  pôles  dans  un  parallélogramme,    lîn    remplaçant, 

dans  /et  /"i,  u  par  —  -■-((,  la  relation  peut  s'écrire  plus  simplement 

iii^-  11-2—  !<3  =  période. 

Inversement,  cette  condition  est  suffisante  pour  que  les  trois  points  Mi(Ui), 
Mî(«o),  M3  (((3)  soient  en  ligne  droite.^lin  elTet,  soient  i\I!j  le  troisième  point 
de  rencontre  de  la  droite  MiM,  avec  la  cubique,  et  «3  l'argument  corres- 
pondant. La  somme  u,-i-  u-2-\-  u'j  étant  égale  à  une  période,  113  et  M-j  ne 
diffèrent  que  d'une  |)ériodc,  et  par  suite  M,  coïncide  a\ee  Mj. 

Si  II  est   l'argument  d'un  point  d'intlexion,  la  tangente  en   ce  point  ren- 
contre la  courbe  en  3  points  confondus,  et  3  u  doit  être  égal  à  une  période. 

,,      ,    .     j  .  2m,  o)-i- 2m,(u'  .,,_..,  .     , 

On  doit  donc  avoir  11  =  ^ >  et  il  suflit  évidemment  de  donner 

aux  entiers  iHi  et  »(»  les  valeurs  o,  i,  •>.  pour  obtenir  tous  les  points  d'in- 
flexion; il  y  a  donc   nea/"  points   d'intlexion.    La    droite  qui  passe  par  les 

...    ,     .        2  ni  1  (O -;- •)  7?! »  10'         am,  O) -^  2/«',  oj' 
deux  points  d  inilexion ^^ —    et   • = —   rencontre  la 

cubique  en  un  troisième  point  dont  l'argument 

2  (  /?!  I  -i-  nt\  1  (0  -?-  2  (  /«j  -1-  ni  2  )  (o' 


est  encore  le  tiers  d'une  période,  c'est-à-dire  en  un  nouveau  point  d'in- 
flexion. Le  nombre  des  droites  qui  rencontrent  ainsi  la  cubique  en  3  points 
d'inflexion  est  égal  à    — ^  ,  c'est-à-dire  à  douze. 


Keniarqiie.  —  Les  points  d'intersection  de  la  cubique  normale  (75)  avec 
la  droite  ^  =  7)ia^ -1- n  sont  donnés  par  l'équation  p' u  —  mpu  —  n  =  o, 
dont  le  premier  membre  admet  le  pôle  triple  u  =  o.  La  somme  des  argu- 
ments des  points  d'intersection  est  donc  égale  à  une  période.  Si  «j  et  «s 
sont  les  aigumeiits  de  deux  de  ces  points,  on  peut  prendre  — «,  —  ii^  pour 
argument  du  dernier  point  d'intersection,  et  les  abscisses  de  ces  trois  points 
sont  respectivement  pHi,  j)i<»,  p(ui-t-  tti). 


I 
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On  peut  (lodiiiie  de  là  une  nouvelle  démonslralion  de  la  formule  d'addi- 
tion puiir  |i((.  En  ellet,  les  abscisses  des  points  d'intersection  sont  racines 
de  l'équation 

i  ■?■'  —  A'2  3-  —  ff3=  (nix-+-  n  )-  ; 
on  a  donc 

m- 

4 

I>'autie  part,  la   droite  passant  par  les  deux    points  i\I,(»,),  MoIhj),  on 

a  les  deux    relations   ji  (<,  =  mp;;,  +  « ,   ji'  u-i^  inpiii-i-  n,  d'où  l'on  tire 

p'((.i  —  p'  ii\ 


piti—  pu, 
(a"332), 


et    par   suite   nous   obtenons  la   relation,  déjà   trouvée 


I    /  p    II;  |i    »|    ,  - 

3lW.  Formules  générales  d'inversion.  —  Soit  R(x)  un  pol}'- 
noine  du  ciuatriènie  degré,  premier  avec  sa  dérivée.  Considérons  la 
courljc  Cl  représentée  par  iéquation 

f  77  I  J'"  =  R(x)  =  «o^''+  4«i^''  —  da-iX^  ~  -ia^x  -i-  a^; 

nous  nous  proposons  de  montrer  comment  on  peut  exprimer  les 
coordonnées  x  et  y  d'un  point  de  cette  courbe  par  des  fonctions 
elliptiques  d'un  paramètre.  Si  l'on  connaît  une  racine  a  de  l'équa- 
tion R(r)  =  o,  on  a  déjà  vu,  à  propos  des  cubiques,  comment  on 

peut  opérer.  En  posant  x  ^=  a  —  — :.  la  relation  (  "i  devient 


r^=R(a^;^)  = 


H,  (a-') 


Ri(.2;')  étant  un  polvnome  du  troisième  degré.  La  courbe  pro- 
posée Ci  correspond  donc  point  par  point  à  la  courbe  C',  du  troi- 
sième ordre  qui  a  pour  équation  •K'-  =  R|(.r'),  an  moyen  des  for- 
mules x^^a^ ;>  y  ^  ^-  Or  on  peut  exprimer  .r' et  )' an  moyen 

d'un  paramètre  u  par  des  expressions  de  la  forme  x' ^  ^pti  -+-  jj, 
y^z'j.p'u,  en  choisissant  convenablement  a.  p  et  les  invariants 
de  pu.  On  en  déduit,  pour  ,r  et  y.  les  fcjrmiiles  snivauLes  : 


G.,  II. 
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on  en  tire  du  = '->  de  sorte  que  le  paramètre  a  est  identique, 

au  signe  près,  à  l'intéerale  de  première  espèce  /     ,    '       >  elles  for- 

mules  (78)  résolvent  complètement  le  problème  de  l'inversion. 

Prenons  maintenant  le  cas  général  où  l'on  ne  connaît  aucune 
racine  de  l'équation  Ri^xj^o.  Nous  allons  montrer  qu'on  peu/, 
sans  introduire  d'autre  irrationalité  qu'une  racine  carrée, 
exprimer  rationnellement  x  et  y  au  moyen  d\ine  fonction 
elliptique  pu,  d' invariants  connus,  et  de  sa  dérivée  p' u.  Rem- 
plaçons pour  un  moment  x  et  y  par  l  et  c  respectivement,  de 
sorte  que  la  relation  i  --  1  devient 

(77  bis)  r2=  R(<)  =  f'„^'-!-  i<iit^-+-  6«2<'-t-  -i«3<  +  "i- 

Le  polynôme  R(<)  peut  se  mettre  d'une  infinité  de  manières  sous 
la  forme  Rù)  =[tpj(/)]- —  s,  (< j'^pjf^t),  cp,,  Oj,  sj  étant  des  poly- 
nômes d'un  degré  marqué  par  leur  indice.  Soient  en  effet  (a,  |i) 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  C,.  Prenons 
un  polynôme  cso'^)  tel  que  csola)  =  p,  ce  qu'on  peut  faire  évidem- 
ment d'une  infinité  de  manières;  l'équalion 

R(  /)  —  [o,(t)Y=  o 

admettra  la  racine  /  =:=  7.,  et  l'on  pourra  poser  j,  1  /)  =  ^  —  a.  Le 
|jolynome  R(  /)  étant  mis  sous  la  forme  précédente,  considérons  la 
cubique  auxiliaire  C3  représentée  par  l'équation 


(79) 


93(f)  +  --.-3-^9.(f)+^9.(7)=o; 


si  nous  coiq:)ons  cette  cubique  par  la  sécante  )-^  t.r,  les  abscisses 
des  deu\  points  variables  d'intersection  sont  racines  de  l'équation 

.r'^  03  (  /  )  -I-  2  T  ep,  (  0  -H  ?i  (  '  1  =  o 

et  ont  pour  expression 


93<') 

('  étant  déterminée  par  l'équation  (^^  bis).  On  voit  qu'inversement 
t  et  r  peuvent  s'exprimer  rationnellement   au  moyen    des   coor- 
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(loDuées  X,  >•  (Jun  point  de  C3  par  les  forimile.? 


(So) 


■M5^)-^^(i} 


Or  on  peiil  exprimer  x  el  y  par  des  fonctions  elliptique-;  d'un 
paramètre  «,  puisque  l'on  connaît  un  point  de  la  cubique  C3,  qui 
est  l'origine.  Il  en  est  donc  de  même  de  /  el  de  v.  Le  procédé  peut 
(■vidcmnienl  être  varie  de  liien  des  manières,  et  l'on  n'introduit 
que  linalionnelle  ,3  =  ^'lî(a),  a  restant  arbitraire. 

Nous  allons  développer  le  calcul  en  supposant,  ce  qu'on  peut 
toujours  faire,  qu'on  a  d'abord  fait  disparaître  le  coelficienl  a, 
de  /'  dans  R(  /  ).  Ou  |)eut  alors  écrire 

«0  R(  <)  =  (a„^-  )--+-  6aoa»i-^-  4  ag«3  <  ^-  a„a., 
•\  poser 

l.a  cubique  auxiliaire  Gj  a  pour  équation 

^i)  6a„n;.rv--T-  4"i,Oj./-  r  -^  a^a-.r'-^-iao y-  —  .r  =  o. 

<>onformémeut  à  la  inétbode  génér.de.  coupons  celte  cidjique 
par  la  sécante  >'  =  (x  :  l'équativin  obtenue  peut  s'écrire 

/  ' \-  .1 

1  —      —  la^l- .  0"u<'^'  -^  ifi  a^t  -^  aoO;  )  ^=  o, 

<•{  l'on  en  tire 


=  '/„/-^-^  v''"o  I''    ' 


Inversement,  nous  pouvons  exprimer  t  et  y<7olî(;i  au  moyen 
de  X  el  de  y 


iJ'aulre  part,  eu  résolvant  l'écpiation  (  <S  1  1  par  rapport  à  r.  nous 
avons 


_  —  .>«„"!i-î'--i-  V   i'ii'ilx' —  .r(  «i. «1 J-  —  1  H  {'ui^a^.r  —  r>.a,i  1 
Le  [>olvnonie  sous  le  radical  admet  la  racine  x=^o:  en  nppli- 
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quant  la  mélliode  (|Mi  a  été  expliquée,  ou  pourra  doiir  exprimer  .r 
et  }'  par  des  fonctions  elliptiques  ilun  paranulre.  En  dévelo|)pant 
les  calculs,  on  arrive  aux  lorniules 


(83)        .r  = 


a„  p  II  —  fl-i 


■2(rto  jw(  -{-a,)  (  2  0o  P"  —  «-2) 


les  invariants  o^,  ^3  de  la  lonclion  elliptique  pu  avant  les  valeurs 
suivantes  : 

<7(,Oi-(-3a;  (IoUiHl — ai! — Oo"°, 

(*^-i)  «2  = —■ '-'        A'3= = -r -■ 


En  remplaçant  .r  et  y  par  les  valeurs  précédentes  dans  les  for- 
mules (82),  il  vient 


(85) 


^ÎÛT)  =  \/«„ 


On  peut  écrire  ces  forinnies  sous  uue  forme  un  peu  plus  simple 
en  oljservanl  que  les  lelations 


(80) 


pv=--f, 


sont  compatibles  d'après  la  valeur  des  invariants  g-^  et  ^3.  D'autre 

,  I     /p'h  ll'l'\2 

part,  on  peut  remplacer  ~  i  ^ —  1    par  p{u  -+-  c)  4-  pa  +  pc. 

lui  réunissant  ces  résultats,  et  en  remplaçant  t  et  \/Pv(/)  par  x 
et  y  respectivement,  nous  pouvous  donc  énoncer  la  ])roposition 
suivante  : 

Les  coordonnées  (x^  y)  cT un  point  quelconque  de  la  courbe  Ci, 
représentée  par  l'équation  (■jj)  (où  a,  =:  o),  peuvent  s'exprimer 
au  moyen  d' un  paramètre  variable  u  par  les  formules 


i^l) 


1    pu )l  V 


y  =  v«^[p«  -  p(«  -i-'')]> 


2  p  «  —  p  (' 

les  invariants  o^j  et  g^  ayant  les  valeurs  données  par  les  rela- 
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ii'ons  (8  j  ),  et  pi\  p'i-  étant  déterminées  par  les  équations  com- 
patibles (86). 

De  la  formule  ('  {j  •  t-tahlic  plus  haul  (  n"  3ifâ  i  ou    lire,  en  dillV-- 
renlianl  les  deux  iiieiiibres. 


d    /pu  —  P  i'  \ 

3-  ( =  P  U  —  P(U 


\_d_(p'u 

•2    Ctll 


,    ,      ,.        dx  V  ,  —  d.r      , 

c  est-a-tlire  -^  =  -^=;  ;   ou  au  =  ^  "q-t'    '''^  païamelre   u   repre- 

■ —     /^     dx 

sente  donc  riiitéi;ia!e  elliplirpie  de  première  esijèce  \'aD   1 , 

..  .      J  v/K(.r) 

et  les  formules  (S-)  résolvent  le  problème  de  liuversion. 

.'HO.   Courbes   du  premier   genre.  —    Lne    courhc   plane   alj;é- 

1       ■  /-•Il  •  ■  1  ,         I  /!  1)1/'  —    ?» 

brique  L.„  ue  uegre  n  ne  peut  avoir  plus  de points 

doubles  sans  se  décomposer  en  plusieurs  courljes  distinctes.  SI  la 
courbe  C,j   est  indécomposable    et   possède  d  points   doubles,  la 

I  •  ,r-  '  "  —  \  '  <  Il  —  2  1  I  I  ■       1  I 

uillerence  />  = d  est  appelée  le  genre  de  cette 

courbe.  Les  courbes  de  gc'iire  zéro  sont  les  courbes  unicursales 
dont  les  coordonnées  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  ration- 
nelles dun  |)aramètre.  Les  courbes  les  plus  simples  après  celles-là 
sont  les  courbes  de  i;enre  un  ou  du  premier  genre;  une  courbe  Cn 

I                  .                                 ,   ,      I  /i  —  \  <>  Il  —  2 1                   n(n  —  "il 
du   premier  genre   possède i  = points 

doubles. 

Les  coordonnées  d' un  point  d'une  courbe  du  premier  genre 
peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  eltiptiipies  d'un  para- 
mètre. 

Pour  démontrer  ce  lln'orènie.  considérons  les  coiirlies  rto(/'o/rt/<?5 
d'ordre    n  —  :>.     cVsl-à-dire    les    courbes    <l„_o    qui     passent    par 

les  ■ poiiils  doubles  de   C„.   Comme  il  faut '— 


points  pour  déterminer  une  courbe  doi-dre  n  —  j..  les  courbes  ad- 

jointes  L„_2  dépendent  encore  de ; ^ ^C  —  ') 

paramètres  arbitraires.  Si  Ton  assujettit  ces  courbes  à  passer  encore 
par  /i  —  3  poinis  simples  pris  à  volonté  sur  C„.  on  obtient  un  réseau 
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1  1  I  •     •      .  •  .  /-.     I         "  <  "  —  3  )  .      , 

de  couibcs  iulpnulcs,  (jiii  ont  en  commun  a\  ec  L.„  les points 

doubles  de  (]„  et  n  —  i  points  simples.  Soient  F(  J",_T  )  =  o  l'équa- 
tion de  (".„  et 

/,  (,r.  r)-^  >-,/"2(^,  )')-!-  ,u/3(>,  j')  =  o 

l'écjnalion  de  ce  réseau  de  combes  C„_o,  À  et  u  étant  deux  para- 
mètres arbitraires.  Une  courbe  quelconcpie  de  ce  réseau  ren- 
contre C„  en  trois  points  variables  seulement,  car  chaque  point 
double  compte  pour  deu\  points  communs,  et  Ion  a 

n  in  —  ;  I  ^-  /)  —  ^)  =  Il  [Il  —  il  —  3. 

Posons  maintenant 

./,(.r,  ri  '  fii'\r) 

lorsque  le  point  (.r.  j-i  décrit  la  courbe  C„.  le  point  (.r',j) ')  décrit 
une  courbe  algébrique  C  dont  on  obtiendrait  l'équation  en  élimi- 
nant .{■  c\^  y  entre  les  équations  (88)  et  F('.r,i')=o.  Les  deux 
courbes  C  et  C„  se  correspondent  point  jiar  point  pir  une  /rans- 
fornialion  biralionnclle,  c'est  à-diie  qu"in\  erseuient  les  coor- 
données (:r,  ■)■  i  d'un  point  de  C„  s'ex|irinicnt  rationnellement  au 
moyen  des  coordonnées  (x',  )')  du  point  correspondant  de  C.  Il 
suffit,  pour  le  prouver,  de  montrer  (pi'à  un  point  (  .z;',i  ')  de  C  il  ne 
peut  correspondre  qu'un  point  de  (>„.  ou  que  les  équations  (88), 
jointes  à  Vi^x^y  \  =  o,  ne  j)eu\ent  avoir  en  x  et  j'  qu'un  seul  sys- 
tème de  solutions  variable  avec  j'  et  }'. 

Supposons  en  effet  rjuà  un  point  de  C  correspondent  deux 
points  (n,  b),  (n',  h')  de  C„,  ne  faisant  pas  partie  des  points  de 
base  du  réseau  de  courbes  C„_2'  On  aurait 

fi(a'.ù')         f,(a\0')        fja'.b') 


/,  («,  /i  )  /lia,  b)  fiia.  b  ) 

et  toutes  les  courbes  du  réseau  qui  passent  jiar  le  point  («,  b) 
passeraient  aussi  parle  point  (a',  b').  Les  courbes  du  réseau  qui 
passent  par  ces  deux  points  dépendraient  encore  tincaircmeiii 
d'un  |)aramètre  variable,  et  rencontreraient  la  courbe  C„  en  un 
seul  point  variable.  Les  coordonnées  de  ce  dernier  point  d'inter- 
section avec  C„  seraient  donc  des  fonctions  lationnelles  A'wn  para- 
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mètre   \arial)le,    el    \:i    courlje    C„   serait    unicursale:    ce    (jui    est 

iiiipossihle  [)uisi|n  elle  n"a  (|iic — —  |)olitts  (loiil)les. 

A  un  point  (••£',  J'  ,)  de  C  ne  correspond  par  conséqueut  qu'un 
point  [x.  )•  I  lie  C„,  elles  coordonnées  de  ce  point  sont,  d'a|)rcs 
la  tliéoric  de  réliniination.  des  fonctions  rationnelles  de  x',  y', 

(89)  .y  =  9,f.r'.  _>•■).  r  =  '^2(.r'.  r'i. 

l'our  avoir  le  tiegré  de  la  courbe  C,  clierclions  le  nombre  des 
points  communs  à  cetle  courbe  et  à  une  droite  quelconque 
ax'  -{-  by  -^  r  =  u.  (Lcla  revient  à  chercher  le  nombre  des  points 
communs  à  la  courbe  G„  et  à  la  courbe 

«/î(-'^.  X)  -I-  V3*>,  y)  -+-  cfi(x,  r)=  o, 

puisqu'à  un  point  de  C  correspond  un  seul  point  de  C«  et  inver- 
sement. Or  il  n'y  a  que  trois  points  d'intersection  variables  avec 
(/,  b,  c.  La  courbe  C  est  donc  du  troisième  degré.  En  résumé, 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  C„  peuvent  s'exprimer 
lationnellement  au  moyen  des  coordonnées  dun  point  dune 
cubique  plane,  et,  comme  les  coordonnées  d'un  point  dune 
cubique  sont  des  fonctions  elliptiques  dun  paramètre,  il  en  est  de 
même  des  coordonnées  d'un  point  de  C„. 

Il  résulte  aussi  de  la  démonstration  et  de  ce  qui  a  été  vu  plus 
haut  pour  les  cubiques,  qu'on  peut  faire  cette  représentation  de 
(elle  façon  qu'à  un  point  (x,  ^)  de  C„  ne  corresponde  qu'une 
valeur  de  u  dans  un  parallélogramme  des  périodes. 

Soient  X  =•!/(«),  y  =  -i;,  (u)  les  formules  qui  donnent  x  et  y; 

toute  intégrale  abéliennc  ir  =   /  R.(x._y)  f/x  attachée  à  la  courbe  C„ 

I  I,  n"  103)  se  ramène,  par  ce  changement  de  variable,  à  l'intégrale 
d'une  fonction  elliptique;  cette  intégrale  ii'  s'exprime  donc  elle- 
même  à  l'aide  des  transcendantes  p.  Ç,  3-  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  L'introduction  de  ces  transcendantes  dans  l'Ana- 
lyse a  doublé  la  puissance  du  calcul  inti'gral. 

KxEMPLF..  —  Ouartiques  ùiciiculnires.  —  L'iie  courbe  du  quatrième 
ilegré  ayant  deux  points  doubles  est  du  premier  iienre.  Lorsque"  les 
points  doubles  sont  les  points  circulaires  à  l'infini,  la  courbe  Cj  est  une 
ijuarliquc   hicirciilaire.    Si  l'on    a    pris    pour  origine  un  point    de   cette 


23î  CHAPITRE    W.    —    FONCTIONS    UNIFORMES. 

courbe,  on   peut  prendre  pour  courbes  adjointes  C„-î  des  cercles  passant 
par  l'origine 

tr'  -f-  _;>'- -f-  '>.*"  —  l-i-y  =  o ; 

pour  axoir  une  cubique  correspondant  point  par  point  à   la  quartique  C. , 
il  suflit,  d'après  la  méthode  générale,  de  poser  .i' =  —^ -,  /  = 


y-  ^'^  r 


r 


On  a  inversement  u-  =  -^— ^ r- >  y  =     ,     ~,  et  ces  formules  définissent 

une  inversion  par  rapport  au  cercle  de  rayon  un  décrit  de  l'origine  pour 
centre.  Pour  avoir  l'équation  de  la  cubique  Cj,  il  suffira  de  remplacer  ,r 
et  y  par  les  valeurs  précédentes  dans  l'équation  de  Cj.  Supposons,  par 
exemple,  que  l'équation  de  la  quartique  C,,  soit  (x-^y-)^ — ay  =  o:  la 
cubique  CJ,  aura  pour  équation  ajy' (  )''-^  ■'■'-)  —  r  =  o. 

Reniai  que.  —  Lorsqu'une  courbe   plane  C„  admet  des  points  singuliers 

d'espèce  supérieure,  elle  est  du  premier  genre  pourvu  que  tous  ces  points 

1  •             ■           ,      •     1            .  n(  n  — ■  3  )        .  ,      ,  ,  ,       •  r. 

singuliers   soient    équivalents   a points  doubles   ordinaires,   rar 

exemple,  une  courbe  du  quatrième  ordre  avant  un  seul  point  double,  où 
deux  branches  de  courbe  sont  tange'ntes  l'une  à  l'autre  sans  présentei 
aucune  singularité,  est  du  premier  genre:  il  suffit,  pour  le  voir,  de  couper 
cette  quartique  par  un  réseau  de  coniques  tangentes  aux  deux  branches 
au  point  double  et  passant  par  un  autre  point  de  la  quartique.  La  courbe 
y-^=  H(x),  où  R(:r)  est  un  |)oljnome  du  quatrième  degré  premier  avec 
sa  dérivée,  présente  une  singularité  de  cette  espèce  à  l'infini.  On  la  ramène 
à  une  cubique  par  une  transformation  birationnelle  en  posant 

.r  =  x',        j>-  =  y  +  i/a^x'-, 

ce  qui  permet  de  retrouver  facilement  les  formules  d'inversion  (H7). 


EXERCICES. 


1.   Démontrer   qu'une  fonction    doublement   périodique    entière   est   une 
constante,  au  moyen  du  développement 

[La  conditlon/(c  -!-  w')  =f(z)  exige  qu'on  ait  A„  =  o,  si  n  ==  o.] 


KXKHCirES. 

2.  Si  a  n'est  pa?  un  nuil(i|ile  de  -,  on  a  la  forniiil 


sin«  \         n/  J.  1   ' 


[On  change  ;  en  ^  -h  a  dans  la  foimnle  qui  donne  le  développement  de 
cet  j,  puis  on  intègre  outre  les  limites  o  et  z.\ 

'A.  Déduire  de  la  formule  précédente  les  nouveaux  produit?  infinis 

C0S(3-!-O) 


_li_')j-|T,_ Il le-, 


-s)nï-ïd^)(' 


»H  — I  |- 1. 


COS5— cosa 


Transformer  ces   nouveaux   pioduits  en  produits  de  facteurs  primaires, 
ou  en  produits  ne  renfermant  plus  de  facteurs  exponentiels,  tels  que 

i.  Démontrer  les  formules 


1      _   I 
sin;        z 


b- 


■(-""-' F=W-1 


Établir  des  formules  analogues  pour 


iinc  —  i\n<i     C0S3  —  cosa 


5.   De  la  formule  (17)  (p.  172)  qui   donne   le  développement  de   cot.r, 
déduire   par   des   diflérenliations   les  sommes  des   séries     j    —  > 

où  m  >  I.  Eu  remplaçant  x  par  — .  Log;  dans  la  première  <!e  ces  formules, 

II 
on  obtient  la  relation  de  Stieltjes 

^=2 


iz  —  I)-       ,^  [Log;; -i- ti/ii'-]'- 


6.   Décomposer'  en  éléments  simples  les  fonctions  —, —  >  —7- — 

P  "     P  -  " 
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7.  Lorsque  gi  =  o,  on  a 

]i(a«;  o,  .A's)  =  aji(«;  o,  a's  ),         p'fxïc  o,  g%)  =  v' {w-  o,  ^3), 
a  étaiU   une  racine  cubique  tle  l'unilé.    En    déduire    la  décomposition    en 

éléments  simples  de  -; —  lorsque  g±=^  'i- 

p  «  —  J1  c 

8.  Étant  données  les  intégrales 

dx.        \  dr. 

r       dx  r gj^'-t-  b  ,^ 

.  '  ,r3  /.t3  —  .r  '      j  \j(\  —  x'-){\—h''-x'-} 

on   demande  d'exprimer   la   variable  x  et   l'une   quelconque   de  ces  inté- 
grales au  moyen  des  transcendantes  p,  ',  1. 

9.  Établir  la  formule  de  décomposition  de  M.  Hermite  (  n"  331)  en  éga- 
lant à  zéro  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  ¥ {z)[X,{x  —  z)  —  X.(^(i  —  z)\ 
dans  un  parallélogramme  de  périodes,  V(x)  étant  une  fonction  elliptique, 
et  .r,  .?■(,  étant  considérées  comme  des  constantes. 

,     .  0"'(o) 

10.  Déduire  de  la  formule  (60)  la  relation  ï|  = ^r; — :• 

I  ■>.  wU  {  o  ) 

[On  observe  que  la  série  1  a  no  renferme  pas  de  terme  en  k^J 

11*.  Exprimer  par  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  les  coor- 
données X  et  J'  de  l'une  des  courbes  suivantes  : 

Y^=  \{{x  —  a)  {x  —  b)   {x  —  c)]\        y^=  K[{x  —  a)  (x—b)]^, 
y''  =^  K  (x  —  a)'^{  X  —  by{x  —  cY ,  r'=  A  {x  —  ay-ix  —  bf, 

j4=  A  (x  —  afix  —  by, 

y^  =  \(x  —  a)^(x  —  b)'-{x  —  bf,        y^  =  k  {x  —  ay  {x  —  b  )\ 
y^  =  P^  {x  —  af  {x  —  b  y ,  yS  =  A  {x--a)Hx  —  bf, 

y^^(lx-'-+-  mx-i-  n)y^-  -^  K[(  X  —  a)  (x  —  b  )  (  X  —  c  )]-^  =  o. 

y^^kxy^+x^(Bx  ^j^^y=  o.       y''+\xy^+x^(yix°-^^j^j  =  o 

/  V  A'\-  /„  4'  ^^V 

y^^S^yZ^      ^B;r*-H  -  ^j  =  O,       >-'+A.rj'-H3:'(^B.r--^j  =0 

yt.^Xxy''^      (^Bt»--^J=o 

,    rdx 

Le  paramétre  variable  est  égal,  à  une  constante  près,  a  I  intégrale    I  -— 

I  BnioT  et  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  douldemeiil 
périodiques,  2"  édition,  p.  388-4  12-1 


CHAPITRE  XVI. 

IJ;  PROLONGEMENT  AXALVTIOLE. 


I.  —  DEI-IMTION  DUNE  FONCTION  ANU.VIIOLE 
P\R  L'N  DE  SES  ÉLÉMENTS. 

3il.  Première  idée  du  prolongement  analytique.  —  Soity(;j 
une  fonction  lioloniorplie  clans  une  poiliou  connexe  A  du  plan, 
limitée  par  une  ou  ])lusieurs  courbes,  fermées  ou  non;  nous  pre- 
nons toujours  le  mol  de  courbes  (I,  u"  i.3)  dans  le  sens  élénien- 
laire  habituel  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici. 

Si  l'on  connaît  la  valeur  de  la  fonction  f[z-)ei  de  toutes  ses  déri- 
vées successives  en  un  point  détermint-  a  de  la  régi(ju  A,  on  peut 
en  déduire  la  valeur  de  cette  fonction  en  un  auti-e  point  quel- 
conque b  de  la  même  région.  Pour  le  démontrer,  joignons  les  deux 
points  a  e\.  b  par  un  chemin  L  situé  tout  entier  dans  la  région  A, 
par  exemple  par  une  ligne  polv'gonale,  ou  par  une  courbe  de  (orme 
(juelconque.  Soil  o  la  limite  inférieure  de  la  distance  dun  point 
([uelconque  du  chemin  L  à  un  point  quelconque  du  contour  de  la 
région  A,  de  telle  sorte  qu'un  cercle  de  rayon  o  ayant  pour  centre 
un  point  quelconque  de  L  soil  situé  loul  entier  dans  celte  région. 
Par  hypollièse,  nous  connaissons  la  valeur  de  la  fonction /(a)  et 
de  ses  dérivées  successives /'(«), /""(a),  ...,  pour  z  =  a.  Nous 
pouvons  donc  écrire  la  série  entière  qui  représente  la  foncliony  (;  i 
dans  le  domaine  du  point  a  : 

(0  /(-)=/!«) 

Le  ra30n  de  convergence  de  cette  série  est  au  moins  égal  à  5, 
mais  il  peut  être  plus  grand.  Si  le  point  b  est  situé  dans  le  cercle 
de  convergence  C,,  de  la  série  précédente,  il  suffira  d'y  remplacer  s 
par  b  pour  avoir /(i).   Supposons  que  le  point  b  soit  extérieur 


■i36  CHAPITRE    XVI.    —    I.E    I'ROI.ON(iEMËNT   ANAI-YTIQI K. 

à  Co,  el  soil  a,  le  [joiiiL  où  le  chemin  L  sorl  de  (jq  (')  {fîg-  74)- 
Sur  ce  chemin  prenons  à  l'intérieur  de  C,,  un  poinl  ;,  voisin  de  a, 

tel  que  la  dislance  des  deux  points  ;,  et  a,  soit  inférieure  à   -■  La 

série  (i)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des  dilléienliations  suc- 
cessives permettent.de  calculer  les  valeurs  de  la  fonction  y'(:) 
et  de  toutes  ses  dérivées  /(^i),  f'{z-,),  ...,  /'"'(:■  i),  ■■■■,  pour 
z  =  z,.  Les  coefficients  de  la  série  qui  représente  la  fonction/(;) 


dans  le  domaine  du  point  ;|  sont  donc  déterminés  si  l'on  connaît 
les  coefficients  de  la  première  série  (i),  et  l'on  a,  dans  le  voisinage 
du  point  :, , 


(2)     /(^)=/(--.)- 


-/(^.)- 


/""(-■)■ 


Le  rayon  tlii  cercle  de  comergence  C|  de  cette  série  est  au  iuoiii.> 
égal  à  0  ;  ce  cercle  renferme  donc  le  point  a,  à  rnitérieiir  et,  par 
suite,  il  a  une  partie  en  dehors  du  premiercercle  C,,.  Si  le  poinl  b 
est  dans  ce  nouveau  cercle  C,,  il  suffira  de  faire  ;  =  6  dans  la 
série  (a)  pour  avoir  la  valeur  de  fib).  Supposons  cpie  le  poinl  b 
soit  encore  en  dehors  de  C,  et  soil  a^  l''  poinl  où  le  chemin  ;,/> 
sort  de  ce  cercle.  Prenons  sur  le  chemin  L  un  point  ;:■  intérieur 


{')  La  valeur  de/(;)  au  poinl  b  ne  dépoiidanl  pas  du  cljcmin  L.  tant  que  ce 
cliemin  ne  sort  pas  de  l'aire  -\,  on  peut  supposer,  comme  c'est  le  cas  de  la  figure, 
que  ce  clieniin  ne  rencontre  qu'en  un  point  le  ceixle  C^  et  en  deux  points  au  plus 
les  cercles  successifs  C,,  ('■„  ....  Cela  revient,  si  l'on  veut,  à  prendre  pour  i,  le 
dernier  point  de  rencontre  de  L  et  de  C,,  et  de  même  pour  les  autres. 
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à  (>i  et  tel  que  la  distance  des  deux  points  :■,  et  a^  soit  inférieure 
à  --La  série  (■2)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des  dilVérenliations 
successives  permettront  de  calculer  les  valeurs  de  /(:■)  et  de  ses 
dérivées  _/"(;:.),  /V-^o)) /'(-^ï),  •■•5  a"  point  z,.  On  pouria  donc 
former  une  nou\elle  série 

(3)  Az)  =  /{z,)^i^.f(^,)^...^  li-Ziii_p/.«  (^,)^..., 

qui  représentera  la  fonction  /{:■  1  dans  un  nouveau  cercle  Co,  de 
xajon  supérieur  on  égal  à  o.  Si  le  pointa  est  dans  ce  cercle  Co,  on 
remplacera  ;  par  b  dans  Téo-alilé  précédente  (3);  sinon,  on  conti- 
nuera à  appliquer  le  même  procédé.  Au  bout  d'un  nombre  fini 
d'opérations,  on  finira  par  obtenir  un  cercle  renfermant  le  point  b  à 
l'intérieur;  dans  le  cas  de  la  figure,  6  est  à  l'intérieiir  de  C3.  En  effet, 
on  peut  toujours  choisir  les  points  z-i.  z>,  ;,.  ....  de  façon  que  la 

distance  de  deux  points  consécutifs  soit  supérieure  à  ^]  soit  d'autre 

part  S  la  longueur  du  cliemin  L.  La  longueur  de  la  ligne  polygo- 
nale ciz-i  :,  ■  ■  ■  Zp^i  Zp  b   est    toujours   inférieure  à  S;    on   a    donc 

p  -  ~\-\zp  —  i|  <;S.  Soit  p  un  nombre  entier  tel  que  {—  —  '  )  ^  >  S. 

L'inégalité  précédente  prouve  qu  après  p  opérations  au  plus  on 
tombera  sur  un  point  Zp  du  chemin  L  dont  la  dislance  au  point  b 
sera  inférieure  à  0;  le  point  b  sera  à  Tintérieur  du  cercle  de  con- 
vergence Cp  de  la  série  entière  qui  représente  la  fonction  /(;) 
dans  le  domaine  du  point  Zp,  et  il  suffira  de  remplacer  ;  par  b 
dans  cette  série  pour  avoir  /(b).  On  pourra  calculer  de  même 

toutes  les  dérivées  y'(Z>), /""(èi 

Le  raisonnement  qui  précède  [>rouve  qu'il  est  possible,  du  moins 
théoriquement,  de  calculer  la  valeur  d'une  fonction  holomorphe 
dans  une  région  A.  et  de  toutes  ses  dérivées,  en  un  point  quel- 
conque de  cette  région,  pourvu  qu'on  connaisse  la  suite  des 
valeurs 

(4)  fia),    fia),    fia),     ...,    /""(a),     ..., 

de  la  fonction  et  de  ses  dérivées  successives  en  un  point  déler- 
miné  a  de  la  même  région.  H  en  résulte  que  toute  fonction  holo- 
morphe dans  l'aire   A  est  complètement   déterminée  dans   toute 
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celte  aire,  si  elle  est  connue  dans  une  région,  aussi  petite  qu'on  la 
suppose,  entourant  un  point  quelconque  a  pris  dans  A,  et  même 
si  elle  est  connue  tout  le  long  d'un  arc  de  courbe,  aussi  petit  qu'on 
le  suppose,  aboutissant  au  point  a.  Si,  en  effiet,  la  fonction  y(j) 
est  déterminée  tout  le  long  d'un  arc  de  courbe,  il  en  est  de  même 
de  In  dérivée  /'(;),  car  la  valeury'i;,  len  un  point  quelcon(;|ne  de 

cet  arc  est  égale  à   la  limite  du    rapport  ^— ^^ '_  "'    lorsc|ue  le 

point  z-,  se  rapprocbe  de  :;i  en  restant  sur  l'arc  considéré;  la 
dérivée  f'{z)  étant  connue,  on  en  déduira  de  même /"(s),  puis 

f"'{z),   Toutes   les    dérivées  successives  de  la  fonction /(s) 

seront  donc  déterminées  pour  z=za.  Nous  dirons,  pour  al)réger, 
que  la  connaissance  des  valeurs  numériques  de  tous  les  termes  de 
la  suite  (4)  détermine  un  élément  de  la  fonctiony(;).  Le  résultat 
obtenu  peut  alors  s'énoncer  comme  il  suit  :  Une  fonction  holo- 
morplic  dans  l'aire  V  est  complètement  déterminée  si  l'on  con- 
naît un  quelconque  de  ses  éléments.  On  peut  dire  encore  que 
deux  fonctions  bolomorphes  dans  la  même  région  ne  peinent 
avoir  un  élément  commun  sans  être  identiques. 

Nous  avons  supposé,  pour  iiser  les  idées,  qu'il  s'agissait  liune 
fonction  bolomorphey'(  5)  ;  mais  le  raisonnement  peut  être  étendu, 
à  une  fonction  aiialvtique  quelconque,  pourvu  que  le  cliemin  L 
suivi  par  la  variable  pour  aller  de  a  en  b  ne  passe  par  aucun  point 
singulier  de  la  fonction.  Il  suffit  pour  cela,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait  (  n"  28'.h.  de  décomposer  ce  cbeniin  en  plusieurs  arcs, 
tels  que  chacun  d'eux  puisse  être  renfermé  dans  un  contour  fermé, 
à  l'intérieur  duquel  la  branche  considérée  de  la  fonction  /(•:)  soit 
liolomorplie.  La  connaissance  de  l'élément  initial  et  du  chemin 
décrit  par  la  variable  suffit,  du  moins  en  théorie,  pour  trouver 
l'élément  final,  c'est-à-dire  les  valeurs  numériques  de  tous  les 
termes  de  la  suite  analogue 

(-5)  fib),    f'(b),      ...,    f'ih),     .... 

3iîL.  Nouvelle  définition  des  fonctions  analytiques.  —  Les  fonc- 
tions analvtic|ues  que  nous  avons  étudiées  juscpi  à  présent  étaient 
définies  par  des  expressions  permettant  de  les  calculer  pour  toute 
valeur  de  la  variable,  dans  le  champ  où  on  les  étudiait.  Nous 
concevons  maintenant,  d'après  ce  qui  précède,  qu'il  soit  jiossible 
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î-3<.) 


(le  cléliiilr  une  fonclloii  aniilylii|iie  pour  une  valeur  fjuelcoiique  de 
la  variable  dès  que  l'on  coniiaîl  un  seul  élénienl  de  la  l'onction.  Mais, 
pour  exposer  la  théorie  à  ce  nouveau  point  de  vue  d'une  façon 
eoinpléte,  il  nous  faut  ajouter  à  la  délinilu)n  des  fonctions  aiia- 
Ivliipies  d'après  Caueliy  une  nouvelle  consentiun,  qu'il  nous  paraît 
iilile  d'énoncer  d'une  façou  explicite. 

Soient /if;),  /o'';)  deu\  fonctions  lioloinor|dies  respective- 
ment dans  deux  aires  A,,  \,j  avant  une  partie  commune  et  une 
^eule  A'  (Jig-  7'j)- 


Si  dans  la  partie  commune  V  on  .i  /.,(  :)  =J\{  :  >,  ce  qui  aura 
lieu  si  ces  deux  fonctions  ont  un  seid  élément  commun  dans  cette 
région,  nous  regarderonsy,  {: )  el /■_,{:)  comme  formant  une  seule 
fonction  holomorpiie  F(z)  définie  dans  la  région  \,  +  Ao  par  les 
égalités  :  F(z)=f,{:)  dans  A,,  et  F(;)  =/.(;)  dans  A..  Nous 
dirons  aussi  ([ue  _/":>(;)  est  \e  prolongement  analytique  dans  la 
région  k^  —  A'  de  la  fonction  holomorpiie/,  i;),  qui  n'est  supposée 
définie  cpie  dans  la  région  A,.  Il  est  clair  ((ue  le  prolongement 
analytique  Ae  f{z)  dans  la  région  de  Ao  extérieure  à  A,  n'est  pos- 
sible que  d'une  seule  manière  (  '  ). 


(')  Pour  prouver  que  hi  r. invention  préccilenlc  esl  ilislincle  de  la  définition 
des  fonctions  analytiques,  il  suffit  de  mnarquer  qu'elle  eniraine  iminédialemeat 
la  conséquence  suivante  :  si  une  fonction  f(z)  est  holomorpiie  dans  une  région  A, 
toute  autre  fonction  fy(z),  gui  coïncide  avec  f(z)  dans  une  portion  de 
l'aire  A,  est  identique  à  f(z)  dans  A.  Or,  considérons  une  fonction  V {z) 
délioie  de  la  maQière  suivante  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  com- 
plexe ;   : 

[•■(3)=5iU--,  si  ZT^^^J  I'(7)-". 

(Quelque  bizarre  que  paraisse  cette  convention,  elle  n'a  rien  de  contradictoire 
avec  la    définition   antérieure   des    fonctions   analytiques.    La   fonction   ainsi    dé- 

rinieF(;)  serait  holomorpiie  pour  toute  valeur  do  -,  sauf  pour  ;  =  .^,  qui  serait 
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Cela  posé,  considéiDiis  une  suite  infinie  de   i)onil>ies  réels  ou 
imaginaires 

(  0  )  «li,        ll\,        «2,         .  .  .  ,        (/„, 

assujettis  à  la  seule  condition  de  rendre  la  série 

(  7  )  «0  -t-  rt  1  ;  ^-  «■)  --  -T- .  .  .  +  a,i  z"  —  ■  .  . 

con\eigenle  |)Oiir  (|uek|ue  \aleur  de  ;  difl'érenle  de  zéro.  (Nous 
prenons  :;  ==  o  pour  valeur  initiale  de  la  variable,  ce  qui  ne  res- 
treint pas  la  généralité.)  La  séi-le  (r)  a  donc  par  hypotlièse  un 
cercle  de  convergence  C,,  dont  le  rayon  R  n'est  pas  nul. 'Si  R  est 
infini,  celte  série  est  convergente  pour  toute  valeur  des,  et  repré- 
sente une  fonction  entière  de  la  variable.  Lorsque  le  rayon  R  a 
une  valeur  finie,  différente  de  zéro,  la  somme  de  la  série  (7)  est 
une  fonction  liolomorphe  _/"(;)  à  l'intérieur  du  cercle  Co.  Mais, 
comme  on  ne  connait  que  la  suite  des  coefficients  (()),  nous  ne 
savons  rien  a  pi'io/i  sur  la  nature  de  cette  fonction  en  dehors  du 
cercle  Cq.  Nous  ne  savons  pas  s'il  est  possible  d'ajouter  au 
cercle  Co  une  région  voisine  formant  avec  le  cercle  une  aire  con- 
nexe A,  telle  qu'il  existe  une  fonction  holomorplie  dans  A,  coïn- 
cidant avec/(;)  à  l'intérieur  de  Cp.  La  méthode  du  paragraphe 
précédent  permet  de  reconnaître  s'il  en  est  ainsi.  Prenons  dans 
le  cercle  C^  un  point  a  différent  de  l'origine;  on  peut,  au  moyen 
de  la  série  {'])  et  des  séries  obtenues  en  dérivant  terme  à  terme, 
calculer  l'élément  de  la  fonction /(s)  qui  correspond  aupoint  a 


un  point  singulier  d'une  espc'cc  parliculicrc.  Mais  les  propriétés  lie  cotte  fonc- 
tion !'(;)  seraient  en  contradiction  avec  la  convention  que  nous  venons 
d'adopter,  puisque    les   deux    fniiclions    Plz)   et    sin;    seraient    identiques   pour 

toutes  les  valeurs  de  z,  sauf  pour  ;  =  |^ ,  qui  serait  un  point  singulier  pour  une 

seule  d'entre  elles. 

M.  Weierstrass,  en  Allemagne,  et  M.  Méray,  en  Franco,  ont  développé  la 
lliéorie  des  fonctions  analytiques,  en  s'appuyant  uniquement  sur  les  propriétés 
des  séries  entières;  leurs  recherches  sont  d'ailleurs  complètement  indépendantes. 
I^a  théorie  de  M.  Méray  est  exposée  dans  son  grand  Ouvrage  Leçons  nouvelles 
su?-  l'Analyse  infinitésimale.  Nous  montrons  dans  le  texte  comment  on  peut 
définir  de  proche  en  proche  une  fonction  analytique,  connaissant  un  de  ses  élé- 
ments, mais  en  supposant  toujours  connus  les  théorèmes  de  Cauchy  sur  les  fonc- 
tions holomorphes. 


I.    —    l>i;nXlTIO.\    1)1. m;    FO.MTIO.N    A.N  VLVH.,IL  I- . 

el.  par  suile,  ioiiiiei-  la  série  i-iiliL-re 


(8)  f{a)-^"- ^ /■(«•)--. 


-/'",«)■ 


«II.,  représente  la  lonclion/^;,  dans  ledo.naine  du  point  a.  Cell.- 
séiie  est  cerlalne.nent  convergente  dans  ,m  cercle  de  centre  a  et 
de  lavon  R  -  )a|  (n-Seii).  mais  elle  peut  èt.-e  convergente  dans 
nn  cercle  plus  grand,  dont  le  ■•ayon  ne  peut  dépasser  R  +  |«|; 
car.  si  elle  était  convergente  dans  un  ce.-cle  de  i-avon  R-h  |a|  +  ?j, 
il  en  résulterait  que  la  série  (;)  seiait  convergcite  dans  le  ce.-cle 
-In  layon  R  +  o  décrit  de  l'origine  pour  centre,  conlrai.e.nent  à 
1  hypothèse.  Supposons  d'abord  que  le  ravon  du  cercle  de  con- 
vergence de  la  sé.-ie  (8)  soit  toujours  égal  à  J!  —  |a|,  quel  que  soit 
le  point  a  pr.s  dans  le  cercle  C„.  Alors  il  n'existe  aucun  .noven  de 
prolonger  analMiquement  la  fo.iction/i  r  )  en  dehors  du  cercle,  du 
u.u.i.s  s.  l'on  n'emploie  que  des  sé.ies  entic.-es.  Nous  pouvons 
.'llirmer  quil  n'existe  pas  de  fonction  holomo.-phe  F(;)  définie 
dans  une  léglon  A  du  plan  plus  grande  que  le  cercle  C»  et  coïnci- 
d;uii  avec/(2)  dans  C„ ;  car  la  méthode  du  prolongement  analy- 
tique permettrait,  comme  nous  l'avons  vu,  de  déterminer  la  valeur 
de  cette  fonction  en  un  point  extérieur  au  ce.clc  C„.  On  dit  alors 
que  la  portion  du  plan  extérieure  au  cercle  C..  est  un  espace  lacu- 
naire pour  la  fonction/! -).  Nous  en  ven-ons  des  exemples  un  peu 
plus  loin. 

Supposons  en  second  lieu  que.  en  choisissant  convenaldement  le 
point  a  dans  le  cercle  C„,  le  cercle  de  convergence  C,  de  la 
série  (8)  ait  un  rayon  plus  g.and  que  H  -  |«|.  Ce  cercle  C,  a  une 
partie  extérieure  à  C„  {fig.  76;  et  la  somme  de  la  série  (8)  est  une 
fonction  holomorphe/,(;)  dans  le  cercle  C,.  A  l'intérieur  du 
cercle  y  de  centre  a,  qui  est  tangent  intérieurement  au  cercle  C„, 
on  a/,  (;)  =/(  =  )  (  ,1"  266);  donc  cette  égalité  subsiste  dans  toute 
la  légion  commune  aux  deux  cercles  C„,  C,.  La  série  (S)  nous 
(au  connaître  le  prolongement  analyti.iuc  de  la  fonction  f {z) 
dans  la  portion  du  cercle  C,  extérieure  au  cercle  C».  Soit  à'  un 
nouveau  point  pris  dans  cette  région;  en  opérant  de  la  même 
façon,  nous  formerons  une  nouvelle  série  entière  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  de  z  ~  a! ,  qui  sera  convergente  dans  uu 
cercle  Co.  S.  ce  cercle  C^  n'est  pas  tout  entier  à  l'intérieur  de  C,, 

G.,  II. 

■  10 
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la  nouvelle  série  donu-.a  le  ,n-olong;emenl  de/(--)  dans  une  régio,, 
M„s  étendue,  et  ainsi  de  suite.  On  conçoit  donc  c,«  .1  est  poss.b  .- 
d-étendre  ainsi  de  proche  en  proche  le  domaine  d  existence  de  h. 
fouclion  /(=),   qui    n'était   définie    d'abord    qu  à  1  mter.eur    du 

cercle  Co- 

Fi:;.  -G. 


H  est  clair  qu'on  peut  faire  les  opérations  précédentes  d'une 
Infinité  de  manières.  Pour  s'y  reconnaître,  il  faut  définir  avec 
précision  le  chemin  suivi  par  la  variable.  Supposons  qu'on  puisse 
obtenir,  comme  on  vient  de  l'expliquer,  le  prolongement  analy- 
tique de  la  fonction  définie  par  la  série  (7)  le  long  du  chemin  L. 
Chaque  point  x  du  chemin  L  est  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  r 
à  l'intérieur  duquel  la  fonction  est  représentée  par  une  série 
enlu-re  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  de  z—x. 
Le  rayon  r  de' ce  cercle  varie  d'une  manière  continue  a^ec  x. 
Soient  en  elTet  x  et  x  deux  points  voisins  du  chemin  L.  r  et  ;•'  les- 
rayons  correspondants:  si  .r'  est  assez  voisin  de  x  pour  qu'on  ait 
Ix'_x|</-,  le  rayon  /•'  est  compris  entre  r —\x'  x\  et 
,'.  _  \j:'  __  x\,  comme  on  l'a  remarqué  tout  à  l'heure.  La  différence 
,.'_,■  tend  donc  vers  zéro  eu  même  temps  que  |a-  —  r].  Cela 
étant,  soit  C;,  le  cercle  de  rayon  -^  décrit  de  l'origine  pour  centre: 
„  étant  un  point  .[uelconque  de  C„,  le  rayon  de  convergence  de 
la  série  (8)  est  au  moins  égal  à  ^,   mais   il  peut  être   plus    grand. 

Puisque  ce  ravon  varie  d'une  manière  continue  avec  la  position  du 

'  *  R 

point  rt,  il  passe  donc  par  une  valeur  minimum   -  -h /'  pour  un 


I-   -  m.iix,n.,.v  .r..x,.:  ,.„>,:n„.v  an,m,v,x„  r 
l-n>;l"  cercle  C,,.  O.  ..  ^.«,  «.....,.„.  s.  eu  elle.,  .  ,u!û 

./(-).  1  u.„.neu,.  de  C„.  I>our  .,„e  valeur  .le  .  don,  le  modul.- 
-.au  co,npn.  outre  K  et  i^  +  .,  F(.)  sera.t  é,al  a  la  souuue  de 
1  une  .,.eleou,„e  des  s.des  (8),  a  étaut  .,u  point  de  C,  .el  ,;•:: 
'"  ''       "'  <  I    "  '••  ^J'"'I"'-  l*^  llœor,.„.e  de  Cauchv,  F,'^)  seraM 

ravin  R  77]  ''"""  "^^"  ^"'"'"^  c„uve,-,eu,e  dans  le  eerele  de 
■  a^on  R  +  ,,  e    ceue  sene  devrait  êlre  lde„lic,ue  à  la  série  (-)    ee 

Il  y  a  donc  sur  C,,  uu  polut  .  au  u.olos  tel  que  le  cercle  de 
convergence  de  la  ,érle  (8)  ait  pour  ra.ou  «,  e,  ce  cercle  est  tau- 
gennnténenreu.cn.  au  cercle  C„  au  polut  a'où  le  rayon  On  ren- 

<e  c  e  L„.  Dans  uu  cercle  c,  ayant  pour  centre  le  p-u'ut  a  aussi 
f-Ut  que  sou  le  ravou.  Il  „e  peut  exister  de  fouctioi  l.olou  o  ê 
<i;..  sc.t  .  eut.c,ue  a/,.)  dans  la  partie  cou.uune  aux  deux  cSe! 
'.  etc.  Il  est  clan- auss:  que  le  cercle  de  convergence  de  la  série  ,8) 
:':.'nt  pour  cen.rc  un  point  quelconque  du  ravon  Oa  est  .auoen 
■nleneuremenl  au  point  a  au  cercle  C»  (•).        " 

C)  Si  ^ollslesl■oefliL■l(■llt^  a    de  1 1  «,m-Ip  f  -  ,  ,,      .      -, 


■^< ')-(>-') 


/■  ~ 


V"  représente /(.)  ,,,.„s  le  vois,na,e  d,.  point  .=  i!,  aura.l  un  ...  „.    U 

r  1  «lui.iii  un  lOMMi  Ue  con- 


vergeticf  supérieur  ;i  -.  I|  .-n 


•erait  de  tiiénic  «  forliori  de  la  s,' 


■^l^.i--(^-^)/'(-^)-.... 
J-l  que  soit  ■•ar,„„,ent  .,  car  on  a  évide.^ent.  tous  -es  coem,-.e„,s  „„  ,.an. 

r-   min.nn,,,,    du    ravon   de  convergence  de  la   série  (S),    ,,.,,,,„e  „  ,,„,,  „ 
«rclc  Ci,  serait  donc  supérieur  i,  1'. 
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Considérons  maintenant  un  cliemin    L  parlant   <le  l-origine  et 
aboutissant  à  un  point  quelconque  Z  en  dehors  du  cercle  l.„,  et 
ima<^inons  un  mobile  décrivant  ce  chemin  en  marchant  toujours 
dans  le  même  sens  de  O  vers  Z.  Soit  a,  le  point  où  le  mob.le  sort 
du  cercle;  si  ce  point  a,  était  un  point  singulier,  il  sera.l  unpos- 
sible  de  poursuivre  sur  le  chemin  L  au  delà  de  ce  po.nt.  ^ous 
supposerons  que  ce  n'est  pas   un  point  singulier;  on  peut  alors 
former  une  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  .-  -  «. 
Cl  convergente  dans  un   cercle   C.    de  centre  a„   dont  la  somn,e 
coïncide  avec/(=)  dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles  L.„ 
et  C.  Pour  calculer /(a.),  /(a,)-   ••••   on   pourra   par  exemple 
employer  un  point  intermédiaire  sur  le  rayon  Oa,.  La  somme  de 
la  seconde  série  nous  fail  connaître  le  prolongement  analyl.que 
de  fiz)  le  long  du  chemin  L,  à  partir  de  a,,  tant  que  k  mobile 
décrivant   ne    sort  pas  du   cercle   C..  En    particulier,   s.  tout  ce 
chemin  à  partir  de  a.   est   situ<^  à  l'intérieur  de  C.,   celte  ser.e 
donnera  la  valeur  de  la  fonction  au  point  Z.  S.  le  chemm  sort  du 
cercle  C,    a.,  point  a„  on  formera  de  même  une  nouvelle  ser.c 
entière  convergente  dans  un  cercle  C.  de  centre  a.  et  ams.  de 
suite.   Nous   admettrons    d'abord    qu'au    bout  d  un    nombre  fnu 
d'opérations  on  arrive  à  un  cercle  C,  de  centre  a„   renfermant 
toute  la  portion  du  chemin    L  qui   suit   ..„,  ei   en  parUcuber  le 
point  Z     11   suffira  de  remplacer  .  par  Z  dans   la  dernière  sene 
emplovie    et  dans  celles  qu'on   en   tire  en  dilVéï-enlianl  terme  a 
lerme'pour  avoir  les  valeurs  de /(Z),  /'('A),  /  <7.)-   •  ■  -    -- 
lesquelles  on  arrive  au  point  Z,  c'esl-à-dire  1  élément  linal  de  la 

fonction.  i       i        ■  ,  i 

Il  est  clair  quon  arrive  en  un  point  quelconque  du  chemin  1. 
avec  des  valeurs  bien  déterminées  pour  la  fonction  et  toutes 
ses  dérivées.  Remarquons  aussi  qu'on  pourrait  remp  acer  les 
cercles  C»,  C,  C,  ...,  C,  par  une  suite  de  cercles  dcfuus  de 
la  même  façon  avant  pour  centres  des  points  quelconques  ;,. 
.,  ..,  ;,,  du  chemin  L,  pourvu  que  le  cercle  de  centre  r/  ren- 
fe'rme  la  portion  du  chemin  L  comprise  entre  r,-  et  ;,+..  On  peut 
aussi  modifier  le  chemin  L,  en  conservant  les  mêmes  exlrcmUes, 
sans  changer  la  valeur  finale  de/(.),  /'(.),  /"(  =  ),  •  •"  '*-  «"«^' 
les  cercles  C„,  C,  ...,  C,  recouvrent  une  portion  du  plan  for- 
mant une  espèce  de  bande  dans  laquelle  est  s.lué  le  chemin  1>, 


I.  —  i)i:r-iMTro\  d  ine  ioxctiox  anai,vti(,ii  k.  '>ii 

on  peiil  remplacer  le  chemin  I.  par  tout  autre  cliemin  L'  allant 
(le  ;  =  o  au  point  Z,  et  situé  dans  celte  bande.  Supposons,  pour 
User  les  idées,  qu'on  soit  obligé  d'employer  trois  cercles  consé- 
cutifs Cu,  C|,  Cj(//i'.  -•j).  Soit  1/  un  nouveau  chemin  situé  dans 


la  bande  formée  par  ces  trois  cercles;  joignons  les  deux,  points  m 
et  n.  Si  l'on  \a  de  ()  en  m  d'abord  par  le  chemin  Oa,  m,  puis  par 
le  chemin  O/ini,  il  est  clair  cpi'on  arrive  en  ni  avec  le  même 
élément,  puiscpi'on  a  une  fonction  holomorphe  dans  la  régipn 
formée  par  Co  et  C, .  De'mème,  si  l'on  va  de  m  en  Z  par  le  chemin 
/)iy.>7j  ou  par  le  chemin  mn'L,  on  arrive  dans  les  deux  cas  an 
point  Z  avec  le  même  élément.  Le  chemin  L  est  donc  équivalent 
au  chemin  Oniniil^,  c'est-à-dire  au  chemin  L'.  La  méthode  est  la 
mènie,  quel  (pie  soit  le  nombre  des  cercles  successifs.  En  particu- 
lier, on  peut  toujours  remplacer  un  chemin  de  forme  quelconque 
par  une  ligne  brisée  ('). 

3il{.  Points  singuliers.  —  En  procédant  comme  il  \ienl  d'être 
expliqué,  il  jieiit  arriver  qu'on  ne  puisse  trouver  un  cercle  ren- 
fermant toute  la  peirtie  du  chemin  L  qui  reste  à  décrire,  aussi  loin 
«pie  l'on  poursuive  les  opérations.  Il  en  sera  ainsi  lorscjue  le 
point  "J.p  sera  un  point  singulier  sur  le  cercle  Cy,_|,  car  on  sera 
arrêté  à  ce  moment-là.  Si  l'opération  peut  être  continuée  indéfi- 


(')  Le  laisonnenienl  exige  un  peu  plus  d'atlenlion,  lorsque  le  cliemin  L  pré- 
sente des  points  doubles,  parce  qu'alors  la  bande  formée  par  les  cercles  suc- 
cessifs Cj,  C|.  C,.  ...  peut  se  recouvrir  partiellement  elle-même.  Mais  il  n'y  a 
au  fond  aucune  difUi-ulté  vérilable. 
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iiiineni,  sans  fiuon  arrive  à  un  cercle  renfermaiU  loule  la  portion 
■(lu  clicmin  L  ([iii  reste  à  décrire,  les  ])oinls  ay,_|,  a^,  y-p+\-,  .•■■ 
tendent  vers  un  point-limite  A  du  pliernin  1^,  (jui  peut  être  soit  le 
point  Z  lui-même,  soit  un  point  compris  entre  O  et  Z.  Le  point  A 
est  encore  un  point  singulier^  et  il  est  impossible  de  poursuivre 
le  prolongement  analvtique  de  f{_z)  le  long  du  chemin  L  au  delà 
<\»  point  \.  Mais,  si  A  est  différent  de  Z,  cela  ne  prouve  pas  cpie 
le  point  Z  soit  lui-même  un  point  singulier,  et  qu'on  ne  puisse 
aller  de  O  en  Z  |)ar  un  autre  chemin.  Prenons  par  exemple  les 
fonctions  \/i  -f-  ;  ou  Log(i  +  ;);  on  ne  pourrait  aller  de  l'origine 
iui  point  ;  =  —  2  le  long  de  Taxe  réel,  puisqu'on  ne  pourrait  fran- 
chir le  point  singulier  ;  =  —  i .  Mais,  si  l'on  fait  décrire  à  la 
\ariable  ;  un  chemin  ne  passant  pas  parce  point,  il  est  clair  qu'on 
iirrivera  au  |>oint  ;  =  —  2  au  bout  d'un  nombre  lini  d'opérations, 
car  tous  les  cercles  successifs  passeront  par  le  point  z=  —  i.  Re- 
îuarqnons  aussi  que  la  définition  précédente  des  points  singuliers 
Jépend  du  chemin  suivi  par  la  variable:  un  point  ),  peut  être  un 
point  singulier  pour  un  chemin  déterminé,  et  ne  ]ias  l'être  pour  un 
autre  chemin,  si  la  fonction  admet  plusieurs  branches  distinctes. 

Lorsque  deux  chemins  1^,,  L'^,  allant  de  lorigine  an  point  Z, 
conduisent  à  des  éléments  différents  en  Z.  il  existe  au  moins  un 
point  singulier  à  l'intérieur  de  l'aire  qui  serait  balayée  par  l'un  de 
ces  chemins,  L,  par  exemple,  si  on  le  déformait  d'une  manière 
continue  en  conservant  les  extrémités  de  façon  à  l'amener  à  coïn- 
cider avec  L', .  Supposons,  ce  qu'on  peut  toujours  faire,  que  les 
deux  chemins  L,,  L',  soient  des  lignes  brisées  d'un  même  nombre 
de  côtés  On|/',C|  ...  l,'/j  et  Oa\h\  ...  l\Z,{Jig.  78).  Soient».,, 
b.2,  c.2i  ••-.  1-2  les  jnilieux  des  segments  a,(/\.  l',l>\,  ...,  /|/,;  le 
chemin  Lo  formé  par  la  ligne  brisée  Oa-.f'-  ...  !//■  ne  peul 
«tre  équivalent  à  la  fois  aux  deux  chemins  L,,  L, ,  lorsqu'il  ne  ren- 
ferme pas  de  point  singulier.  Si  ce  chemin  Lo  renferme  un  point 
singulier,  le  théorème  est  établi.  Si  les  deux  chemins  f^,  et  Lo 
ne  sont  pas  équivalents,  on  en  déduira  un  nouveau  chemin  L-,, 
«•ompris  entre  J^,  et  L^  par  le  même  procédé.  En  continuant  de 
la  sorte,  ou  bien  on  arrivera  à  un  chemin  L^  renfermant  un  point 
singulier,   ou   bien   on    aura   une    suite    indéfinie  de  chemins  L,, 

\j-2 Ces  chemins   tendront  \ers  un  chemin-limite  A,  car  les 

j)oints«|,  a-,,  a-,,  ...  tendront  vers  un  point  limite  compris  entre 
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■Cl,  el  it\,  ...  l'i  (le  iiR'ine  pour  les  aiilres.  Ce  (■liciiiiu-iiiiute  A  tloil 
jcuferiner  nécessairement  un  point  singulier,  |)uis<[ue  I  on  peul 
tracer,  de  part  el  d'autre  de  A.  di/iix  cliemias  iidininieul  voisins 
de  A  et  conduisant  à  des  éléments  différents  pdur  la  fonction  au 
pi)liil  /.Il  ne  pouri-ait  en  être  ainsi,  si  A  ne  renlcrniait  jias  de  point 
siuyiillcr.  jiuisfpie  les  cliemins  inlininienl  voisin-idc  A  doivent  ctr<- 
é(]ui\alcnl>  à  ce  cliemin  lui-même. 


La  définition  précédente  des  points  singuliers  est  purement 
iiéi;alive  et  ne  nous  apprend  rien  sur  la  nature  de  la  fonction 
dans  le  voisinage.  Aucune  lijpolhèse  sur  ces  points  singuliers  ou 
sur  leur  distribution  dans  le  plan  ne  peut  éire  écartée  a  priori,  à 
moins  d'impliquer  contradiction.  C/est  l'étude  seule  du  prolon- 
^'einent  analytique  qui  peut  nous  apprendre  les  diU'érenles  circon- 
stances possibles  (  '  ). 


1)  Soit  /(a;  )  uni'  fonction  analytique  huloinorplie  tout  Ii- long  d'un  segmenta// 
jIo  r.ixe  réel.  Dans  le  voisinage  Hun  point  quelconque  a  de  ce  segment,  la  fonction 
peut  être  représentée  par  une  série  enlieie  dont  le  ra^on  de  convergence  R(a) 
n'est  pas  nul.  Ce  rayon  lî,  étant  une  fonction  continue  (le  a.  admet  un  minimum 
positif  r.  Soient  p  un  nombre  positif  inféiieurà  /•  cl  E  la  région  du  plan  balayée 
par  un  cercle  de  rayon  0  dont  le  centre  décrit  le  segment  ah.  I,a  fonction  f  (x) 
fsl  holomorphe  dans  la  région  E  et  sur  son  contour;  soit  .\i  une  limite  supérieure 
de  son  module:  il  résulte  des  formules  générales  (i^)  (  n"  291  )  iju'en  un  point 
'|uclcoiu]ue  .r  de  ab  on  a  l'inégalité 


l/i?M<i^ 


(C/.I.  p.W.) 
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344.  Problème  général.  —  Il  résulle  de  ce  qui  précède  qu'une 
fonction  analytique  est  virtuellement  déterminée  quand  on  en 
connaît  un  élément,  c'est-à-dire  quand  on  connaît  une  suite  de 
coefficients  n^.  a , .  ti^ ««,  . . .  tels  que  la  série 

a„-:h  riii  .r  —  x  )  -h  . .  .--î-  a„(.r  —  a)"-^  .  . , 

ait  un  rayon  de  convcrgeucc  différent  de  zéro.  Ces  coefficients 
étant  connus,  on  est  conduit  à  se  poser  le  problème  général  sui- 
vant :  trouver  la  râleur  de  la  fonction  en  un  point  quelconque  ^ 
du  plan  quand  on  fait  décrire  à  la  variable  un  chemin  déter- 
miné allant  du  point  a  au  point  p.  On  peut  aussi  se  proposer 
de  déterminer  a  priori  les  points  singuliers  de  la  fonction  ana- 
lytique; il  est  clair  d'ailleurs  que  les  deux  problèmes  sont  étroite- 
ment liés  l'un  à  l'autre.  I^a  méthode  même  du  prolongement  ana- 
lytique fournit  une  solution,  au  moins  théorique,  de  ces  deux 
problèmes;  mais  elle  n'est  praticable  que  dans  des  cas  très  par- 
ticuliers. Par  exemple,  comme  rien  n'indique  a  priori  le  nombre 
des  séries  intermédiaires  qu'il  faudra  employer  pour  aller  du 
point  œ  au  point  j3,  et  qu'on  ne  peut  calculer  les  sommes  de  ces 
séries  qu'avec  une  certaine  approximation,  il  paraît  impossible  de 
se  rendre  compte  de  1  approximation  finale  que  l'on  oluiendra. 
Â-Ussi  la  recherche  de  solutions  plus  simples,  au  moins  dans  des  cas 
particuliers,  était-elle  nécessaire.  Ce  n'est  cependant  que  depuis 
quelques  années  que  ce  problème  a  fait  l'objet  de  travaux  suivis, 
qui  ont  déjà  conduit  à  d'importants  résultats  (').  Si  ces  recherches 
sont  aussi  récentes,  ce  n'est  pas  nnicpiemcut  à  la  difficulté  de  la 
question,  quelque  considéi'able  qu'elle  soit,  qu'il  faut  l'attribuer. 
En  edet,  les  fonctions  f|ui  ont  été  étudiées  successivement  par 
les  géomètres  n'ont  pas  été  choisies  par  eux  d'une  façon  arbi- 
traire; l'étude  de  ces  fonctions  s'imposait  par  la  nature  même 
des  problèmes  qui  s'olfraienl  à  leur  efforts.  Or,  à  part  un  petit 
nombre  de  transcendantes,  toutes  ces  fonctions,  après  les  fonc- 
tions explicites  élémentaires,  sont  définies  soit  comme  racines 
d'équations  non  susceptibles  d'une  résolution  formelle,  soit  comme 


(')  l'ouï-  tout  ce  qui  conceiiic  celle  iiucslion,  je  renverrai  le  lecteur  à  l'excellciil 
Ouvrage  de  M.  Iladamard  :  La  série  de  Taylor  el  son  prolongement  analyti<iiif 
(  Naud,  1901).  On  y  trouvera  des  rcnseignenuents  bibliograpliiques  très  complets. 
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inlégrales  d'équations  différentielles  algéljiiques.  On  conçoit  donr 
que  l'étude  des  fonctions  implicites  et  des  fonctions  définies  par 
des  équations  différentielles  a  dû  précéder  logiquement  l'étude 
du  problème  général  dont  ces  deux  problèmes  ne  sont  au  fond  que 
des  cas  très  particuliers. 

Il  est  facile  de  montrer  comment  l'étude  des  équations  dill'ércn- 
liiMles  algébriques  se  rattache  à  [a  théorie  du  prolongement  ana- 
Ivlique.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  deux  séries  entières 
y{x),z(x),  ordonnées  suivant  les  puissances  positives  de  a:  et 
convergentes  dans  un  cercle  C  de  rayon  R  décrit  du  point  ^  =  o 
pour  centre.  Soit  d'autre  part  F(x,  y,  y'',y" , ...,  y'^PK  z,  z',...,  z'9^) 
un  polynôme  entier  en  x,  y,  y ,  . . . ,  y^P',  :,  z',...,  ;'?'.  Suppo- 
sons que  l'on  remplace  dans  ce  polynôme  j'  et  ;  par  les  séries  pré- 
cédentes, jj'',j'. ...,  l''/"'  par  les  dérivées  successives  de  la  série 
y(x},  et  z',:\....  ;f?)  par  les  dérivées  de  la  série  z(x);  le 
résultat  est  encore  une  série  entière  convergente  dans  le  cercle  C. 
Si  tous  les  coefficients  de  cette  série  sont  nuls,  les  fonctions  holo- 
morphes  r(.r)  et  z{x)  satisfont,  dans  le  cercle  C,  à  la  relation 

(•J)  F'y")  .>'.  y,  ■  ...  y  I'  ,::,:■'...■,  ~  1'  \  =  o. 

Nous  allons  maintenant  établir  que  les  fondions  obtenues  par  le 
prolongement  analj  tique  des  séries  y{x)  et  z  (x)  satisfont  à  la 
même  relation  dans  tout  leur  do/naine  d'existence.  D'une  façon 
plus  précise,  si  l'on  fait  décrire  à  la  variable  x  un  chemin  L  par- 
tant de  l'origine  et  sortant  du  cercle  G  pour  aboutir  à  un  point 
quelconque  a  du  plan,  et  si  l'on  peut  poursuivre  le  prolongement 
analytique  des  deux  séries  y  (x)  et  z  (x)  tout  le  long  de  ce. chemin 
sans  rencontrer  aucun  point  singulier,  les  séries  entières  \  (.r — a) 
elZ(a:  —  a)  a\ec  lesquelles  on  arrive  au  point  a  représentent,  dans 
le  domaine  de  ce  point,  deux  fonctions  holomorphes  qui  vérifient 
la  relation  (y).  Soit,  en  effet,  x,  un  point  du  chemin  L  intérieur 
au  cercle  C  et  voisin  du  point  où  ce  chemin  L  sort  du  cercle  C;  du 
pointa?,  comme  centre  on  peut  décrire  un  cercle  C(,  en  partie 
extérieur  au  cercle  C,  et  il  existe  deux  séries  entières  y  {x  — -  x,). 
z{x  —  Xf)  convergentes  dans  le  cercle  Ci  et  dont  les  sommes  son  t 
identiques  aux  sommes  des  deux  séries^)'  [x)  et  :{x)  dans  la  partie 
commune  aux  deux  cercles  C,  C).  En  remplaçant  dans  F  les 
fonctions  y  et  z  par  ces  deux  séries,  le  résultat  obtenu  est  une 
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série  entière  1*  {or  —  .r,  )  coiivcri;eiUe  dans  le  ceicle  C, .  Or,  dans  la 
partie  commune  aux  deux  cercles  C,  C| ,  on  n  \'(.r  —  X|)  =  o;  la 
série  P  (x  —  j.-,  )  a  donc  tous  ses  coefficienls  nuls,  et  les  deux  nou- 
velles séries  j' (x — ■■£,)  et  z  [X  —  X,}  sulislonl  à  la  relation  (y) 
dans  le  cercle  C| .  En  conlinunnt  de  la  soric,  on  voit  que  celle 
relation  ne  cesse  jamais  d'èlre  vérifiée  par  les  |ir(ilongemenls  ana- 
lytiques des  deux  séries  jk(.Z')  cl  z{x),  quel  que  soil  le  chemin 
suivi  par  la  variable;  ce  qui  déinonlrc  la  pro|)osition. 

L'étude  d'une  fonction  définie  par  une  l'ipialion  différentielle 
n'est  donc  au  fond  qu  un  cas  particulier  du  pioblème  général  du 
prolongement  analytique.  Mais,  d'un  autre  côté,  il  est  aisé  de  com- 
prendre qui'  la  connaissance  d'une  relation  |)arliculière  entre  une 
fonction  analytupic  l'i  (pielques-unes  de  si's  dérivées  puisse  dans 
certains  cas  faci  liler  la  solution  du  problème.  Nous  aurons  à  revenir 
sur  ce  point  dans  l'élude  des  équations  dillerenlielles. 

H.  —  ICSPVCIÎS  LVCt.NVIKES  —  (.OLPLIÎES. 

L'étude  des  fonctions  modulaires  elliptiques  avait  fourni  à 
M.  Hermite  le  premier  exemple  d'une  fonction  analytique  définie 
dans  une  portion  du  plan  seulement.  Nous  allons  indiquer  une 
mélliode  très  simple  pour  obtenir  des  fonctions  analytiques  admel- 
liml  pour  espace  lacunaire  une  région  quelconque  du  plan,  moyen- 
nant certaines  hypothèses,  d'un  caractère  très  général,  sur  la 
courbe  qui  limite  celte  région. 

31,").  Lignes  singulières.  Espace  lacunaires.  —  Nous  démon- 
trerons d  alM)id  une  proposition  |iré!Iminaire  (  '  ). 

Soient  (If,  a.,.  . . .,  a,i, .  .  .  et  c,,c-2,  ...,<■„,...  deux  suites,  à 
Icrines  f|uelconques,  dont  la  seconde  a  tous  ses  termes  différents 
de  zéi'o  et  définit  une  série  f,  +  r^ -|- ..■  + !"„-}-.. .  absolument 
convergente;  soit  C  un  cercle  de  centre  :■„  ne  conlienant  à  son 
intérieur  aucun  point  (7,  et  passant  par  //n  seul  île  ces  iK)irtts  : 
la  série 


(lo)  l'(Z) 


F(.)=y 


(')  fotycxRK,  Acta  Soeietatis  Fennicœ,  t.    Xllf.    j.ssi.    —    iIouhsat,    liultettn 
des  Sciences  matliëmatiijues,  i°  série,  t.  XI,  p.  locj,  et  l.  WII,  p.  -''17. 
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.cprësenl..  ,lans  le  cercle  C  une  i'anciUm    liol„.norplu,-  .jui   ,,eui 
«•tre  développée  en  série  ordonnée  siiiviini  les  piiiss;inccsde  ;  —  .-„ 
Le   cercle  de  com-ergence  de  celle  série  es/  prérisé,„e,ii'/c 
cercle  C. 

On  peut  évideninieni  supposer  ..-„  =  o.  ,nr.  si  Ion  change  ; 
en  ;„+;',  «V  est  remplacé  par  «„-;„,  et  c,  ne  ,l.;.nqe  pas.  Nous 
supposerons  aussi  que  l'on  a  |r,,|..R,  ,,n  -lésignant  par  il  le 
.rayon  du  cercle  C,  el  «,  .  H,  pour  />  ,.  Dans  le  cercle  C,  le 
■terme  général  ^^pcut  être  dévclopp,-.  en  séri..  en.i.-re,  el  rell. 
*érie  admet,   comme   il   est  facile  de    le   voir,   la    fonction    n.ajo- 

,ante  -^  _.  D'après  une  proposition  générale  démontrée  nlus 

1 ' 

K 

S.aul  (n"  267),  la  série  v|cv|  étant  convergente,  la  fonction  V{z.) 
|jeut  être  dévloppée  en  série  entière  dans  le  cercle  C,  et  cette  série 
peut  être  obtenue  en  ajoutant  ler.ne  à  terme  les  séries  entières  oui 
représentent  les  différents  termes.  On  a  donc,  dans  ce  cercle  C, 

<io)'     Fr;)=  ,\„-f- A,;-i-A5^5-...-.\„;"--.  \    -V      '■■' 

"    ^  «;;  ^  I 

•<:iioisissons  un  nombre  entier /j  tel  que      V      |  ,■,  |  soii    plus  p.iit 

'il  •  '    ''"^' 

T'e-IOl-  <e«l"i   fsl   possible    puisque  c,    n'est  p;is  „„1  el  qu,.   la 

série  II  c.,|  est  convergente.  Le  nombre/*  étant  choisi  de  elle 
façon,  nous  pouvons  écrire  F(=)  =  F,  {z)  +  ¥Jz),  en  posani 


V,(z 


F,  i; 


l'i{z)  est  une  fonction  rationnelle  (jui  u"a  que  des  pùles  extérieurs 
au  cercle  C,  elle  est  donc  développable  en  série  entière  dans  un 
«ercle  C  de  rayon  R'  >  R.  Q„ant  à  ¥.,[^z),  on  a 

où 

1J„  =  ■/''     ^        '^r'+^  .         g;-+?        _ 
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On  [jciil  encore  écrire  ce  coefficient 


■-(S)"' 


mais  on  a  par  li  v|)Olli<'>se    —  1  <  i ,  el  le  module  de  la  somme 

ï  '-(S)"' 

v=p+l 

esl,  d'après  la  façon  dont  on  a  choisi  le  nombre  p,  inférieur  à 
-\c,  |.  Le  module  du  coefficient  H„  est  donc  compris  entre  ^^^^^^,  |ci[ 
et  — ItTtI^iI'  ^'^  '^  module  du  terme  général  de  la  série  (i  i)  esl  com- 
mis entre-L^I-l"  et  ^^J-^  hrr";  celte  série  est  donc  divergente  si 
pus  LUlie  ,^i;    I  h]    '^^    2K    I  R|   '  " 

l'on  a  I  ;  I  >  R.  En  ajoutant  à  la-  série  F^Çz),  convergente  dans  le 
cercle  de  rayon  R,  une  série  F,  (2)  convergente  dans  un  cercle  de 
rayon  R' >  R,  il  est  clair  que  la  somme  F{z)  admet  le  cercle  C  de 
rayon  R  pour  cercle  de  convergence;  ce  qui  démontre  la  proposi- 
tion énoncée. 

Cela  posé,  soit  L  une  courbe,  fermée  on  non,  admettant  en 
chaque  point  un  rayon  de  courbure  déterminé.  La  sérieS  |Cv|  étant 
absolument  convergente,  supposons  que  les  points  de  la  suite  «,, 
«o,  . . . ,  a,,  . . .  soient  tous  sur  la  courbe  L,  et  y  soient  distribués 
de  telle  sorte  que,  sur  un  arc  fini  de  la  courbe  L,  il  y  ait  toujours 
une  infinité  de  points  de  celle  suite.  La  série 


(l'j.) 


!■( 


0=2^^ 


est  convergente  pour  tout  |)oint  =0  n'appartenant  p;is  à  la  courbe  L  el 
représente  une  fonction  holoinorphe  dans  le  domaine  de  ce  point; 
pour  le  voir,  il  suffirait  de  reprendre  la  premièi'e  partie  de  la  dé- 
monstration précédente,  en  prenant  pour  le  cercle  C  un  cercle  quel- 
conque de  centre  ^o  et  ne  renfermant  aucun  point  «,.  Si  la  courbe  L 
n'est  pas  fermée  el  ne  présente  pas  de  point  double,  la  série  (12) 
représente  une  fonction  holomorphe  dans  toute  l'étendue  du  plan, 
sauf  pour  les  points  de  la  courbe  L.  Nous  ne  pouvons  en  conclure 
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(iiie  celle  courbe  L  est  une  ligne  singulière;  il  Caut  encore  èlre 
Hssuré  que  le  prolongement  analytique  de  F(:)  n'est  pas  })ossil)le 
;i  travers  une  portion,  aussi  petite  qu'elle  soit,  de  L.  Il  suffit  île 
vt-rifier  pour  cela  que  le  cercle  de  convergence  de  la  Sf'rie  entière 
(|ui  représente  Firidansle  domaine  d'un  point  (pielconque  ;,). 
non  situé  sur  L,  ne  peut  jamais  renfermer  un  are  de  cette  ligne, 
(juelque  petit  qu'il  soit.  Supposons  en  effet  que  le  cercle  C  de 
centre  ;;o  renferme  un  arc  afi  de  la  ligne  L.  Sur  cet  arc  :/. 3  prenons 
un  point  a,,  ce  qui  est  possible,  par  hypothèse,  et  sur  la  normale 
en  a,-  à  cet  arc  prenons  un  point  :;'  assez  voisin  du  point  a,  pour 
que  le  cercle  C,  décrit  du  point;'  comme  centre  avec  |  ;'  —  c/,  1 
pour  ravon  soit  tout  entier  à  l'intérieur  de  C  et  n'ait  pas  d'autre 
point  commun  avec  l'arc  ap  que  le  pointa,-  lui-même.  D'après  le 
théorème  qui  vient  d'être  démontré,  le  cercle  C,-  est  le  cercle  de 
convergence  de  la  série  entière  qui  représente  F(;)  dans  le  do- 
maine du  point  z' .  Mais  ceci  est  en  contradiction  avec  les  pro- 
priétés générales  des  séries  entières,  car  ce  cercle  de  convergence 
ne  peut  être  plus  petit  que  le  cercle  de  centre  z'  qui  est  tangent 
intérieurement  au  cercle  C. 

Si  la  ligne  L  est  fermée,  la  série  (12)  représente  deux  fonctions 
analytiques  distinctes,  dont  l'une  n'existe  que  dans  lairc  A  inté- 
rieure à  la  ligne  L  et  pour  la(|uelle  la  portion  du  plan  extérieure  à 
cette  ligne  est  un  espace  lacunaire;  l'autre  fonction,  au  contraire, 
n'existe  qu'à  l'extérieur  delà  ligne  L  et  admet  la  région  intérieure 
pour  espace  lacunaire.  On  dit  aussi  que  la  ligne  L  est  une  ampiin' 
csscnlielle  pour  chacune  de  ces  fonctions. 

Etant  données  plusieurs  lignes,  fermées  ou  non.  L,,  I^^,  ...,  1.^. 
on  pourra  former  de  cette  façon  des  séries  de  la  forme  (laj  admet 
tant  ces  lignes  pour  coupures  essentielles;  la  somme  de  ces  sérii's 
admettra  toutes  ces  ligues  pour  coupures  essentielles. 

346.  Exemples.  —  Soient  AB  un   segment  de  droite  et  a,  3  les   afiixes 

des  extrémités  A,  B.  Tous  les  points-  =  ■ —j  011  /ii  et  n   sont  deux 

ni  -h  II 

nombres  entiers  positifs  variant  de  i  à  -f- x,  sont  situés  sur  le  segment  VU, 
et  sur  une  portion  finie  de  ce  segment  il  y  a  toujours  une  infinité  de  points 
de  cette  espèce,  puisque  le  point  y  divise  le  segment  AB  dans  le  rap- 
port—  •  Soit  d'autre  part  C„,.„  le  terme  général  d'une  série  à  deux  indices 
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iil)*(iliinient  cunversento.  La  série  à  rleux  indices 


i*^(-)=y 


représente  une  fonction  analytique  admettant  le  scï; nient  AB  pour  coupure 
essentielle.  On  peut,  en  effet,  transformer  cette  série  en  une  série  à  un  seul 
indice  d'une  infinitc  de  manières.  FI  est  clair  qu'en  ajoutant  plusieurs  séries- 
(le  cette  espèce  on  pourra  former  une  fonction  analytique  admettant  pour 
espace  lacunaire  un  polygone  quelconque. 

Voici  un  autre  exemple  où  la  ligne  L  est  une  circonférence.  Soient  ot  un. 
nombre  positif  irrationnel,  v  un  nombre  entier  positif.  Posons 
a  =  e2;7:a^  a.,  =  <7'' =  e-'''^'"^; 

tous  les  points  n>  sont  distincts  et  situés  sur  le  cercle  C  de  rayon  un  avant 
pour  centre  l'origine.  De  plus,  nous  savons  qu'on  peut  trouver  deux  nom- 
bres entiers  m  et  n  tels  que  la  différence  ^-(nx — m)  soit  moindre  ei» 
valeur  absolue  qu'un  nombre  z,  aussi  petit  qu'on  le  suppose  (n"  324,  ii'e- 
/iiiirqur). 

Il  existe  donc  des  puissances  de  n  dont  l'argument  est  aussi  voisin  de 
zéro  qu'on  le  veut  et,  par  suite,  sur  un  arc  fini  de  la  circonférence,  il  v 
aiiiii  toujours  une  infinité  de  points  a''.  Posons  ensuite  c-,  =  — ^;  la  série 


représente,  d'après  le  théorème  général,  une  fonction  holomorphe  dans  U- 
cercle  C,  qui  admet  comme  espace  lacunaire  toute  la  portion  du  plan  exté- 
rieure à  ce  cercle.  Rn  développant  chaque  terme  suivant  les  puissance* 
de  ;,  on  trouve  pour   le  développement  de  F  (5)  la  série  entière 


Il  est  facile  de  vérifier  directement  que  la  fonction  représentée  par 
cette  série  entière  ne  peut  pas  être  prolongée  analytiquement  au  delà  di» 
cercle  G.  Si  nous  lui  ajoutons  en  effet  la  série >  il  vient 


Im: 


\:>-n  —  \         j  \-ia" — I         /  ^ 


V(az)=-V{z)  +  -— 

•2  ■.!     1  Z. 

lîn  changeant  dans  cette  relation  ;  en  az,  puis  en  a^z..  .  .  ,   on  trouve  la- 
relation  générale 

2"  2"(t — z\       -«"-'(i  —  az)  21^1  —  a"-^Z) 


n.   —  i:si'Ai:rs  i.Ar:rN\ini:s.  —  coi  punies.  2'>5 

•  lui  iiiniitie  que  la  ilillV-reiice  ■>"  F  (  a"  z)  —  [•'  {  :)  i-sl,    une    foiiclion    ralion- 

nelle  aie»  aclnicniant  les  /i  p.Mes  du  premier  ordre   i.   -,  .  .  ., 1_. 

(t  a"    I 

La  formule  (14;  a  élé  étal.lie  en  supposant  que  l'on  a  |  ;  j  <  1,  et  |  «  |  =  i. 
Si  l'argument  de  n  est  commensurable  avec  t.,  la  formule  i\\)  montre  que 
F(c;)est  une  fonction  rationnelle;  il  suffirait  de  prendre  pour  /;  un  nombre 
entier  tel  que  «•'=!.  Si  rargiiinent  de  a  est  incommensurable  avec  tt,  il 
est  impossible  que  la  fonction  F(>)  soit  holomorphe  sur  un  arc  Uni  AB  de 
la  circonférence,  aussi  petit  qu'on  le  suppose.  Kn  effet,  soient  <i-r  et  ««-/' 
deux  points  situés  sur  l'arc  AB  («  >/>)•  Les  nombres  n  et  />  étant  ainsi 
choisis,  imaginons  que  l'on  fasse  tendre  5  vers  a- 1< ,  a"  z  tendra  vers  a''-/', 
et  les  deux  fonctions  V  iz\  et  ¥{a"z)  devraient  tendre  vers  des  limites 
limes.  Or,  la  relation  (1  j  1  montre  que  ceci  est  impossible,  puisque  la  fonc- 
tion o(  z)  admet  le  pôle  «-/'. 

Une  méthode  analogue  s'applique,  comme  l'a  démontré  M.  Hadamard. 
à  la  série  considérée  par  Weierstrass 

">)  V\z}  =  ^lh"z"\ 

011  a  est  un  entier  positif,  et  b  une  constante  de  module  inférieur  à  un. 
Cette  série  est  convergente  pourvu  que  |  s  |  ne  dépasse  pas  l'unité,  et  diver- 
gente si  |c|>  I.  Le  cercle  C  de  rayon  un  est  donc  le  cercle  de  conver- 
gence. La  circonférence  est  une  coupure  essentielle  de  la  fonction  F(';). 
Supposons  en  effet  que,  sur  un  arc  fini  aS  de  la  circonférence,  il  n'y  ait 
aucun    point  singulier  de  celle  fonction.   Si   Ion    remplace   dans  vÇz)  la 

variable  =  par  -e  •'•  ,  /.  et  h  étant  deux  entiers  positifs,  et  r  un  diviseur 
de  a,  tous  les  termes  de  la  série  (i5)  ne  changent  pas  à  partir  du   terme 

de  rang  /,,  cl  la  dilUrence  F  i  ;  ,  -  F  Ue  ^■"  ]  est  un  polynôme.  La  fonc- 
tion F(;)  n'aurait  d.uir  pas  non  plus  de  point  singulier  sur  l'arc   a/.  P/,,  que 

Ion  déduit  de  r.irc  x'i  par  une  rotation  d'un  anylc  -^autour  de  l'origine 

c''  " 

Prenons  A  assez  grand  pour  que  -^' soit  inférieur  à  l'arc  a3:  en  faisant  suc- 
cessivement /.  =  1,  -.  ...,  c'',  il  est  clair  que  les  arcs  ï,  ^,,  7„2o, . .  .  recou- 
vriraient complètement  la  circonférence.  La  fonction  F(3)  n'aurait  donc 
aucun  point  singulier  sur  la  circonférence,  ce  qui  est  absurde  (n"342). 

Cet  exemple  offre  une  particularité  intéressante  :  la  série  (i5)  est  abso- 
lument et  uniformément  convergente  le  long  du  cercle  C.  Elle  représente 
donc  sur  ce  cercle  une  fonction  continue  de  l'argument  0  i  M. 


(')  M.  l'rcdliolm  a  démontré  de  même  que  la  somme  de  la  série   V^''^"'.  où 

0 
a  est  une  quantité  positive  inférieure  à  l'unité,  ne  peut  être  prolongée  au  delà  du 
cercle  de  convergence  {Comptes  rendus,  2!,  mars  1890).  Cet  exemple  conduit  à 
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3iT.  Singularités  des  expressions  analytiques.  —  Toute  expres- 
sion analytique,  telle  qu'une  série  dont  les  dififérents  termes  sont 
des  fonctions  d'une  variable  ;,  ou  une  intégrale  définie  dans 
laquelle  cette  variable  figure  comme  paramètre,  représente,  nio^'en- 
nant  certaines  conditions,  une  fonction  holomorphe  dans  le  voi- 
sinage de  cbacune  des  valeurs  de  z  pour  lesquelles  elle  a  un  sens. 
Si  l'ensemble  de  ces  valeurs  de  z-  recouvre  complètement  une 
région  connexe  du  plan  A,  l'expression  considérée  représente  une 
fonction  liolomorplic  dans  cette  région  A.  Mais  si  l'ensemble  de 
ces  valeurs  de  s  forme  deux  ou  plusieurs  régions  distinctes  sépa- 
rées, il  peut  se  faire  que  l'expression  analytique  considérée  re[)ré- 
sente  dans  ces  diflerentes  régions  des  fonctions  complèlemcnl 
distinctes.  Nous  en  avons  déjà  rencontré  un  exemple  au  n"  290. 
Nous  avons  vu,  en  elfcl,  comment  on  peut  former  une  série  à 
termes  rationnels,  convergente  dans  les  deux  triangles  curvi- 
lignes PQR,  P'Q'R'  {Jîff-  (10),  dont  la  somme  est  égale  à  une 
fonction  liolomorpbe _/'(;)  dans  le  triangle  PQR  et  à  zéro  dans  le 
triangle  P'Q'R'.  En  ajoutant  deux  séries  analogues,  on  obtiendra 
une  série  à  termes  rationnels,  dont  la  somme  sera  égale  kf(:) 
dans  le  triangle  PQR,  et  à  une  autre  fonction  holomorphe  o(z), 
absolument  quelconque,  dans  le  triangle  P'(^)'R'.  Ces  deux  fonc- 
lionsy"(;)  et  v  (z)  étant  arbitraires,  il  est  clair  que  la  somme  de 


une  conséquence  qui  mérile  d'i'lrc  signalée.  Sur  le  cercle  tle  rayon  i,  lu  série  est 
convergente  et  la  somme 

r(0)  =  i:a»[cos(n-6)  +/ sin  (h'O)] 

esl  une  fonction  continue  de  l'aigument  0,  dont  la  siiile  des  dérivées  esl  illiniitce. 
Cependant  celle  fonction  F  (6)  ne  peut  être  développée  par  la  formule  de  Tavlor 
dans  aucun  intervalle,  aussi  petit  qu'il  soit.  Supposons  en  elVet  que,  dans  l'inter- 
valle  (0,1—  a,  0„+  a),  on  ait 

'■"('■I)  =  A„+A,('J  -'!„)  H-...+  A„(.0  —  0„)" -;-.... 

La  série  qui  est  au  second  membre  représente  une  foni;lion  Imloinorplie  de  la 
variable  complexe  6  dans  le  cercle  f  de  rayon  a  décrit  du  point  0„  pour  centre.  .V 
ce  cercle  c  la  relation  c  =  e^'  fait  correspondre,  dans  le  plan  de  la  variable  z, 
une  aire  fermée  A  renfermant  l'arc  y  du  cercle  de  rayon  1  allant  du  point  d'ar- 
gument 6(,  —  a  au  point  d'argument  6j  +  a.  Il  existerait  donc  dans  cette  aire  A  une 
fonction  holomorphe  de  :;  coïncidant  avec  la  somme  de  la  série  Sa";"'.  le  long 
de  y;  ce  qui  est  impossible,  puisqu'on  ne  peut  prolonger  la  somme  de  cette  série 
au  delà  du  cercle. 


11.    —    ESPACES    LACUNAIRES.     -    COIPIRE?.  f/,- 

la  série  dans  !,•  Irlan-We  ["(>' H'  naura  .•„  général  aucun  rapport 
avecJoprolonj^enientanaljtirpa.  de  la  somm,-  de  cette  série  dans 
le  triangle  PQR. 

Voici  encore  „a  exemple  très  simple,  analogue  à  un  exemple 
signalé  par  Schn.der  et  par  M.  Tanner.v.  L-expression  i^),  où  n 
est  un  entier  positif  ,p,i  augmente  indéfiniment,  apour'limhe  +  . 
>'  |5|  <  I .  et  —  r .  SI  [  ;  I  >  ,  ;  si  I  ;  I  =  , ,  cette  expression  n'a  pas 
-climae.  saut  pour  ;  =  ,.  Q,  |,  ,o,nme  des  «  premiers  termes 
de  la  série 

est  égale  ù  l'expression  précédente.  Cette  série  est  donc  conver- 
Seute  pourvu  que  |;|  soit  dillerent  de  Tunité;  elle  représente-^  , 
■"  I  .nteneur  du  cercle  G  de  rayon  uu  qui  a  pour  centre  l'origine 
et  -  I  a  I  extérieur  de  ce  cercle.  Cela  posé,  soient/(..),  tp(=)  deux 
Innct.ons  analytiques  quelconques,  par  exemple  deux  fonctions 
•'nticres;  I  expression 

est  égale  ;,/(;;  à  rintérieiir  de  C.  et  ù  -^  (z)  ù  l'extérieur  de  C.  La 
.Mconférence  elle-même  est  pour  celte  expression  une  coupure 
"'a.s  d'une  nature  bien  difï-érenle  des  coupures  essentielles  dont 
nous  venons  de  parler.  La  fonction  qui  est  égale  à  '^iz)  à  l'inlé- 
neur  de  C  peut  être .  prolongée  analvtiquement  en  dehors  du 
'jcrcle,  et  de  même  la  fonction  qui  est  égale  à  •}(.-)  à  l'extérieur 
'le  C  peut  être  prolongée  analvtiquement  à  l'intérieur. 

Des  singularités  analogues  se  présentent  pour  les  fonctions 
.epresentées  par  des  intégrales  définies.  L'exemple  le  plus  simple 
l'^t  fourni  par  l'intégrale  de  Cauchy;  si /(c)  est  une  fonction 
l.olomorplie  à  I  ultérieur  d'un  contour  fermé  F  et  sur  ce  contour 
lui-même,  l'intégrale  ^^/_;/^  ,eprésente/(x;,  si  le  point  x 
est  à  l'intérieur  de  Y.  La  même  intégrale  est  nulle  si  le  point  x  est 
à  l'extérieur  du   contour  Y.   car  la  fonclion   4~  est  alors  holo- 

morpheà  l'intérieur  du  .:nntour.  La  ligne  T  est  encore  une  cou- 
G.,  II. 
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jjure  non  essenliellc  pour  rintégTaletléiiule.  De  même  l'intégn.lr 
<Jéfinie  f  "  col  (^-^^)  <'/=  admet  comme  coupure  Taxe  réel;  elle 
est  égale  à  +  ar/  ou  à  —  ^rJ,  suivant  que  le  point  x  est  au-dessus 
ou  au-dessous  de  celte  coupure  (  n"  303  i. 

3i8.  Formule  de  M.  Hermite.  —  On  peut  raltacl.er  a»  même  or.l.c 
d'idées  un  résultat  intéressant  de  M.  Heimilc  (■)•  Soient  F  (t,  z),G(t,  :> 
deux  fonctions  l.olomorphes  des  deux  variables  /  et  ;.  par  exemi-le  deux 
,>olynomes,  ou  deux  séries  entières  convergentes  pour  luuies  les  valeurs 
•de  ces  deux  variables.  L'intégrale  définie 

•('6)  *(^)=/     TÏÏ77T,'"' 


prise  suivant  le  segment  de  droite  qui  unit  les  deux  points  y.  et  ^,  repré- 
sente, ainsi  qne  nous  le  démontrerons  plus  loin(n»  3S3  ),  une  fonction 
l.olomorphe  de  ;,  sauf  pour  les  valeurs  de  z  qui  sont  racines  de  l'équation 
G  (t,  z)  =  o,  f  étant  l'affixe  d'un  point  pris  sur  le  segment  a^.  Cette  équa- 
tion détermine  ainsi  un  nombre  fini  ou  infini  de  courbes  pour  lesquelles 
l'intégrale  *  (-)  cesse  d'avoir  un  sens.  Soit  AB  une  de  ces  courbes,  ne  pré- 
-sentant  pas  de  point  double;  nous  supposerons,  pour  nous  placer  dans  un 
«as  bien  précis,  que,  lorsque  t  décrit  le  segment  a3,  une  des  racines  de 
l'équation  Git,z)  =  o  décrit  l'arc  .VB,  et  que  toutes  les  autres  racines  de 
la  même  équation,  s'il  en  existe,  restent  en  del.ors  .l'un  contour  fermé 
convenablement  choisi  entourant  l'arc  AB,  de  telle  façon  que  le  segmenta[i 
*t  l'arc  AB  se  correspondent  point  par  poinl.  L'intégrale  (i6)  n'a  aucun 
■sens  lorsque  ;  vient  sur  l'arc  AB;  nous  nous  proposons  de  calculer  la  dif- 
férence des  valeurs  de  la  fonction  <^(z)  en  deux  points,  N,  N'  infiniment 
-voisins  d'un  point  M  de  la  ligne  AB,  pris  de  part  et  d'autre  de  cette  ligne. 
Soient  t,t,-^  t,  ï  —  e'  les  affixes  des  trois  points  .M,  N,  N'  respectivement. 
A  ces  trois  points  la  relation  G(^  =;  =  o  fait  correspondre  dans  le  plan  de 
la  variable  /  le  point  m  sur  a^  et  les  deux  points  infiniment  voisins  «,  n' 
.j>ris  de  part  et  d'autre  de  afi  ;  soient  6,  0  -^  r,.  9  ^-  ï)'  les  valeurs  correspon- 
dantes de  /.  Prenons  dans  le  voisinage  du  segment  x3  un  poinl  -,'  asscï 
A-approché  pour  qu'à  l'intérieur  du  triangle  »?-;  (jig.  79)  l'équation 
<i{t,l-T-t)  =  o  n'ait  pas  d'autre  racine  que  l-f)  ^ '..  La  fonction  y,  y_^^- 
de  la  variable  t  n'a  donc  qu'un  seul  pôle  6  H-  r,  à  l'intérieur  du  triangle  a^v, 
et,    d'après   les  hypothèses  qui  ont  été    faites,  ce   p<Me  est  un  pôle  simple. 


(')  Hermitf:,  Sur  ipœlques  points  de   la  thcorie  (les  fonctions  {Journal  (le 
Crelle,  t.  91  ). 


II.    —    ESPACES  LACUNAIRE^.    —    CDDPIRES. 
Imi  appliquant  le  lliijorème  de  Cauchv,  on  a  dcinc  la  relalion 


n'  Vi/,  ; 
/    TûJTT 


■+-£) 


-dl 


<:(',r-s 


,/i 


dl 


F  (  0  ^  : 


Les;  (le\i\  iiiti's;rales  1  y  j  sont  de  la  iinMne  forme  que  <P(z):  elles 
*  ;j  -  y 
rcpiésentenl  respeclivemenl  deux  fondions  <t>|i  ;  j.  «l'oi  c  ^  qui  sont  liolo- 
niorplies  tant  que  la  vaiiable  n'est  pas  située  sur  certaines  coupures.  Soient 
ai:  et  BC  les  coupures  qui  correspondent  au\  «leux  segments  ay  ^^  .-'V  ''"' 
plan  des  /,  et  qui  sont  infiniment  voisines  de  la  coupure  AB  de  •ï'  C;  !. 

Fi  g.   7y. 


Donnons  maintenant  à  z  la   valeur  t -^  i  :   la  valeur   correspondante   'le    / 

„        ,           .         .           ,         .        ,         ,     r        .       P(C,Z-:-z')   , 
est  0  ^-  T.  ,  représentée  |)ar  le  point  ii  ,  et  la   tonction  -r- — i r-  de  /  est 

liolomorplie  à  l'intérieui    du  triangle  a^-'.  Nous  a\on*  donc  la  relation 


,8)  r^iii^^di-.  rii^^^dc-^  r^ 


-') 


en  retranchant  membre  à  membre  les  deux  formule^    117  1  et    (18)  on  peut 
écrire  la  relation  obtenue 


[*■.(:■ 


■  )-'t',(: 


^'n  =  -^'^U' 


G',ro-+-T,,ç^2) 


.Mais  les  deux  fonclions'l'i(.;),  <I>2(-),  n'admettant  pasia  ligne  AB  comme 
coupure,  sont  liolomorphes  dans  le  voisinage  du  point  z  =  Z,  et,  en  faisant 
tendre  i  et  s'  vers  zéro,  on  obtient  à  la  limite  la  différence  des  valeurs  de 
<I>(i)  en  deux  points  infiniment  rapprochés  de  part  et  d'autre  de  AB.  Nous 
écrirons  le  résultat  sons  forme  abrégée 


O'J) 


.p,  \)_.1mN')  =  lir. 


«GO.  :,i  ' 


■2bo  cHAPiini:  xvi.  —  le  prolongement  analytique. 

c'est  la  formule  de  M.  llermite.  On  voit  qu'elle  se  lallache  très  simplement 
au  théorème  de  Caucliy  (').  La  démonstration  indique  bien  comment  on 
doit  prendre  les  deux  points  "V  et  >i':  le  point  Nf  Ç  -^  e)  doit  être  tel  qu'un 
observateur  décrivant  le  segment  a^  laisse  à  sa  gauche  le  point  0 -i- yj  cor- 
respondant. 

Il  est  à  remarquer  que  la  ligne  AB  n'est  pas  une  coupure  essentielle  pour 
la  fonction  't  (  »).  Dans  le  voisinage  du  point  N'.  on  peut  remplacer,  d'après 
la  formule  (18),  *f  c)  par  —  ["l'iC-)  -^  «J'ai  ;  ,1];  or,  la  somme  ^i(z)-~  "^ifii 
est  une  fonction  holomorphe  dans  le  triangle  curviligne  ACB  et  sur  la  ligne 
X}i  elle-même,  ainsi  que  dans  le  voisinage  de  -\'.  On  peut  donc  faire  tra- 
verser à  la  variable  .:  la  ligne  AB  en  un  point  quelconque  M  de  celte 
ligne,  différent  des  extrémités  A  et  B.  sans  rencontrer  aucun  obstacle  au 
prolongement  analytique.  Il  en  serait  évidemment  de  même  si  l'on  faisait 
franchir  à  la  variable  z  la  ligne  AB  dans  le  sens  opposé. 

Exemple.  —  Considérons  l'intégrale 


l'intégrale  étant  prise  suivant  un  segment  AB  de  l'axe  réel,  et  /(tt  dési- 
gnant une  fonction  holomorphe  le  long  de  ce  segment  AB.  Beprésentons  c 
sur  le  même  plan  que  t.  La  fonction  •!>(;)  est  une  fonction  holomorphe 
de  z  dans  le  voisinage  de  tout  point  non  situé  sur  le  segment  AB  lui-mênu- 
qui  est  une  coupure  pour  l'intégrale.  La  différence  'l'CNj  —  ^(N'i  est  ici 
égale  à  ±2-iy(Z),Z  étant  un  point  du  segment  AB.  Lorsque  la  variable  j 
franchit  la  ligne  .\B,  le  prolongement  analvtique  do  '!>(';")  est  représenté 
par  ^(jz)±-?.T.i/{z]>. 

Cet  exemple  donne  lieu  à  une  remarque  importante.  La  fonction  <!'(;' 
est  encore  une  fonction  holomorphe  de  ;,  sans  que  fit)  soit  une  fonction 
analytique  de  t,  pourvu  qu'elle  soit  continue  entre  oc  et  ^â  (n"291).  Mais, 
dans  ce  cas,  les  raisonnements  précédents  ne  s'appliquent  plus,  et  le  seg- 
ment AB  est  en  général  une  coupure  essentielle  pour  la  fonction  4'( z). 


EXERCICKS. 


1.  Trouver  les  lignes  de  discontinuité  des  intégrales  définies 

irises   suivant    la    ligne   droite  qui  Joint  les  points  (o,  i),  ou  (a.  h)\   prt 
{'  )  GoLiiSAT.  Sur  un  llicorciiic  dr  M.  Uermite  (Aria  niallieniallra.  I.  I). 


EXERCICES.  ■.>()! 

ii>;er  la  valeur  de  ces  iiUograles,  pour  iiii  ijuiiii  z  iiuii  situé  sur  les  cuu- 
(Hires. 

2.  On    oonsidèrt    quaiie    cercles  de    rayons-;:^!  avani   pour  cenires  les 

points  -T- 1 ,  4- (,  — 1,  — '.  L'espace  situi-  à  l'ertérieur  de  ces  quatre 
cercles  se  compose  d'une  aire  finie  A,  renfernianl  l'origine  el  d'une 
^ire  indéfinie  A».  Former,  par  la  métliodc  du  n"2iW,  une  série  de  fonctions 
rationnelles  qui  converge  dans  ces  aires,  el  dont  la  somme  soit  égale  à  i 
dans  Aj  et  à  o  dans  A,.  Vérifier  le  résultat  en  faisant  la  somme  de  la  série 
obtenue. 

H.  Traiter  les  nicmes  (pieslions  eu  considii  ani  les  deux  aires  i«/(M'eK/t'.« 
au  cercle  de  rayon  2  ayant  pour  centre  l'origine,  el  extérieures  aux  deux 
cercles  de  rayon  i  ayant  pour  centres  les  points  -■  i  et  —  i  respecti\enient. 
[Api'EI.l.  Ai/,i  /itiilliemn/ica,  t.  I.  | 

i.  L'intégiale  définie 


-^^>=r\-^:::i-r'^'' 


prise  le  long  de  l'axe  réel,  admet  comme  coupures  les  droites  x=  Ci/.  -(-  i  i~, 
/.  étant  entier.  Soil  ^  =  (2/.  ^  i)  -  -^  1';  un  point  de  l'une  de  ces  coupures. 
La  différence  des  valeurs  de  l'intégrale  en   deux  points  infiniment  voisins 
de  celui-là,  de  part  et  d'autre  de  la  coupure,  est  égale  à  T:(e''^-i-  ^-"5). 
[IIeumite.  Jour/Kl/  dr  Crelle,  t.  91.] 

S*.  Les  intégrales  définies,  prises  le  long  de  l'axe  réel, 

adniettenl  comme  coupure  l'axe  réel  dans  le  plan  de  la  variable  z.  Au- 
dessus  de  cet  axe,  on  a  .1  =  ain,  Jo  =  o,  et  au-dessous  on  a  J  =  o, 
J„  =  —  atTT.  Déduire  de  ces  formules  les  valeurs  des  intégrales  définies 


r 


/  —  3  '  t—Z 


COSI 

'J  —  -■! 

/ 

-  - 

s  i  n  1 

t—Z) 

[WvAKWiTK,  Journal  de  Cn'lle,  t.  91.] 
0*.   IClablir,  au  moyen  des  coupures,  la  foiinule  (Ghap.  XfV,  Et.  15) 

j_  ^     , -t-<''  ''  '  '  =  sin«7T  ■ 

[Heu.mite,  Journal  de  Crelle,  t.  91.] 


>i\X  (;llA!'!IHi:    XVI      —    LE    PROLONGEMENT   ANALVTIOI'E- 

On  considtre  rinléyrale  <l' i  ;  )  =    /        — ; dl.  ciiii  admet  comnif 

J_^     I  -h  e  '  '  - 

coupures  toutes  les  droites  j'  =  (2/.  -h  i)-,  el  qui  reste  constante  dans  \\> 
bande  comprise  entre  deux  coupures  consécutives.  Puis  on  établit  les  rela- 
tions, I  et  c  -h  A!'— étant  deux  points  séparés  par  la  coupure _^'  =  ~, 

•!'(=  —  -li-)  =  <1'(-)  ~  -11-  <?'■';",         <I>(3  —  u'-  )  =  e^'^î"  <T>(3  ). 

7*.  Soient  y")  (■:  I.  /i(  z  1  deiiK  fondions  lidlnineirplie?  dans  deux  do- 
maines R,,  R.2,  séparés  par  un  arc  de  courbe  Ali,  et  prenant  les  même- 
valeurs  sur  l'arc  AB,  ces  valeurs  formant  une  fonction  continue  sur  cet 
arc.  Démontrer  que  fi(z  1  est  le  prolongement  analytique  de  fi(^)  quand 
on  passe  du  domaine  Ri  au  domaine  R»  en  traversant  l'arc  AB. 

Prenons  dans  le  domaine  Ri  un  arc  APB,  et  dans  le  domaine  Ro  nn  an- 
AQB  formant  par  leur  réunion  un  contour  APBQA  renfermant  l'arc  Al!. 
Pour  un  point  t  pris  à  l'intérieur  du  contour  .\PB.\  (tens  le  domaine  R,. 
on  a 


./i 


suili; 


III  f,  (  r  )  =  :  '     / /  

■•^'(•Vi.     '-■'■         -'fy.     z-T    ^ 

I  )n  a  la  même  expiession  pour  /i(.r'i  si  .r  est  un  point  du  domaine  R.,. 
La  fonction  Fit)  représentée  par  le  second  membre  de  la  formule  (i)  est 
une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  Ri-l-Rj,  qui  coïncide  avec/ii-r) 
dans  R,  et  avec /» Ta-)  dans  R». 

8'.  Soient  y  1 -)  =  lrt„ -",  O'Zi  —  ^bn^"  deux  séries  entières  dont  le'^ 
rayons  de  convergence  sont  /•  et  p  respectivement.  I^a  série 

'i('-  I  =  1  a„b„  z" 

a  un  rayon  de  convergence  au  moins  égal  à  rp,  et  la  fonction  '1^  {  z  )  n  a 
(l'autres  points  singuliers  que  ceux  qu'on  obtient  en  multipliant  le» 
afiixes  des  différents  points  singuliers  dey(3)  par  les  affixes  des  différents 
points  singuliers  de  -j  {  3  1.  (  l'oir  llAVkyikMi,  A cla  inathematica,  l.  XXIll. 
p.  5"..) 


CHAPITRE  XVll. 

FONCTIONS  AXAr.YTIQUES  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 


I.  —  PHOPHIKTES  GENERALES. 

Nous  allons  nous  occuper  dans  ce  Chapitre  des  fonctions  ana- 
lytiques de  plusieurs  variables  complexes  indépendantes.  Pour 
simplifier  le  langage  et  les  formules,  nous  supposerons  qu'il  y  ;i 
deux  variables  seulement;  mais  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  étendre 
les  propriétés  générales  aux  fonction^-  dun  nombre  quelconque 
lie  \ariables. 

349.  Définitions.  —  Soienl  ;  =  m -p /c,  ;'^u  -j-''  deux  va- 
riables complexes  indépendantes;  toute  autre  quantité  complexe/ 
dont  la  valeur  dépend  des  valeurs  de  z  et  de  z'  peut  être  dile  fonc- 
tion des  deu'v  \ariables  ;  el  ;'.  lleprésenlons  les  valeuis  des  deux 
variables  ;  el  z'  par  les  deux  points  de  coordonnées  [ii,  i')  el 
((V,  t)  dans  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires,  situés  dans  deux 
plans  P,  P',  et  soient  A,  A'  deux  portions  quelconques  de  ces  deux 
plans.  Nous  dirons  qu'iine  fonction  7j^f(z,  z')  est  lioloniorpbe 
dans  les  aires  A.  A',  lorsque,  à  tout  système  de  deux  points  z,  z\ 
pris  respeclivement  dans  les  aires  A,  A',  correspond  une  valeur 
bien  déterminée  de  /(z,  z' i.  variant  d'une  manière  continue 
avec  z  et  z\  el  lorsque  chacun  des  rapports 


tend  vers  une  limite  délermiuée  quand,  ;  et  ;'  restant  fixes,  les 
modules  de  /i  et  de  k  tendent  vers  zéro.  Ces  limites  sont  les  déri- 
vées partielles  de  la  fonction  /{z,  ;')  et  on  les  représente  [«r  la 
même  notation  que  dans  le  cas  des  variables  réelles. 

Séparons  dans  /{z,  z')  la  partie  réelle  el  le  coefficient  de  », 


aOi     CHAPITRE   XVII.    —  FONCTIONS   ANALYTIUIES   I>E   PLUSIEURS  VARIABLES. 

f{z,  ;')  =  X4-/Y;  X  el  Y  son!  des  fonctions  réelles  des  quatre 
variables  indépendantes  réelles  ii.  \\  iv.  /,  vérifiant  le?  quatre 
relations 

Ou  Ov  (H-   ~        du  '  i)w  ~    dt  '  lit  ihv  ' 

dont  la  signilicalion  est  évidente  (').  On  peut  éliminer  ^  de  six 
jiianières  diflerentes.  en  passant  aux  dérivées  du  second  ordre: 
mais  les  six  relations  obtenues  se  réduisent  à  f|ualre  équations 
seulement 

O'^X         .nx    _  o^\         o^\  _ 

\  du  àt        Ov  Ow  '  eu  On-        df  0/  ' 

(') 

I    ^  ^    ^  ^  ^  - 

'        OU'^      ^        C(C2        ■"    "'  <>U'2       ~^       01-       ~    '   ' 

La  multiplicité  de  ces  relations  explique  aisémciil  pourquoi  l'on 
s'en  est  peu  servi  jusqu'ici  pour  l'étude  des  fonctions  analx  tiques 
de  deux  variables. 

350.  Cercles  de  convergence  associés.  —  l.es  propriétés  des 
séries  entières  à  deux  variables  réelles  (I,  n°*  11)0-192)  s'étendent 
aisément  au  cas  où  les  coefficients  et  les  variables  ont  des  valeurs 
c<jmplexes.  Soit 

une  série  double  à  coefficients  (|uelconques.  Soit 

A„,„=la„,„|; 

nous  a\ous  \u  (1,  n"  190)  qu'il  existe  en  général  une  infinité  de 
systèmes  de  deux  nombres  positifs  R,  R',  tels  que  la  série  des 
modules 

(3)  yA^^Z'"/,'" 


(')  Si  3  et  «'  sont  des  fonctions  anal\tiques  d'une  autre  Nariablc  .r,  ces  rela- 
tions permettent  aisément  d'établir  que  la  dérivée  de  /(:,  ~  )  par  rapport  à  ir 
s'obtient  par  la  règle  liabituelle  qui  donne  la  dérivée  d'une  l'onction  composée. 
Les  formules  du  calcul  différentiel,  en  particulier  les  formules  du  changement 
de  variables,  s'étendent  donc  aux  fonctions  analytiques  de  variables  complexes. 


I.    —    PnOPBIÉTÉS   GÉNÉRALES.  M'y') 

soil  convergenlc  si  loii  a  à  la  fois  Z  <;  R,  Z'  ■<  IV,  el  ilivcrj;eiilc  >i 
Foii  a  Z  >  R  el  Z'>  R'.  Soit  C  le  cercle  décrit  tiaas  le  plan  de  i;i 
\ariable  Z  de  l'origine  comme  centre  avec  le  rayon  R  ;  soit  de  même 
(7  le  cercle  décrit  dans  le  plan  de  la  \aiial)le  ;'  du  point  r':=<i 
comme  centre  a\cc  le  rayon  R  (Jîg-  Hi>\.  Lii  M'i-ic  double  {:>.}  e-i 

Fig.  80. 


absolument  convergente  lorsque  les  variai)les  ;  el  ;  sont  respecli- 
venient  à  l'intérieur  des  deux  cercles  (),  C,  el  divergente  lorsque 
ces  variables  sont  respectivement  à  l'extérieur  de  ces  deux  cercles 
(1,  n"  191).  On  dit  que  les  cercles  C,  (7  fornient  un  système  de 
cercles  de  convergence  associés.  Cel  ensemijle  de  deux  cercles 
joue  le  même  rôle  que  le  cercle  de  convergence  pour  une  série 
entière  à  une  variable;  mais,  au  lieu  d'un  cercle  unique,  il  y 
a  une  infinité  de  systèmes  de  cercles  associés  pour  une  série  entière 


(m-^ny. 


:■'" z'"  est  abso- 


à  deux  variables.  Par  exemple,  la  série    7 

liiment  convergente,  pourvu  qu'on  ait  |  ;  |  +  |  ;'  |  <  1  et  dans  ce  cas 
seulement.  Tout  système  de  cercles  C,  G',  dont  les  rayons  R,  R' 
\érifient  la  relation  R  +  R'=  i ,  est  un  système  de  cercles  de 
onvergence  associés.  Il  peut  arriver  qu'on  puisse  se  borner  à 
considérer  un  seul  syslème  de  cercles  associés;  c'est  ce  qui  a  lieu 

pour  la  ^série  ^^s'"  z'",  qui  n'est  couvergenle  que  si  l'on  a,  à  la 
fo.s,|  =  |<,,|.'|<,. 

Soit  Cl  un  cercle  de  rayon  R,-<R  concentrique  à  C;  soil  de 
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même  C,  un  cercle  de  rayon  R',  <  R'  concentrique  à  C;  lorsque 
les  variables  -  et  ;'  restent  comprises  respectivement  à  i'inlérieiir 
des  cercles  (J,  et  C, ,  la  série  (2)  est  uniformément  convergenit^ 
(voir  I,  n"  191  )  et  la  somme  est  par  conséquent  une  fonction  con- 
tinue F(;,  :;' )  des  deux  variables  ;,  ;',  à  l'intérieur  des  deux 
cercles  C  et  C 

En  différentianl  terme  à  terme  la  série  (2).  par  rapport  i'i  la  va- 
riable :  par  exemple,  la  nouvelle  série  obtenue  7  nuimu  :'"''  z  " 
est  encore  absolument  convergente  lorsque  z  et  z'  restent  respec- 
tivement dans  les  deux  cercles  C  et  C.  et  a  pour  somme  la  dérivée 
^- de  V{z,  z' )  par  rapport  à  :;.  La  démonstration  est  tout  à  fait 
pareille  à  celle  qui  a  été  donnée  pour  les  variables  réelles  (I,  11°  191). 
De  même  F(;,  z')  admet  une  dérivée  partielle  —,  par  rapport  à  ;'. 
(pii  est  représentée  par  la  série  double  obtenue  en  différenliant 
terme  à  terme  la  série  (2)  par  rapport  à  z'.  La  fonction  F(;,  z')  est 
donc  une  fonction  analvtique  des    deux  variables   z,  z' ,  dans  le 

domaine  précédent.  Il  en  est  évidemment  tie  même  des  deux  déri- 

àF    riF  .       ,-,  ,  ,^  ,  ,.,_, 

vees  .7— >  —-,,  et   pur  suite  r(c,   ;  )   peut  être  diuerentiee  ternie  a 

OZ       OZ  '  \  /     l 

terme  un  nombre  (pielconque  de  fois  ;  toutes  ses  dérivées  partielles 
sont  aussi  des  fonctions  analytiques. 

Prenons  à  l'intérieur  de  C  un  point  quelconque  z  de  module  i\  et 
de  ce  point  comme  centre  décrivons  un  cercle  c  de  rayon  R —  /" 
langent  intérieurement  au  cercle  C.  Soient  de  même  ;'  un  point 
quelconque  de  module  /'«c^R',  et  c'  le  cercle  décrit  du  point  ;' 
comme  centre  a\ec  R'  —  /•'  pour  rayon.  Soient  enfin  ;  -t-  A  et  z' -i-  /." 
deux  points  ([uelconques  pris  respectivement  dans  les  cercles  c  et  c', 
de  telle  sorte  que  l'on  ait 

\z\^\h\<H.         I-    -|/|<1V. 

Si  l'on  remplace  ;  et  z'  par  ;  +  h  et  r'  -i-  /.■  dans  la  série  ^2;,  on 

peut  développer  chaque  tenue  en  une  série  ordonnée  suivant  les 

puissances  de  h  et  de  /■,  et  la  série  multiple  ainsi  obtenue  est 

absolument   convergente.   En   ordonnant   cette   série   suivant   les. 

puissances  de  A  et  de  /c.  nous  obtenons  la  formule  de  Taylor 

d"'+"  F 

,  i  ,  ,.-,,._  /,.  ,'^  ,,,  ^  V  . ''"■'''" /.«A-.. 

^^   I .'...//(.  I  .  2 ...  n 


I       —     l'HlIl'KII.TKS    (.I.NKIIAI.ICS.  ■'.(<- 

'.\")l.  Intégrales  doubles.  —  (hiiuiil  «m  >c  |)ruj)()S(-  détendre 
iiiix  fondions  de  |ilu>ieurs  \ari;d)l('s  complexes  les  lliéorèmo 
généraux  que  Caucliy  a  déduils  de  la  considération  des  iiilégrales 
définies  prises  entre  des  liniilcs  imaginaires,  on  renconlre  des 
(liKieullés,  qui  ont  (Hé  complètenienl  élucidées  par  M.  Poincaré  (  '  ). 
Nous  n  t'iudierons  ici  qu'un  cas  particulier  bien  simple  qui  nous 
>ullira  pour  la  suite.  Soit  /{:-,  ;')  une  fonction  liolomorphe 
liii'sque  les  variables  :;,  ;'  restent  comprises  respeclivenient  dans 
les  deux   régions  A,   A'  (//,?.   Ni).    ConsidiMons    une  courbe   ab 


t 

/ 

a 

'-' 

h- 

0' 

ti> 

située  dans  A  et  une  courbe  a' b'  dans  A',  et  divisons  cliacune  de  ces 
courbes  en  arcs  plus  petits  par  des  points  de  division   en  nombre 

(pielcouque;    appelons    ;,,,    ;,,  ;^ ;/,_i,    ~k-  •■.,   ^n-i-    7-    !''> 

points  de  di\ision  de  ah.  ^o  el    /-  coïncidant  a\ec  a  et  b.  et  z^,. 

z\.  z,, '■i,-\i  ~-i, ^m-i  •  ^   l*'*  points  de  division  de  a' b' .  c^ 

et  Z'  coïncidant  avec  a'-  et  /)'.  La  somme  à  deux  indices 


^E  S./--' 


)i  ;/,  —  i/,    ,  Il  ;,,—  ;■/,_, 


tend  vers  une  limite  lorsciue  les  deiiv  nombres  ))i  el  n  augmentent 
indéfiniment  de  façon  que  tous  les  modules  j^* —  ;a_i  |  el|;Ji —  ;,,_,  | 
tendent  vers  zéro.  Soit  f{z,  ;')^X  +  tY,  X  et  Y  étant  des 
fonctions  réelles  des  quatre  variables  u,  c,  w,  t]  posons  encore 
;/.  =  Uf^->r  /(•/;,  z)^  =  n'/,  -1-  il/,.  Le  terme  général  de  la  somme  S  peut 


f  '  )   l'oiNr.Anï, 
I.  I\l. 


/es   résidus  des   intégrales  doubles  (   icin  niatlieniatira. 
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s'écrire 

|X((//,-i,  ''/.-i;  "v,  1,  t/,-i)-+-  tV(((/,-i,  <'/.-i;  i>v,-i,  '/,->}] 
X  [il/,—  "/.-i-i-  i(v/. —  t'A-i)]  ["'/,—  "7<-i+  '('/,-  0,-1)], 

et,  si  l'on  ellecliie  les  produits  indiqués,  ou  a  huit  produits  ])ar- 
liels;  Démontrons  pai-  exemple  tpie  la  simime  des  produits  partiels 

<'■>)  ^  ^X(!//._,,  17,^,;  (f/,.,,  //,_,, lia/,— "/.    1  ^ ("■/,— iiv,_, ) 

tend  vers  une  limite.  Nous  supposerons,  comme  c'est  le  cas  dans 
la  figure,  que  la  courbe  au  n'est  rencontrée  qu'en  un  point  par 
une  parallèle  à  l'axe  Ov,  et  de  même  qu'une  parallèle  à  l'axe  0/ 
ne  rencontre  qu'en  un  point  au  plus  la  courbe  a' b' .  Soient 
i'::=ts(«),  t=:^(w)  Ics' équations  de  ces  deux  courbes,  ito  el  U 
les  limites  entie  lesquelles  varie  u,  ti'„  el  W  les  limites  entre 
lesquelles  varie  w.  Si  l'on  remplace  dans  X  les  variables  o  cl  t 
\}ar  <f{a)  el  'i(<v)  respectivement,  elle  devient  une  foncliou  con- 
tinue l'{u,  n')  des  variables  11  et  ti'  et  la  somme  (G)  peut  encore 
s'écrire 

(f>)'  ^   ^>'("/,-l,  l'V,-!)  ("/.— "/,-i)('iV,  — 'f/j-l)- 

!>orsque  tn  et  /;  croissent  indéfiuimeut,   cette   somme  a  pour 

limite  l'intégrale  double   /    /  P(m,  iv)  rfw  c^(v  étendue  au  rectangle 

limité  par  les  droites  u  =  i/o,  u  =  U,  (V  =  h'„,  n-  =  W. 
(^ette  intégrale  double  a  aussi  pour  expression 

/      du  j       l'  {  II,  iv )  d»\ 

ou  encore,  en  introduisant  les  intégrales  cur\ilignes, 

(7)  f    du  f     \(K,  .•:  w,l)d»-. 

Dans  cette  dernière  expression,  on  suppose  que  u  et  r  sont  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'arc  n6,  et  n',  /  les  coor- 
données d'un   point  quelconque  de  l'arc  a! b' .    Le  point   (m,    »') 
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riant  supposé  lixi-,  on  fait  décrire  ;iu  point  (ii-,  t)  Tare  a' //  et  l'on 

prend  rintéi;ialp  cinviliitne    /    X  t/ii-   le   ion-;  de  a' h' .   I.e   résultat 

est  une  fonction  de  n.  c.  soit  R  ( /i.  c"),  et  Ton  ealcule  ensuite  l'iit- 

tégrale  curviligne    /   Rû/,  v)  du  le  long  de  lare  al>. 

La  dernière  e\pressu)n  obtenue  (-)  pour  la  limite  de  la 
somme  i^i)  \  s  applirpie  (piels  que  soient  les  chemins  ab  et  a' b' . 
Il  suffît,  comme  on  l'a  déjà  fait  plusieurs  fois,  de  décomposer 
chacune  des  conriies  ab  et  a' b'  en  arcs  assez  petits  jiour  satis- 
faire aux  conditions  requises,  d'associer  de  toutes  les  manières 
possibles  une  portion  de  ab  à  une  portion  de  a'b',  puis  d'ajouter 
les  résultats.  En  ojtérant  de  la  même  façon  avec  toutes  les  sommes 
de  produits  partiels  analogues  à  la  somme  (()).  on  voit  fpie  S  a 
|)Our  limite  la  somme  de  huit  intégrales  doubles  analogues  à  lin- 

légrale  (-).    Représentons    cette    limite    par   /  /  Fis.    :-')(i:(/:\ 
nous  avons  l'égalité 

(8)       /     fv(:..z<dz,/z=.  f    du  f     \dw-    f  di-   f      \  dl 

•■       ■  •    \nl,)         ^,n'b\  •-   ,„b  •    (,,7/ 

-  f  d„  f  \dt  -  f  di-  f  \d»- 
^  (■  f  du  f  Y  </..  —  /  /  dl-  I  Y  dt 
-^if     du  f      \dt  +/  f    dv    f      X  dn-, 

que  l  on  peut  écrire  d  une  façon  abrégée 

r  A' (;.  ;  1  dz  dz  =  /      (du  -^  idv)  f     i\-   i\)  (d»'  -^i  dl) 


ou  encoie 


;M  f  fv.z.z,dzdz^  f     dz  f       F(z,z)dz: 

•       •  "^   [ab  '-'{nb- 

La  formule  i  ()  i  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  cpii  permet  de 
<  alculer  une  intégrale  tlouble  ordinaire,  étendue  à  la  surface  d'un 
rectangle,  au  moven  de  deux  quadratures  successives  (I,  n°  120). 

On  calcule  d'abord  l'intégrale    /   F(;,  ■;')  dz'  le  long  de  l'arc  a'  b\ 
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en  V  supposant  :;  conslant  ;  le  résullat  est  une  l'oncllon  «I'(3)  de  ;. 
que  Ton  intègre  ensuite  le  long  de  l'arc  ab.  Comme  les  deux  che- 
mins ab  ela'^' jouent  un  rôle  analogue,  il  est  clair  que  l'on  peut 
intervertir  l'ordre  des  intégrations. 

Soit  M  un  nombre  positif  supérieur  au  module  de  l'(:;,  :  i 
lorsque  ;  et  ;'  décrivent  les  arcs  ab  et  a' b' :  si  L  et  L'  désignciil 
les  longueurs  respectives  de  ces  arcs,  le  module  de  l'intégrale 
double  est  interleur  à  MLU  (n"  283).  Lorsqu'un  <les  chemins,  a  b' 
par  exemple,  forme  une  courbe  fermée,  Pintégrale  j       Fi  ;,  s  ;  clz 

sera  nulle  si  la  l'onction  V{z,  z' )  est  holomorphc  pour  les  valeurs 
de  z'  à  l'intérieur  de  celte  courbe  et  les  valeurs  de  ;  situées  sur  ab. 
Il  en  sera  donc  de  même  de  l'intégrale  double. 

3o2.  Extension  des  théorèmes  de  Cauchy.  —  Soient  C.  C  deux 
courbes  fermées  sans  point' double,  situées  respectivement  dans 
les  plans  des  variables  ;  et  z',  ¥{z,  z')  une  fonction  bolomorpbe 
lorsque  z  et  ;'  restent  dans  les  aires  limitées  par  ces  deux  courbes 
et   sur  ces  courbes  elles-mêmes.   Considérons  l'intégrale    double 


^l''^/c--^')^— 


x'  )  ' 


où  X  est  un  point  intérieur  au  contour  C  et  x'  un  point  intérieur 
au  contour  C,  et  supposons  ces  deux  contours  décrits  dans  le  sens 
direct.  K'intéuralc 

/•         '^'----^^       . 

.  F(  ;,  y  ) 
où  z  désigne  un  point  fixe  du  contour  C,  est  égale  à  9.-i     .  _i ^.   ■ 

On  a  donc 

_       .  r  Kl  z.j-  I 

»  '  t    "  ~  ' 
et.  en  appliquant  encore  une  fois  le  théorème  de  Caucliv. 
1  =  —  4  7t2  F  (  .r,  x' }  : 

ce  ([ui  nous  conduit  à  la  formule 

i       r     ,      r         Fis.  :■)(/:■ 
(loi  F(x,x  )  =  —  -rzr^    I     "-   /      i  z  —  x^{  z'  —  x'  ) 
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tout  à  fait  pareille  ;i  lu  formule  fondamentale  «le  Caiicliv.  cl  d'oii 
Ton  peut  tirer  des  conséquences  aualof^ues.  On  eu  déduit  l'exis- 
tence des  dérivées  parlielles  de  tous  les  ordres  de  la  fonclion 
V{:-,  z-')  dans  les  aires  considérées,  la  dérivée    "'"""^    .^y.,^^, 

Ox'"  0:r'"     •  ' 

^'xpression 


^n  F 


d.r'"  àx'" 


m^^f-'-f 


l'iz.z'xh' 


.v-y- 


Pour  obtenir  la  formule  de  Taylor,  supposons  (|uc  les  con- 
loiirs  C  et  C  soient  des  circonférences;  soient  a  le  centre  de  ('- 
et  R  son  rayon,  h  le  centre  de  C  et  R'  le  rayon.  Les  points  x  et  x' 
<''tant  pris  respectivement  à  Tintériedr  de  ces  circonférences,  on  a 
I  ,r  -  rt  I  =  ,•  <  R,  et  I  .r'  —  /^  I  =  ;•'  <  R',  et  la  fraction  rationnell.- 


peut  être  développée  suivant  les  puissances  de  x  —  a  et  de  x'  ~  /y, 


I  --  —  a-)  (z'  —  .?■'  I        jimi    Zd(z~  ,1  y"+\  i  z'  —  h  )«+i  ' 

la  série  du  second  membre  étant  uniformément  convergente 
lorsque  ;  et  z'  décrivent  respectivement  les  cercles  G  et  C,  car 
ie  module  du  terme  général  est  ^  (j)'"  (^  j".  d  ,jeut  donc 
lemplacer  ^  ■_  .^.^  ^^,_  ^,^  par  la  série  précédente  dans  la  for- 
mule (lo)  et  intégrer  terme  à  terme,  ce  tpii  donne 

■'      r^o  t^.  -''<■.       /c   '  -  -  «  ""+'(-'-  b  l'- 


en tenant  compte  des  formules  obtenues  en  remplaçant  x  et  x' 
par  a  et  6  dans  les  relations  (lo)  et  (ir),  on  retrouve  la  formule 
de  ïaylor 

!  da'"  Ob" 


<  12)       F(x,  x')  ==  Fia,b)^  Y     y    ^'"""P    (j^-ay-i.r'-  b)" 


la  combinaison  m  =  n  =o  étant  exclue  de  la  sommation. 
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Reniaicjue.  —   Le  cueffuient  «„,„  de  {x  —  a)"' {x' — h)"  dans 
la  série  précédenle  est  égal  à  l'inlégrale  double 


^i./:-./;. 


V(z,z)dz 


(-_„),«  +  !(-'_  6  )"  +  >' 


si  M  esl  une  liiuito  supérieure  de  |F(5,  ;')  )  le  long  des  cercles  G 
et  fV,  on  a,  d'après  une  remarque  générale. 


I  W 

La  fonclioii 


M 


.r  —  a  ^ 


X  ~  b\ 

est  donc  une  fonction  majorante  pour  F(j",  j')  (I.  n"  192). 

.'Î53.  Fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies.  —  Pour 
l'tudier  certaines  fonctions,  on  ciierche  souvent  à  les  exprimer  par 
des  intégrales  définies,  où  la  variable  indépendante  figure  comme 
paramètre  sous  le  signe  intégral.  Nous  avons  déjà  donné  des  condi- 
tions suffisantes  pour  qu'on  puisse  appliquer  la  formule  habituelle 
de  difTérentiation  lorscpie  les  variables  sont  réelles  (I,  n"' 98,  100). 

Nous  allons  re|)rendre  la  question  pour  les  variables  complexes. 
Soit  F(3,  ;')  une  fonction  holomorphe  des  deux  variables  z  et  ;', 
lorsque  ces  vaiiables  restent  comprises  respectivement  dans  deux 
régions  A  et  A'.  Prenons  dans  la  région  A  un  chemin  déterminé  L 
de  longueur  finie,  el  considérons  l'intégrale  définie 


(i3) 


<l>(,r)  =   /     F{z,x  )  dz 


OÙ  X  est  un  point  quelconque  de  la  région  V.  Pour  démontrer  que 
cette  fonction  <i>(a")  est  une  fonction  holomorphe  de  .r,  décrivons 
du  |)oint  X  comme  centre  une  circonférence  G  de  rajon  R,  située 
tout  entière  dans  la  région  A'.  La  fonction  F(;,  ;')  étant  holo- 
niorplic,  ou  a,  d'après  la  formule  fondamentale  de  Cauchy. 

21t;  J(Ci       z  —  .r 
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el  l'intégrale  i  i!  i  peut  encore  s'écrire 


'l'j- 


=  ^J.'\I 


Soit  X  -r  A./'  un  point  voisin  de  ./'  dans  le  cercle  C;  on  a  de  même 

I       r    ,     r    F  --.  =    dz 
■i-i  J,         .',    z'—:r  —  l.r 

Cl  par  suite,  en  reprenant  un  calcul  déjà  fail  (  n"  291), 
■I» (a- -^  Aj  I  —  <l' (  ./•  1  ^  I         r  r  l'{Z,  z' I  liz' 

Soient  -M  un  nombre  positif  supérieur  au  module  de  F(;,  :'  i 
lorsque  les  variables  ;  et  ;•'  décrivent  res|)ectivement  les  lii;nes  L 
el  C,  S  la  longueur  de  la  ligue  L,  et  z  le  module  de  Ix.  Le  module 
de  la  seconde  intégrale  est  inférieur  ;i 


.-  K=.  K  -  ; Kl  H 


el  par  conséquent  tend  vers  zéro  lorsque  le  poial  x  +  Ai'  se  rap- 
procbe  indéfiniment  du  point  x.  La  fonction  $(j;  i  admet  donc  une 
dérivée  unique  qui  a  pour  expression 


,,.  I        /'    ,.    /■    1"'  z,  z'J(iz^ 

j-i,',  ',       I  z   -    :r  - 


Mais  on  a  aussi  (  n°  291) 

(/F  I       r   V'z.z  fdz 


^.i. 


el  lu  foiiniile  piécédcnle  peut  encore  s'écrire 

(M,  ^..r)=jj±dz. 

Nous  retrouvons  la  formule  habituelle  de  diilérenliation  sous  le 
M^ne  inlégi'al. 

Le   raisonnenicnl   ne   s'applique   plu-;    lorsque    le   clicmin   dln- 
C,  II.  i8 
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téi;ralion  L  s'élend  à  l'infini.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
que  L  soit  une  demi-droite  indéfinie  issue  d'un  point  a„  et  fais;inl 
un  ant;le  h  avec  l'axe  réel.  Nous  dirons  que  l'intégrale 

•l>(.ri  =    /       V(z,.r)  dz- 

est  uniformément  convergente  si  à  tout  nombre  posilil  :  on  peiU 
l'aire  rorre.'spondre  un  nomlu-e  positif  N  tel  que  l'on  ait 

I    r  F(3.j-)rf;|  <:. 

l.Durvu  <iue  p  soit  supérieur  à  N,  quel  que  soit  x  dans  V.  En 
parta5;e.int  le  chemin  d'intégration  en  une  infinité  de  segments 
rectilignes,  on  démontre  que  toute  intégrale  uniformément  con- 
ver"ente  est  é"ale  à  la  somme  d'une  série  uniformément  conver- 
gente dont  les  termes  sont  des  intégrales  prises  le  long  de  certains 
segments  de  la  demi-droite  indéfinie  L.  Toutes  ces  intégrales  sont 
des  fonctions  liolomorphes  de  .r:  il  en  est  donc  de  même  de  l'inté- 

■'ral.>    f  '  -l'  (  ^-  '^  )  ''-■  *  "°  '^'*"  '  • 

Un  voit  de  la  même  façon  que  l'on  peut  appliquer  la  formule  lia- 
hiluelle  de  différentialion,  pourvu  que  l'intégrale  obtenue  j     —  dz- 

soit  elle-même  uniformément  convergente. 

Si  la  fonction  F(  z,  :■')  devient  infinie  pour  une  limite  «o  Je  I» 
lione  d'intégration,  on  dira  de  même  que  l'intégrale  est  uniformé- 
ment convergente  dans  un  certain  domaine  si  à  tout  nombre 
positifs  on  peut  faire  correspondre  sur  la  ligne  L  un  point  «o-t-n 
tel  (]ue  l'on  ail 

\   r''  I 

b  étant  un  point  quelconque  de  la  ligue  L  compris  entre  a,,  el 
a„-i-T^,  cette  inégalité  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  dans  le  domaine  considéré.  Les  conclusions  sont  les  mêmes 
que  dans  le  cas  où  une  limite  de  l'intégrale  est  rejetée  à  l'infini,  Cl 
s'établissent  de  la  même  façon. 
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.'{54.  Application  à  la  fonction  1".  —  L'i'ntéj;rale  <léllnle  pii<e  lo  lon^-  il  - 
l'axe  réel 

(i5)  /         f-^^c'dt, 

i]iie  nous  n'avons  éludiée  que  pour  les  valeurs  réelles  et  posilivcs  <Ie  ; 
1  1,  n<>fl4),  a  une  valeur  finie  pourvu  que  la  partie  réelle  de  -,  que  nous  dési- 
gnerons par  .Kl;),  soil  positive.  Soit  en  effet  -  =  .r -,- /  r  :  on  en  iléduil 

I  t"   'f-' I  = /<■   '  c   '.  Comme  l'intégrale  1         t^'' e-' J/  a  uni-   v.ileui-  liiii<; 

•^  0 
lorsque    r   est    positif,  il   en    est  évidemment  de   même   de    l'intégiale   iiï) 

I  I.  n°M)l-fl2i.  Celte  intégrale  est  uniformément  convergente  dans  huit  le 
domaine  délini  par  les  conditions  .\  >A(.ï)>rj,  N  et  t,  étani  deux 
nombres  positifs  arbitraires.  Xous  pouvons  écrire  en  effet 


...f 


dl. 


et  il  suflil  de  prouver  (|ue  chacune  des  intégrales  du  second  uiembie  est 
uniformément  convergente.  Démontrous-Ie  par  exemple  pour  la  seconde. 
Soil  l  un  nombre  positif  supérieur  .'i  un  ;  si  A(-  i  <  \,  on  a 

I  •  /  I       >^'i 

et  l'on  peut  trouver  un  nombre  posilif  A  assez  grand  pour  que  la  dernière 
intégrale  soit  inférieure  à  tout  nond>re  positif;,  pourvu  que  l'on  ait  /  A. 
La  fonction  !"(;)  définie  par  l'intégrale  (i5)  est  donc  une  fonction  IihId- 
morphe  dans  toute  la  région  du  plan  située  à  droite  de  l'axe  <)_>'.  Cette- 
l'onclion  r(;:)  satisfait  encore  à  la  relation 

^r6)  .         l'i  - -I.  =  - ri';) 

obtenue  pai'  une  intégration  par  parties,  et  par  suite  à  la  relation  pin* 
générale 

(  1 7  >  r  (-:  —/£)  =  ;;(;-;-  1  )...(  r.  -t-  //  —  I  )  1'  (:;  ) 

qui  en  est  une  conséquence  immédiate. 

Celte  propriété  permet  d'étendre  la  définition  de  la  fonction  l'i  ;  )  aux 
valeurs  de  z  dont  la  partie  réelle  est  négative.  Considérons  en  ell'el  la  fonc- 
tion 

1'  '  -  —  "  ' 
(i8)  i(;i=  , 

Zt  Z  —  IK.AZ  -^  Il  —  Il 

où  n  est  un  nombre  entier  positif;  le  numérateur  r(--i-/i)  est  une  fonc- 
tion bolomorphe  de  z.  définie  pourvu  que  l'on  ait  tR(3)> — n:  la  fom- 
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lion  ij;(;)  est  dont  une  fonction  niéromorplie  définie  pour  toutes  les  valeur' 
de  la  variable  dont  la  partie  réelle  est  supérieure  à  —  n.  Or  cette  fonction 
'^(z)  coïncide  a\ecla  fonction  liolomorphe  Tiz)  y  droite  de  l'axe  Oy, 
d'après  la  formule  (17)  ;  elle  est  donc  identique  au  pi  olongenient  analytique 
de  la  fonction  liolomorphe  r(i)dans  la  bande  comprise  entre  les  deux 
droites  éR.(-)  ^  o,  cR(-)= — n.  Comme  le  nombre  entier  11  est  arbitraire, 
on  en  conclut  qu'il  existe  une  fonction  méroniorphe,  admettant  comme 
pôles  du  premier  ordre  tous  les  points  ~  =  o,  -  =  — 1,  z=  —  2,  ..., 
^=  —  n,  ...,  et  qui,  à  droite  de  l'axe  O^-,  est  égale  à  l'intégrale  (i5). 
On  représente  encore  cette  fonction  méroniorplie  par  r(;),  mais  la  for- 
mule (i  5)  ne  permet  de  calculer  'a  valeur  numérique  que  si  l'on  a  .:fl(;)  >■  <>. 
Si  ôK(;)<o,  il  faut  en  outre  se  servir  de  la  relation  (17)  pour  avoir  la 
valeur  numérique  de  cette  fonction. 

Voici   une  expression   de   la   fonction    ri,;]   qui   est  valable   pour   toute 
valeur  de  :.  Soit  S(z)  la  fonction  entière 


S(.)=.||(.-i). 


qui  admet  pour  iévos  les  j)ôle-  ilo  r(;j.  Le  produit  S^^)^(;)  doilélie 
une  fonction  entière.  On  démontre  que  cette  fonction  entière  est  égale 
à  e~^',  G  étant  la  constante  d'Riiler  (')  (I,  p.  li  1,  et  l'on  en  déduit  la 
formule 

qui  montre  que est  une  transcendante  entière. 


355.  Prolongement  analytique  d'une  fonction  de  deux  variables 
Soit  u  =  ¥(i,  z')  une  fonction  liolomorphe  des  deux  \ariables  z  et  z' 
lorsque  ces  deux  variables  restent  respectivement  <lans  deux  régions  con- 
nexes A  et  A'  des  deux  plans  où  on  les  icprésenle.  On  démontre,  comnir 
<lans  le  cas  d'une  seule  variable  ( n"  3-41),  que  la  valeur  de  cette  fonction 
pour  un  système  quelconque  île  pninls  z,  z'  pris  dans  les  régions  \,  A'  est 
<léterniinée  si  l'on  connaît  les  valeurs  de  F  et  de  toutes  ses  dérivées  par- 
tielles pour  un  système  de  deux  points  z  =  o,  z'^  />,  pris  dans  les  même» 
légions.  Il  semble  facile,  d'apiès  cela,  d'étendie  aux  fonctions  de  deux 
variables  complexes  la  notion  du  prolongement  analytique.  Considérons 
une  série  à  deux  indices  -a„,„  telle  ([u'il  existe  deux  immlires  positifs  r,r'. 


(')    Ili-RMITE,  Cours  d'Analyse,   \'  t^diiion,  p. 
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jiniissant  de  la  |)ropriélé  suivante  :  la  «éiic 

i2o)  Fi  z.  z")  =  i:  a,„„  z'"  z'" 

«si  ronveigenle  si  l'on  a  à  la  fois  |  ;  |  <  ;■.  \  z' \  •<  ;',  et  divergente  si  l'on  a 
:i  la  fois  I  ;  I  >  r,  |;'|>r\  l.a  série  piinédcntc  délinil  alors  une  fonc- 
lion  l'"(;,  -'),  qui  est  holomorplie  lorsque  les  variables  z,  z'  restent  res- 
[leclivcment  dans  les  cercles  C,  C,  de  i  ayons  r  et  r';  mais  elle  ne  nous 
apprend  rien  sur  le  mode  d'existence  de  cette  fonction  lorsque  l'on  a  |;|>  r, 
ou  |i'|>/'.  Imaginons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  fasse  décrire  à  la 
variable  ::  un  chemin  I.  allant  de  l'origine  a  un  point  Z  extérieur  au  cercle  ('., 
et  à  la  variable  z'  un  autre  chemin  I,'  allant  du  point  •;' =  o  à  un  point  Z' 
extérieur  au  cercle  C.  Soient  a  et  3  deux  points  piis  respectivement  sur 
les  deux  chemins  I^  et  I/,  a  étant  à  l'iiiléricur  de  C  el  J5  à  l'intérieur  de  C  . 
La  série  (20)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des  différentiationj  répétées 
pprmetlent  de  former  une  nouvelle  série  entière 

(  u)  ^  /j,„„{  z  —  ■x)"'(  z'  —  ij" 

qui  est  absolument  convergente  lorsque  l'on  a  |; —  a|  <  /-j,  et  |  -' —  ^  j<  ;■', , 
/ 1  et  /■',  étant  deux  nombres  positifs  convenablcujcnt  choisis.  Appelons  Ci 
le  cercle  de  rayon  r,  décrit  du  point  a  pour  centre  dans  le  plan  des  z,  et  C\ 
le  cercle  de  rayon  r',  décrit  du  point  'i  pour  centre  dans  le  plan  de  la  va- 
riable :'.  I^orsque  z  est  dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles  C  et  Ci, 
et  le  point  ^'dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles  C  et  C',,  la  somme 
lie  la  série  (.».[l  est  identique  à  la  somme  de  la  série  (20).  Si  l'on  peut 
rhoisir  les  deux  nombres  /•[  et  r,  de  façon  que  le  cercle  Ci  soit  en  partie 
extérieur  au  cercle  C,  ou  le  cercle  C\  en  partie  extérieur  au  cercle  C,  on 
aura  étendu  la  définition  de  la  fonction  V(z,  z'  1  à  un  domaine  en  partie 
extérieur  au  premier.  En  continuant  de  la  sorte,  on  conçoit  bien  la  possi- 
bilité d'étendre  de  proche  en  proche  la  fonction  !''(;,  z').  Mais  il  inter- 
vient ici  un  nouvel  élément  important,  lin  effet,  il  est  nécessaire  de  tenir 
compte  des  manières  re/atires  dont  les  variables  se  déplacent  sur  leurs 
chemins  respectifs,  lin  voici  un  exemple  très  simple  dû  à  lAI.  Sauvage  ('). 
Soit  u  =  \/z  —  c'-t-  1  :  nous  prenons  pour  valeurs  initiales .:  =  •3'  =  o,  a=  1, 
et  les  chemins  décrits  par  les  variables  z,  z'  sont  définis  comme  il  suit  : 
1"  le  chemin  décrit  par  la  variable  z'  se  compose  du  segment  rectiligne 
allant  de  l'origine  au  point  j'=i;  2°  le  chemin  décrit  par  .;  se  compose 
de  trois  demi-circonférences  :  la  première  OMA  {Jig.  82)  a  son  centre  sur 

l'axe  réel,  à  gauche  de  l'origine,  et  son  rayon  inférieur  à  -;  la  seconde  A^'B 


(')  Sauvagk,  Premiers  principes  de  la  Théorie  générale  des  fonctions  de 
plusieurs  variables  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Afarseille,  t.  XIV). 
Ce  Mémoire  est  une  cxccllciilc  introduclion  à  l'étude  des  fonctions  analytiques 
de  plusieurs  variables. 
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a  encore  son  centre  sur  l'axe  réel,  et  placé  île  telle  faeoD  que  le  point  —  i 
Mvit  sur  le  diamètre  AB;  enfin  la  troisième  lîI'C  a  pour  centre  le  milieu  du 
segment  qui  va  du  point  B  au  point  C(;  =  i  i.  La  première  et  la  troisièm<* 
<le  ces  demi-circonférences  sont  au-dessus  de  l'axe  réel,  et  la  seconde  au- 
dessous,  de  façon  que  le  contour  O^fANBPCO  entoure  le  point  z=  —  i. 
Cela  posé,  choisissons  les  marches  suivantes  : 

i'  z'  reste  nul,  et  2  décrit  tout  le  chemin  OABG; 
>°  -  reste  égal  à  i,  et  z'  décrit  tout  son  chemin. 

Si  l'on  considère  la  variable  auxiliaire  /  =  z  —  ;;',  on  voit  facilement  que 
le  chemin  décrit  par  la  variable  t.  si  l'on  représente  cette  variable  t  par  un 


4 J _^ 

/A'    b\       Il     J' 


jvoiiit  du  plan  des-,  est  précisément  le  contour  fermé  OABCO  qui  entoure 
ic  point  ciitique  <=  —  1  du  radical  ^  V -s- i .  La  valeur  finale  de  11  est 
donc  u  =  —  I . 

Choisissons  au  contraire  les  marches  suivantes  ; 

1"  -  reste  nul  et  z'  varie  de  o  à  1  —  i(î  étant  un  nombre  positif  très 
j'ctit); 

■>"  z'  reste  égal  à    1  —  î  et  ;  décrit  tout  le  chemin  OABC: 
3°  -;  reste  égal  à  i,  et  ='  \arie  de  1  —  £  à  i. 

Lorsque  z'  varie  de  o  à  1  —  ;,  la  variable  auxiliaire  /  décrit  un  chemin  00' 
aboutissant  ù  un  point  O'  très  voisin  du  |>oinl  —  1  sur  l'axe  réel.  Lorsque  ; 
<lécrit  ensuite  le  chemin  OABC,  t  décrit  un  chemin  O'yV  B'C  superposabh- 
iiii  précédent  et  aboutissant  au  point  C'{OC'=e)  sur  l'axe  réel.  Enfin. 
Sorsque  z'  varie  de  1  — î  à  i,  *  ira  de  C  à  l'origine.  La  variable  auxiliaire  / 
dérrit  donc  le  contour  fermé  OO'A'B'C'O  qui  laisse  à  l'extérieur  le 
jioint  — 1,  pourvu  que  e.  soit  pris  assez  petit.  La  valeur  finale  de  M  sera 
«lonc  égale  à  -r-  i. 

l-a  nature   des   singularités  des  fonctions   analytiques  de  plusieurs   va- 
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l'iables  est  beaucoup  moins  bien  connue  que  celle  des  fonctions  J'uiie  seiili- 
\aiiablc.  Une  Jes  plus  grandes  difficultcs  du  pioblcuio  lient  à  ce  que  le- 
couples  de  valeurs  singulières  ne  sont  pas  isolés  i  '  i. 
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3."6.  Théorème  de  'Weierstrass.  —  Nous  uvons  déjà  élaijli 
{\,  11"  193)  rexisleuce  des  fonctions  iiiipliciles  définies  par  des 
oquations  dont  le  premier  membre  peut  tHre  dé\eloppé  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  positives  et  croissanles  des  deux 
variables.  Les  raisonnements,  qui  étaient  faits  en  supposant  les 
variables  et  les  coefficients  réels,  s'appliquent  sans  modification 
lorsque  les  variables  et  les  coefficients  ont  des  valeurs  quelconques 
ré-elles  ou  imaginaires,  pourvu  que  l'on  conserve  les  autres  hy|)o- 
llièses.  Nous  allons  établir  maintenani  un  tliéorème  jibis  général. 
et  nous  conserverons  les  nulalioas  déjà  einpiovées  dans  cette 
étude:  les  variables  complexes  seront  déMgné'es  ]iar  x  et  y. 

Soit  FiA',  l'j  une  fonction  bolomorplie  dans  le  domaine  d'un 
système  de  valeurs  x  ^  y.,  y  =  fi.  et  telle  que  Ion  ait  I'(a,  i  )  =  c>  ; 
nous  su|)poserons.  ce  qui  est  toujours  permis,  y.  =  'i  =  o.  L'équa- 
tion F(o.  r)  =  o  admet  la  raciney:=o  à  un  certain  degré  de 
multiplicité.  Le  cas  qui  a  été  étudit'  est  celui  où  y=ii  est  une 
racine  siin|)le;  on  va  maintenant  étudier  le  cas  général  où y  =  o 
fst  une  racine  multiple  d"ordre  ii  de  Féqualion  Fio.  v>  =  o.  Si 
l'on  ordonne  le  développement  de  P{x,  _>')  dans  le  domaine  du 
point  x  ;=  r  =  o,  suivant  les  puissances  de  y.  ce  développement 
f  st  de  la  forme 
(22)  P(3;y)  =  A„  ^  A,  >'  —  ...  ^A„v'"^  .\„+,_r"-'  — 


les  coefficients  A,- étant  des  séries  entières  en  .t-  dont  les  n  [ire- 
iiiières  sont  nulles  pour  ,r  =  o,  tandis  que  A„  ne  s'annule  pas 
pour  j:  =  o.  Soient  C  et  G'  deux  cercles  de  rayons  R  et  R'  décrits 
de  l'origine  comme  centre  dans  les  plans  des  x  et  des  y  respec- 
livemenl.    Nous  supposerons   que  la   fonclion    F(.r.  )'^   est   holo- 

(')  Pour  tout  ce  qui  coDcerne  celle  question,  voir  un  .Mémoire  de  .M.  Poincaré 
dans  les  Acia  mathenialica  (  l.  XXVI).  la  Thèse  de  M.  V.  Cousin  {Ibid.. 
t.  XIX),  el  l'Ouvrage  récent  de  W.-F.  Osgood  :  J'opics  in  llie  Theory  of 
fiinclioiis  of  several  coniplex  variables  (The  Afailison  CoUoquiuin.  published 
by  the  American  matliematical  Society  ;  Mjii). 
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niorplie  dans  le  domaine  défini  par  ces  deux  cercles  el  aussi  sui- 
les  cercles  eux-mêmes  ;  comme  A„  nest  pas  nul  pour  x  =  o,  nous 
pouvons  supposer  le  rayon  R  du  cercle  C  assez  petit  pour  que  la 
fonction  A„  ne  s'annule  pas  à  l'intérieur  de  C,  ni  sur  ce  cercle. 
Soient  M  la  limite  supérieure  de  |  ¥( x,  y)  \  dans  le  domaine  précé- 
dent et  B  la  limite  inférieure  de  |  A,,].  D'après  le  lliéorème  fonda- 
mental de  Cauchv,  on  ;i 

j.-i  J  ^,         y  — _}• 

X  et  j)^  étant  deux  points  quelconques  pris  dans  les  cercles  t!  et  C  ; 
on  en  conclut  que  le  module  du  coefficient  A,„  de  j'"'  dans  lii  for- 
mule (  3.2)  est  inférieur  à  t^,  quelle  que  soit  la  vHleur  de  x  dans 
le  cercle  C. 

Cela  posé,  nous  pouvons  écrire 
(->.;)  Vtr,  y)  —  A„^"i  I  -t-  I'  -r-  I,'  . 

en  posant 


p    -V.+. , 

.    ,    A„-H,  ^..,   , 

'    ^     A„   '' 

'       A„  _," 

A„-,    . 
■■■   ■      A„     y' 

Soit  i  le  module  de  t;  on  a 

'      '  "  1:1;'"  \K'        IV=  -^■■-  j        P15.,, 
et  ce  module  sera  inférieur  à  -  pourvu  que  Ion  ail 

Soit  d'autre  part  'xyr)  la  valeur  maximum  du  module  des  fonc- 
tions Ao,  A,,  ...,  A„_,  pour  toutes  les  valeurs  de, r  dont  le  module 
ne  dépasse  pas  un  nombre  r  ■<  R-  Ces  n  fonctions  étant  nulles 
pour  ar=o,  \t-{r)  tend  vers  zéro  avec  r,  et  Ion  peut  toujours 
prendre  ;•  assez  petit  pour  que  Ion  ait 

p  étant  un  nomijre  positif  déterminé.  Les  nombres  /•  et  o  avant 
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t^l('-  choisis  (Je  façon  à  salisf;iire  aux  conditions  précédentes,  rcm- 
nlaçons  le  cercle  C  par  le  cercle  Cr  décrit  dans  le  pian  des  .r, 
du  point  :r  =  o  pour  centre,  avec  le  rajon  /•,  et  de  même  le 
cercle  C,  du  plan  de  la  variable  y,  |)ar  le  cercle  concentrir|ue  G; 
de  rayon  s.  Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  telle  que  |x(5'",  et  que 
l'on  fasse  décrire  à  la  variable  y  le  cercle  Cl,  tout  le  long  de  ce 
cercle  on  a,  d'après  la  façon  dont  on  a  choisi  les  nombres  r  et  p. 
I  P|  <;  -,  I  Q  I  <;  ->  et  par  suite  |  P  -t-  Q  |  <  i .  Lorsque  la  variable  i- 
décrit  le  cercle  Cp  dans  le  sens  direct,  l'argument  de  i  +  P  +  O 
revient  à  sa  valeur  initiale,  tandis  que  l'argument  du  facteur  A„r" 
augmente  de  2/»-.  L'rf/ nation  F{x,y)  =  o,  où  |.r|l/-,  a  donc 
n  racines  dont  le  module  est  inférieur  à  z,  et  n  seulement. 

Tontes  les  autres  racines  de  l'équation  F(:r,  y):=o,  s'il  en 
e\iste,  ont  leurs  modules  supérieurs  à  p.  Comme  on  peut  rem- 
placer le  nombre  p  par  un  nombre  aussi  petit  qu'on  le  voudra, 
itiféiiour  à  0,  à  la  condition  de  remplacer  en  même  temps  /•  par 
un  nombre  plus  petit  vérifiant  toujours  la  condition  (aS),  on  voit 
(pie  l'éfpiation  F(x,  »")=:o  admet  n  racines  et  n  seulement  fpii 
tendent  vers  zéro  en  même  temps  que  x. 

I^orsque  la  variable  x  reste  à  l'intérieur  de  Cr  ou  sur  ce  cercle 
lui-même,  les/?  racines  )',,  y^?  ••■i  J'm  dont  le  module  est  infé- 
rieur à  0,  restent  dans  le  cercle  C!..  Ces  racines  ne  sont  pas  en 
i  '  t'  i 

jiénéral  des  fonctions  holomorplies  de  x  dans  le  cercle  Cr,  mais 
toute  fonction  symétrique  entière  de  ces  n  racines  est  une 
fonction  holomorphe  de  x  dans  ce  cercle.  Il  suffit  évidemment 
de  le  démontrer  pour  la  somme  y'[+ y'^+----\- yti  o"  ^'  ^^l  un 
nombre  entier  positif.  Considérons  pour  cela  l'intégrale  double 

r*  n  dV{x\  y') 

où  l'on  suppose  |  x  |  <;  ''•  Si  \y'  |  =  0,  la  fonction  F(j;',  y')  ne  peut 
s'annuler  pour  aucune  valeur  de  la  variable  x'  à  l'intérieur  de  C^r 
ou  sur  Cr,  et  le  seul  pôle  de  la  fonction  sous  le  signe  intégral  à 
l'intérieur  de  Cr  est  le  point  a?':=:,r.  On  a  donc 


/ 


OV \  x' ,  y' )  oV{x,y') 

,,.         <iy'  dx'  .      .         dy' 

■^        V{x',y')     .v — X       "     •'        F(x,  y') 
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Cl  par  snile 


,<F 

(.r 

i.'''l 

'i.r' 

F 

(.)■. 

y  ' 

iJaprès  une  propriété  ijénérale  (n"  306),  celle  intégrale  est  égale 
à  — 4ï^*U't +^1 +•••"+*  ^'h.'t  J'i?  y»)  ••■•  1"  t'tant  les  n  racines 
<lc  Téqualion  F(jc,  y)=:0  de  module  inférieur  à  p.  D'autre  purl. 

l'intégrale  1  est  une  fonction  liolciinorphe  de  x  dans  Cr,  car  ou 

priit   développer  — en   série   iinifoi-niéiiienl   convergente    or- 

<lonnéc  suivanl  les  puissances  de  .r,*et  calculer  ensuite  l'intégrale 
ternie  à  ternie.  F>es  diverses  sommes  Hy'-  étant  des  fonctions  holo- 
niorphes  dans  le  cercle  C,-,  il  en  est  de  même  de  la  somme  de  ces 
r;icines,  de  la  somme  des  produits  deux  à  deux,  etc.,  et  par  con- 
séquent les  n  racines  T,.);.,  ...,>'„  sont  aussi  les  racines  d'une 
équation  de  degré  n 

i  --'ô)      f{3-,  y)  —  r"  ~  fiiy"-^~h  /f»  K"^'^-i-. .  .-f-  (ii,-iX  -t-  '/„  =  o, 

dont  les  coeKicienIs  /«,,  «/j,  ....  a„  sont  des  fonctions  liolo- 
morphes  de  x  dans  le  cercle  C, ,  s'annulanl  pour  a;  =  o, 

Les  deux   fonctions  F  {a:,  y)  et  /{x,  y)  s'annulent   pour   les 
mêmes  systèmes  de  valeurs  des  variables  x,  y,  à  rintérieur  des 

cercles  C,-  et  Cq.  Nous  allons  montrer  ciue  le  rapport    ,,  '  ^  ■" '  est 

P  1  t^f        f{x,y) 

une  fonction  lioloniorphe  dans  ce  domaine.  Prenons  pour  ces 
variables  des  valeurs  déterminées  telles  (|ue  |  .r  |  <  r.  |jK|<fi  et 
considérons  l'intégrale  double 


/:  <>'  f 


lù.r 


fi.r'.y'i  (3-' — ^)(r'  —  y) 


Pour  une   valeur  de  y'  de  module  a,   la  fonction  fia-',  y')  de  la 

variable  x'  ne  peut  s'annuler  pour  aucune  valeur  de  x'  intérieure 

à   Cv  OH  située  sur  ce  cercle.  La  fonction  sous  le  signe  intégral 

admet  donc  le  seul  pôle  x' =^  x  à  l'intérieur  de  C,-,  et  le  résidu 

,                Ffj-,  v')       r  ,, 

corresponoanl  est  -^. — ^  —, •  Par  suite,  on  a  encore 

'  Tir     V    I     1,'   —    r-  ' 


fi-r.  y')  y' 


J    =::= 


?-l      I  — '— 


\'(.r,  y'  )      dy' 

yi  y— y 
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unais  les  <]eux  fonctions  holouiorplies  F(  .f.  v' ). /(^x,  j-  i  de  la 
variable  i'  ont  les  mêmes  zéros  avec  les  mêmes  degrés  de  imilli- 
■plicilé  à  linlérieur  de  Q.  Leur  quotient  est  donc  une  fonction 
iholomorphe  dey'  dans  CJ;,  et  le  seul  polo  de  la  fonclinii  à  inlcgier 
■dans  ce  cercle  estj''  =^':  on  a  donc 

Dantreparl,  on  peut  remplacer,  dans  lialégralc,  - 


ipar  une  série  entière  uniformément  convergente,  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  positives  de  x  cl  de  y.  En  intégrant  terme  à 
iernie.  on  voit  que  cette  intégrale  est  égale  à  la  somme  d'une  série 
•entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  et  de  ».  et  conver- 
gente dans  les  cercles  C^,  Cp.  Nous  pouvons  donc  .-crire 

P(x,  y)  =f(x.  y)  \\{x.  Il 
ou 

<'^7)  F  (.r.  _)')  =  (_;-;'_, „_,•"-' -4-.  .  .  —  a„  \\\^  r.  y^ 

Ja  fonction  \\i^x,y)  étant  liolomorplie  dans  les  cercles  C,.  C,. 

Le  coefficient  A„  dey"  dans  F(a7,  y)  contient  un  terme  conslanl 
diliérent  de  zéro;  comme  a,,  a.,,  . . .,  a„  sont  nuls  pour  x  =:  o.  le 
<léveloppenient  de  W{x,y )  contient  forcément  un  terme  constant 
■différent  de  zéro,  et  la  décomposition  donnée  par  la  formule  (  j.-  i 
met  en  évidence  ce  fait  que  toutes  les  racines  de  F(x,  y)  =  o  qui 
«codent  vers  zéro  avec  x  s'obtiennent  en  annulant  le  premier 
facteur.  L'important  théorème  qui  précède  est  du  à  Weier- 
strass  I  '  ).  Il  généi-alise,  du  moins  autant  que  cela  est  possible  pour 
une  fonction  de  plusieurs  variables,  la  décomposition  en  facteurs 
des  fonctions  d'une  seule  variable. 

•^oi.  Points  critiques.  —  Nous  sommes  donc  ramenés,  pour 
«tudier  les  n  racines  de  l'équation  F(a:',^)  =  o,  qui  sont  infini- 
ment petites  en  même  temps  que  x.  à  étudier,   pour  les  valeurs 


(  ^  I  Abhandlungen  aus  der  Functionenlehre  von  K.  Weierstrass  (Berlin,  i86oj. 
On  peut  aussi  démontrer  la  proposition  en  s'appuyant  uniquement  sur  les  pro- 
priétés des  séries  entières  et  le  théorème  d'existence  des  .fonctions  implicites 
{Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  WXVI,  igoS,  p.  209-21.')). 
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«le  .r  voisines  de  zéro,  les  racines  d'une  équation  de  la  forme 

(aS)         fix.  y)  =y"~  «,_>■«-"+  rtj_>-"-«  — .  .  .+  «„_,_x  -+-  a,,  —  o, 

où  «I,  «a,  ...,  u„  sonl  des  fonctions  holoniorphes  s'annulani 
pour  X  =  o.  Lorsque  n  csl  >  i  (seul  cas  dont  nous  ajons  à  nous 
occuper),  le  point  x  =  o  est  en  général  un  point  critique.  Éli- 
minons j'  entre  les  deux  équations  f=o  et-p::=o;  le  résul- 
tant A  (or)  est  un  polynôme  entier  par  rapport  aux  coefficients  a,, 
(1.2,  ..-,  fln,  et  par  consc'quent  une  fonction  holomorphe  dans  le 
domaine  de  l'origine.  Ce  résultant  (')  est  nul  pour  j::  =  o,  el, 
comme  les  zéros  d'une  fonction  holomorphe  forment  un  système 
de  points  isolés,  nous  pouvons  supposer  qu'on  a  pris  le  rayon  r 
du  cercle  C^  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur  de  Cr  l'équation 
A(a')  =  o  n'ait  pas  d'autre  racine  que  x  =  o.  Pour  tout  point  .r,, 
pris  dans  ce  cercle,  autre  que  l'origine,  l'équation /(j^^,  j}')  =  o 
admettra  «racines  distinctes  ;  d'après  le  cas  déjà  étudié  (I,  n°194), 
les  n  racines  de  l'équation  (1.8  )  seront  des  fonctions  holomorplies 
de  X  dans  le  domaine  du  point  Xa-  H  ne  peut  donc  y  avoir  à  l'inté- 
rieur du  cercle  C,-  d'autre  point  critique  que  l'origine. 

Soient  •)',,  j)'2,  . . ..  l'n  les //  racines  de  l'équation  /"(j^oi  y)  =^ ''• 
Faisons  décrire  à  la  variable  x  un  lacet  autour  du  point  a;  =  o, 
en  partant  du  point  x,,:  tout  le  long  de  ce  lacet,  les  n  racines  de 
l'équation  f(^x,  y)  =^  o  sonl  distinctes  et  varient  d'une  manière 
continue.  Si  l'on  part  du  point  a^o  avec  la  racine  ")'(  par  exemple, 
en  suivant  la  variation  continue  de  cette  racine  tout  le  long  du 
lacet,  on  reviendra  au  point  de  départ  avec  une  valeur  finale  égale 
à  une  des  racines  de  f(xo,  y)  =  o.  Si  celte  valeur  finale  est  y, ,  la 
racine  considérée  est  uniforme  dans  le  domaine  de  l'origine.  Si 
cette  valeur  finale  est  difl'érente  de  y,,  supposons  qu'elle  soit  égale 
à  j'j.  Un  nouveau  lacet  décrit  dans  le  même  sens  conduira  de  la 
racine  ^2  à  une  autre  des  racines  JKiiJKs»  •••ij'w  ^^  valeur  finale 
ne  peut  être  y2,  puisque  le  chemin  inverse  doit  conduire  de  y-, 
à  y,.  Cette  valeur  finale  doit  donc  être  une  des  racines  y^, 
y-,,,  ...,y„;   si  c'est  y,,  on  voit  que  les  deux  racines  j',    et  y -2  se 


(')  .Nous  écartons  le  cas  nu  ce  résultant  serait  identiquement  nul.  Dans  ce 
cas  f{x,  y)  serait  divisible  pur  un  facteur  [/,  (x,  y)]',  où  A'  >  1,  /,  (  j;,  y)  étant 
de  même  forme  que/(j:,  i). 
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perniulenl  quand  la  variable  décrit  un  iacel  aulonr  de  Toriginc. 
Si  celle  valeur  finale  n'esL  pas  j-,,  c'est  une  des  («  —  •'. )  racines 
restantes;  soit  y^  cette  racine.  In  nouveau  lacet  décrit  dans  le 
même  sens  conduira  de  la  racine  _)'.i  à  une  des  racines  >',.  y-^-  f:;, 

V; Y/,-  Ce  ne  peut  être  j'j  pour  la   iiii"'nie  raison  (|ue  tout  à 

l'heure;  ce  nest  pas  non  plusyj.  puisque  le  clieinin  in\erse  con- 
duit de  l'ï  à  r,.  Cette  valeur  finale  est  duiic  j'i  ou  une  des(«  —  '.'»  i 
racines  restantes  j'^,  y^,  ....  r„.  Si  c'est  t,,  les  trois  racines  Vi. 
J'î- J'a  se  permutent  circulairement  (piaml  la  \ariable  .r  décrit  un 
lacet  autour  de  l'origine.  Si  la  valeur  finale  est  diflérente  do  r,, 
<in  continuera  à  faire  tourner  la  variable  autour  de  l'origine,  el. 
au  bout  d'un  nombre  fini  d'opérations,  on  retombera  forcément 
sur  une  racine  déjà  obtenue,  qui  sera  la  racine  y ^.  Supposons, 
par  exemple,  que  cela  arrive  après  p  opérations  ;  les  //  lacines 
obtenues  V),  j'o yp  se  permutent  cirrulairenient  quand  la  va- 
riable X  décrit  un  lacet  autour  de  l'origine  ;  on  dit  qu'elles  forment 
un  système  circulaire  de  p  racines.  Lorsipie  p  =  n,  les  n  racines 
forment  un  seul  système  circulaire.  Lorsf|ue/>  est  <;  n,  on  recom- 
mencera le  raisonnement  en  partant  d'une  des  n — p  racines  res- 
tantes, et  ainsi  de  suite;  il  est  clair  qu'en  continuant  de  la  sorti' 
on  finira  par  épuiser  toutes  les  racines,  et  l'on  peut  énoncer  la 
proposition  suivante  :  Les  n  racines  deV équation  F(.7-,j>')=  o. 
qui  sont  nulles  pour  .r  =  o.  forment  un  ou  plusieurs  systèmes 
tirculaires  dans  le  domaine  de  l'origine. 

Pour  la  généralité  de  l'énoncé,  il  suffit  de  convenir  qu'un  svs- 
lème  circulaire  peut  se  composer  d'une  seule  racine  ;  cette  racine 
est  alors  une  fonction  uniforme  dans  le  voisinage  de  l'origine. 

Les  racines  d'un  même  système  circulaire  peuvent  èlre   repit'- 

sentées   par   un    développement  unique.    Soient  y,,  y-^ ^'/, 

les  p  racines  d'un  système  circulaire:  posons  x^=:x'P.  Cliacune 
de  ces  racines  devient  une  fonction  holoinorplie  de  x'  pour  toute 
valeur  de  x'  autre  que  x'=o;  d'autre  jiarl,  i|iiand  x'  décrit  un 
lacet  autour  de  j;'=  o,  le  point  x  décrit  p  lacets  successifs  dans  le 
même  sens  autour  de  l'origine.  Chacune  des  racines  r, ,  j)'o.  . ..,  y^, 
revient  donc  à  sa  valeur  initiale  :  ce  sont  des  fonctioiLs  uniformes 
de  a:' dans  le  domaine  de  l'origine;  comme  ces  racines  tendent 
vers  zéro  lorsque  x'  tend  vers  zéro,  l'origine  .r'=one  peut  être 
qu'un  point  ordinaire,  et  l'une  de  ces  racines  est  représentée  par 
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lin  fi(''velo|ipeineiil  de  la  forme 

(■'<)!  r  —  aix'—  aj-r"-  -i-  .  .  .^  iii,x'"'  -i-.  .  . 

ou,  eu  reiii])liii;:iiit  .i?   pur  .r'', 

(";<>■)  r  =  2|x''~  ï,  (  3-''/  -I- . . .-- a,„\j"'' /    — ... 

.le  (lis  niaiiilenanl  que  le  développement  (io)  représente  /ottles- 
trs  racines    il'iii)   même  système  circulaire,  pourvu    que   l'on 

(iftrilnie  à  x''  ses  p  (lélerminalions.  En  effet,  supposons  qu'en 
prenant  {)our  le  radical  \/x  une  de  ses  déteiminalious  ont  ail  le 
iléveloppement  de  la   racine   Vi  ;   .si  la  variable  x  décrit  un   lacet 

dans  le  sens  direct  autour  de  l'origine,  it  se  chan;;e  en  la,  et  x'' 

est  uHilliplié  |)ar  e ''  ,  On  veria  de  même  qu'on  aura  j'^  en  reni- 

plaçant  ./''  par  ./'' r  ''  ilaiis  la  lormuie  (3o).  Ce  développemenl 
unique  met  hien  en  évidence  la  permutation  circulaire  des  p 
racines.  Il  nous  resterait  à  montrer  comment  on  peut  séparer  les  it 
racines  de  Fi.r.  i)  =  o  en  systèmes  circulaires  et  calculer  les- 
coeflicienl*  a,  (le>  d(''veloppements  (3o),  Nous  avons  déjà  traité  le 
cas  où  le  point  x  =  y  =^  o  est  un  point  double  (1,  n°  199),  Nous 
traiterons  encore  un  antre  cas  particulier. 

Si,  pour  j:  =  v  =  o  la  dérivée  —  n'est  pas  nulle,  le  développe- 
menl de  V  [  X.  y  )  renferme  un  ternie  du  premier  degré  en  ;r,  et  l'on  » 
(>i)  V(.r,  y)  =  \.T -^\\y"^. .  .         (ABjéo), 

les  lermo  non  écrits  étant  ilivisibles  par  lun  des  facteurs  x-, 
,.,._  ,-"+i  (  iiiMsiih-rons  pour  un  moment  j'  comme  la  \ariable 
inticpendiinlc  ;  rc(piation  F(y:,  i')  =  o  admet  Linc  seule  racine 
tendant  vers  /.éro  avec  y,  et  cette  racine  est  holomorpbe  dans  le- 
domaine  de  l'origine.  Le  développement,  que  l'on  a  appris  à  cal— 
culei-  (I,  n"  193)  est  de  la  forme 

(  ;  »  .  .'■  =  _)•"  I  (1^  ^-  aiy  ^- .  .  .^         (  (If,  .-  o). 

\\\\  exliavant  le>  racines  «"■""'"  des  deux  membres,  il  vient 

(■  !  3  )  ■•?■"=  J'  v'«o-^  (/|^- •+-... . 
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l'oiirj'=-o,  léqualion  aiisiliyirc  1/"  =  aD-h  "  i.)'  -+-  ■■■  adinel  /' 
racines  distinctes,  iloul  clianiao  est  d(''\rlo|j(>al)Ic  en  série  entière 
siiivanl  les  [uiissanccs  de  )  .  ('.oiniiie  <'e-.  /i  racines  se  déduisent  do 

l'une  d'elles  en  la  nniltiplianl  par  les  puissances  successi\es  de  e  "  , 
on  peut,  jirendre  pour  ^^a^-^  «,  )'  ^  •  •  •  'lai''^  '•'  formule  (  3,'>)  l'uTie 
ipielconque  de  ces  racines,  à  la  condition  dalliihijer  successive- 

1 
ment  à  ,r"  ses  /(  déterminations. 

Du  peut  donc  écriie  1  éfiualii)ii  i  >!) 

cl   Ton   en   lire   inversement    un  ilévelop|)enLinl  de   ^^  suivant  les 

! 

]>uissances  de  .r"  : 

1  ,      I     : 

(  3-i  )  1'  =  r,  .r"  -^  c.  '  ,r"      —  .  .  . . 

1 

Ce  développement.  lors<pie  l'on  donne  successivement  à  x"  ses 
n  valeurs,  représente  les  n  racines  qui  tendent  vers  zéro  avec  ./■. 
Ces  n  racines  forment  donc  un  seul  système  circulaire. 

Pour  l'étude  du  cas  générai,  nous  renverrons  aux  Ouvrages  con- 
sacrés à  la  théorie  des  fonctions  algébriques  ['), 

'•\SH.  Fonctions  algébriques.  —  I^es  (onctions  implicites  les 
mieux  étudiées  jusqu'ici  sont  \i:i  fonctions  algébiiques.  définies 
pai-  une  équation  F(  .r,  _)■)  =  c^,  dont  le  premier  membre  est  un 
l>olvnome  entier  indécomposable  en  x  et  y.  On  dit  qu'un  poly- 
nôme entier  est  indécomposable  lorsqu'il  n'est  pas  possilile  de 
trouver  deux  autres  polvnomes  entiers  de  degré  moindre  F"i  (.r,  y) 
et  Fi(x,Y)  tels  rpie  l'on  ait  identiquement 

!''(•'••  7)  =  ''lO.  J',)  X  '■'•;'■'•,  J'  )■ 

Si  le  polynôme  F(^',  j-)  était  égal  à  un  produit  de  cette  espèce,  il 
est  clair  que  l'éc[uation  F(.r,  r)  =  o  pouiTait  èlre  remplacée  par 
lieux  équations  distinctes  1-',  (  .r,  r  )  =  ".  l-'jl  .r,  r)  =  o. 


(')  Voir  iiussi    le   célèbre   Mémoire   de  l'uiseuv   sur   les   fonctions  ;ili:él>rii|iic* 
(Journal  de  Maihématir/iies,  t.  W,  i85o). 
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Soit  donc 

(35)     F(.r,y)  =  -i«(a-)7«-hç,(T)>"-'  +  ...--f„-.(a7)r-H9n(^)=o 

l'équation  proposée  de  def;fé  n  en  y,  tîo-   'fc   •••'   f"   ^'^"'   "^* 
pohnomes  entiers  en  X.  En  éliminant  _v  entre  les  deux  relations 

F=:  o    —  =  o,  on  obtient  pour  résultant  unpohnome  entiei  Ai^.r). 
qui  ne  peut  être  identiquement  nul,  puisque  Y{x,y)  est  suppose 
indécomposable.  Marquons  dans  le  plan  les  points  a,,  a^,  ...,  a^. 
racines    de    l'équation    â(ic)  =  o,   et  les    points    ["i,,    §2,    ••■•    [i>''- 
racines  de  cpo(jr)  =  o,  quelques-uns  des  jjoints  a,  pouvant  aussi 
faire  partie  des  racines  de  »„(a;)  =  o.  Pour  un  point  a  dillerent 
des  points  a,,  p>,  l'équation  F(a,y)  =  o  a  n  racines  distinctes  et 
finies  fc,,  />2,  ....  b,,.  Dans  le  domaine  du  point  a,  léquation  (3jJ 
admet  donc  n  racines  holoinorphes  qui   tendent  respectivement 
vers  6,,   b-i,   ...,   b,,  lorsque  .r  tend  vers  a.   Soit  or,  une  racine 
de  A(a;)  =  o;  l'équation  F(a„y)  =  o  admet  un  certain  nombre 
do  racines  égales.  Supposons,  par  exemple,  ()u'elle  admette  /)  ra- 
cines égales  à  b.  Les  p  racines  qui  tendent  vers  b  lorsque  ;r  tend 
vers  a,  se  partagent  en    un   certain   nombre  de  systèmes  circu- 
laires et  les  racines  d'un   même   système   circulaire   sont   repré- 
sentées   par    un    développement   en   série    ordonnée    suivant   les 
puissances  fractionnaires  de  x  —  a,.  Si  la  valeur  a,  n'annule  pas 
■jo(x),  toutes  les  racines  de  l'équation  (35)  dans  le  domaine  du 
point  (X,  se  partagent  ainsi  .n  un  certain  nombre  de  systèmes  cir- 
culaires, quelques-uns  de  ces  systèmes  pouvant  ne  comprendre 
qu'une  seule  racine.  Pour  un  point*^;  qui  annule  Ço(^),  quelques- 
unes  des  racines  de  l'équation  (35)  deviennent  infinies;  pour  étu- 
dier ces  racines,  on  pose  y=  -,  el  Ion  est  conduit  à  étudier  les 
racines  de  l'équation  V,{x,  y') --=y'"V  (x,  y.)  =0,  qui  devien- 
nent nulles  pour  x  r..  ?/.  Ces  racines  se  partagent  encore  en  un 
certain  nombre  de  systèmes  circulaires,  les  racines  d'un   même 
système  étant  représentées  par  un  développement  en  série  de  la 
forme 

(3(1)       y=«„,(.T-|3/)'P-(-",„+i(a^-3y)    '■    --••■;         "-nT^o; 
les  racines  correspondantes  de    l'équation  en  y   seront   données 
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par  le  (k-velop|iciiieiit 

(37)  y  =  ix~'ij)     ''\a„,^a,„  +  ^(.T—'^jf  —  ...\ 

iiue    l'on    pciii    ordonner   suivant    les    [iiiissinices    croissantes    de 
I 

'■~  ?;''''    '"ais    on  ain:i   au    début    un   noiiiluv  //«/de   termes   a 
'■>; posants  négatil's. 

Pour  étudier  les  valeurs  de  r  pour  les  valeurs  infinies  de  x,  on 

I  .. 

pose  X—  —,  et  1  on  est  ramené  à  étudier  les  racines  d'une  éfjua- 

lion  de  même  forme  daus  le  voisinage  de  loriglne.  En  résumé, 

dans  le  domaine  d'un  point  quelconque  x  =  a,  les  n  racines  de 

I  équation  (3."))  son!  représentées  par  un  certain  nombre  de  séries 

ordonnées   suivant   les    puissances    croissantes    de   x  —  a    ou    de 
I 

(x  —  ay,  pouvant  renfermer  un  nombre  lini  de  termes  à  expo- 
sants négatifs,  et  cet  énoncé  s'applique  aussi  aux  valeurs  infinies 

de  X.  en  remplaçant  x  —  x  iiar  -■ 
'         r 

Il  est  à  remarquer  cpie  les  puissances  fractionnaires  ou  les 
exposants  négatifs  ne  se  présentent  que  pour  des  points  excep- 
lionnels.  Les  seuls  points  sing>diers  des  racines  de  l'équation  sont 
donc  les  points  critiques  autour  desquels  quelques-unes  de  (es 
racines  se  permutent  circulairement,  et  les  pôles  où  quelques- 
unes  de  ces  racines  deviennent  infinies;  d'ailleurs  un  point  peut 
être  à  la  fois  un  pôle  et  un  point  critique.  On  appelle  souvent 
points  singuliers  algébriques  ces  deux  espèces  de  points  sin- 
guliers. 

Nous  n'avons  étudié  jusqu'ici  les  racines  de  l'équation  proposée 
que  dans  le  domaine  d'un  point  déterminé.  Supposons  inainle- 
uant  ciue  l'on  joigne  deux  points  x  =  a,  x  =  b,  pour  lesquels 
I  équation  (3.5)a  ses  n  racines  distinctes  et  finies,  par  un  chemin  AH 
ne  passant  par  aucun  point  singulier  de  l'équation.  Soh  y,  une 
racine  de  l'équation  V{a,y)  =  o;  la  racine^- =/(^)  q„i  se  réduit 
a  .)',  pour  X  =  a  est  représentée,  dans  le  domaine  du  point  a,  par 
un  développement  en  série  entière  P(^  -  a),  et  l'on  peut  se  pro- 
poser d'en  trouver  le  prolongement  analytique  en  faisant  décrire  à 
la  variable  l'arc  \B.  C'est  un  cas  particulier  du  problème  général, 
et  nous  savons  d'avance  que  l'on  arrivera   au   point  B  avec   une 


G.,  II. 
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valeur  finale  qui  sera  une  racine  de  l'éqiialion  F(/>,y)=:o 
(n°  3i4).  On  arrivera  cerlainemenl  au  point  b  au  bout  d'un 
nombre  fini  d'opéralions  ;  en  effet,  les  rayons  des  cercles  de  con- 
vergence des  séries  représentant  les  diverses  racines  de  l'équation 
F(.r,  )')=:o,  et  ayant  pour  centres  les  différents  points  du  che- 
min AB,  ont  une  borne  inférieure  (')  o  >  o,  puisque  ce  chemin 
ne  renferme  aucun  point  crilif|ue,  et  il  est  clair  que  l'on  pourra 
toujours  prendre  les  rayons  des  différents  cercles  que  l'on  utilise 
dans  le  prolongement  analytique  au  moins  égaux  à  o.^ 

Parmi  tous  les  chemins  joignant  les  points  A  et  B,  ou  jjeul 
toujours  en  trouver  un  conduisant  de  la  racine  j^i  à  l'une  (juel- 
conque  des  racines  de  l'équation  F(6,  r)  =  o  comme  valeur  finale. 
On  s'appuie,  pour  le  démontrer,  sur  la  proposition  suivante  :  Si 
une  fonction  analytique  z  de  la  variable  x  n'admet  que  p  va- 
leurs distinctes  pour  chaque  valeur  de  x,  et  si  elle  n\i  dans 
tout  le  plan  (y  compris  le  point  à  Vin  fini)  que  des  points  sin- 
guliers algébriques,  les  p  déterminations  de  z  sont  racines 
d^ une  équation  de  degré  p,  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  x.  Soient  ;,,  jj,  ....  Zp  les  p  détermina- 
tions de  ;;  lorsque  la  variai^ie  x  décrit  une  courbe  fermée,  ces  p 
valeurs  z,,  Zi,  ....  Zp  ne  peuvent  que  s'échynger  entre  elles.  La 
fonction  symétrique  Ui,=  z'^  -\-  z'', -{-... -\-  z'^,  où />  est  un  nombre 
entier  positif,  est  donc  une  fonction  uniforme.  D'ailleurs,  cette 
fonction  ne  peut  avoir  que  des  singularités  polaires.  En  effet,  dans 
le  domaine  d'un  point  quelconque  à  distance  finie  x^a,  les  dé- 
\eloppements  de  -,,  5o,  ...,  Zp  ne  présentent  qu'un  nombre  fini 
de  termes  à  exposants  négatifs.  H  en  est  donc  de  même  du  déve- 
loppement de  «/,.  D'ailleurs,  la  fonction  ?</,  étant  uniforme,  son  dé- 
veloppement ne  peut  renfermer  de  puissances  fractionnaires.  Le 
point  a  est  donc  un  pôle  ou  un  point  ordinaire  pour  u/,,  et  il  eu 
est  de  même  du  point  à  l'infini.  La  fonction  u/,  est  donc  une  lune- 
lion  rationnelle  de  x,  quel  que  soit  le  nombre  entier  /.' ;  il  en  est 
par  suite  de  même  des  fonctions  symétriques  simples,  telles  que 
S;,,  ^ZiZ/i,  . . .,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Cela  posé,  supposons  qu'en  allant  du  point  a  à  un  autre  point 


(')  Il  siiflU,  pour  le   démoiUici'  en   loiile  rigueiiv,  il'uii  raisonncnieiU  analogue 
à  celui  du  n"  31». 
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i[Lielconque  x  du  plan  par  tous  les  chemins  possibles  on  ne  puisse 
obtenir  comme  valeurs  finales  que/?  des  racines  de  l'équalioii 

F(^:J')=o        {P<"-}. 

Ces  p  racines  yt,  y-,,  •  ■ -,  yp  ne  peuvent  évidemment  que 
s'échanger  lorsque  la  variable  x  décrit  un  contour  fermé,  et  elles 
jouissent  de  toutes  les  propriétés  des/)  branches  r,,  r-^,  ...,  Zp 
de  la  fonction  analvtique  ;  que  nous  venons  d'étudier.  On  en  con- 
clut que  j'i ,  j)'2,  . . .,  yp  seraient  racines  d'une  équation  de  degré  p 
¥i[x,y)=^o  à  coefficients  rationnels.  L'équation  ¥{x.  y)  =  o 
admettrait  donc  toutes  les  racines  de  l'équation  F,{x,  y)  =  o., 
quel  que  soit  x,  et  le  polynôme  F(x,  y)  ne  serait  pas  indécom- 
posable, contrairement  à  l'hypothèse.  Si  l'on  n'apporte  aucune 
restriction  au  chemin  décrit  par  la  variable  x,  les  n  racines  de 
l'équation  (35)  doivent  donc  être  considérées  comme  des  branches 
distinctes  d'une  seule  fonction  analvtique.  ainsi  qu'on  l'a  déjà 
remarqué  sur  quelques  exemples  simples  (n°  264). 

Imaginons  que  de  chacun  des  points  critiques  on  trace  une  cou- 
pure indéfinie  de  façon  que  ces  coupures  ne  se  croisent  pas  entre 
elles.  Si  le  chemin  suivi  par  x  est  assujetti  à  ne  franchir  aucune 
coupure,  les  n  racines  sont  des  fonctions  uniformes  dans  tout  le 
plan,  car  deux  chemins  ayant  les  mêmes  extrémités  pourront  se 
ramener  l'un  à  l'autre  par  une  déformation  continue  sans  traverser 
aucun  point  critique  (n"  343).  Pour  pouvoir  suivre  la  variation 
d'une  racine  le  long  d'un  chemin  quelconque,  il  suffira  de  con- 
naître la  loi  de  permutation  de  ces  racines  lorsque  la  variable 
décrit  un  lacet  autour  de  chacun  des  points  critiques. 

Bemarque.  —  Ce  qui  rend  l'otude  des  fonctioHS  algébriques  relativement 
facile,  c'est  qu'on  peut  déterminer  a  priori,  par  des  calculs  algébriques, 
les  points  singuliers  de  ces  fonctions.  Il  n'en  est  plus  de  même  en  général 
pour  les  fonctions  implicites  non  algébriques,  qui  peuvent  avoir  des  points 
singuliers  transcendants.  Par  exemple,  la  fonction  implicite  ji  .i;)  définie 
par  l'équation  e.»'  —  x  —  i  =  o  n'admet  aucun  point  critique  algébrique,  mais 
elle  admet  le  point  singulier  transcendant  x  =  —  i . 

3o9.  Intégrales  abéliennes.  —  Toute  intégrale  1  =i   /  Pi  (.r,  y)  dx, 

où  R(x,  y)  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  Ae  y,  et  où  y  est 
la  fonction  algébrique  définie  par  l'équation  ¥{x^y)  =  o,  est  une 
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inlégrale  abélienne  allachée  à  cette  courbe.  Pour  achever  de 
déterminer  cette  intégrale,  il  faut  se  donner  la  limite  inférieure  «oi 
et  la  valeur  correspondante ^^'d  choisie  parmi  les  racines  de  l'équa- 
tion F{xo,  y)  ^^  o.  Voici  quelques-unes  des  propriétés  générales 
les  plus  importantes  de  ces  intégrales.  Quand  on  va  du  point  a^o 
à  un  point  quelconque  x  par  tous  les  chemins  possibles,  toutes 
les  valeurs  de  l'intégrale  I  sont  comprises  dans  l'une  des  foiinules 

(38)  1   =   I/,-)-  «il  (JJi -i-  «ijtOo -+-...+  /"rW/-  (A'  =  1  ,  2,    .  .  .  ,   /î), 

li,  I2,  ■..,  I„  étant  les  valeurs  de  l'intégrale  qui  correspondent  à 
lerlains  chemins  déterminés,  /«i,  nin^  ...,  «i^  des  nombres  entiers 
arbitraires  et  w,,  to^,  ...,  oj,  des  périodes.  Ces  périodes  sont  de 
deux  sortes  ;  les  unes  proviennent  de  lacets  décrits  autour  des 
pôles  de  la  fonction  ]\(^x,y);  ce  sont  les  péi-iodes polaires.  Les 
autres  proviennent  de  contours  fermés  appelés  cycles,  entourant 
plusieurs  points  critiques;  ce  sont  les  périodes  cycliques.  Le 
nombre  des  périodes  cycliques  distinctes  ne  dépend  que  de  la 
relation  algébrique  considérée  F(x,y)  =  o;  il  est  égal  à  3/j, 
p  désignant  le  genre  de  cette  courbe  (n°  340).  Au  contraire,  le 
nombre  des  périodes  polaires  peut  être  quelconque.  Au  point  de 
vue  des  singularités,  on  distingue  trois  classes  d'intégrales  abé- 
liennes.  On  appelle  intégrales  de  prcinicrr  espèce  celles  qui 
restent  finies  dans  le  voisinage  de  toute  valeur  Ae  x  ;  si  leur 
module  augmente  indéfiniment,  ce  ne  peut  être  que  par  l'addition 
d'une  infinité  de  périodes.  Les  intégrales  de  deuxième  espèce  sonl 
celles  qui  admettent  un  pôle  unique,  et  les  intégrales  de  troisième 
espèce  admettent  deux  points  singuliers  logarithmiques.  Toute 
intégrale  abélienne  est  une  somme  d'intégrales  des  trois  espèces, 
et  le  nombre  des  intégrales  distinctes  de  première  espèce  est  égal 
au  genre. 

L'étude  de  ces  intégrales  se  fait  très  facilement  ù  l'aide  de 
surfaces  planes  à  plusieurs  feuillets,  appelées  surfaces  Je  Rie- 
mann.  Nous  n'avons  pas  à  nous  en  occuper  ici.  Nous  donnerons 
seulement,  à  cause  de  son  caractère  tout  à  fait  élémentaire, 
l'a  démonstration  d'une  proposition  fondamentale,  découverte 
par  Abel. 

360.   Théorème  d'Abel.  —  Pour  énoncer  les  résultats  plus  faci- 
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Iftinent,  considérons  la  courbe  plane  C  représentée  par  l  équa- 
tion F(x,  y)  ^  o,  et  soit  <P(^x,  y)  =  o  l'équation  d'une  autre 
courbe  plane  algébrique  C.  Ces  deux  courbes  ont  N  points  com- 
muns (X|,j'i),  (Xi,y'2)t  •••!  (•^mJ'n)  (1^  nombre  N  étant  égal  au 
produit  des  degrés  des  deux  courbes).  Soit  R(ar,  ^)  une  fonction 
rationnelle:  considérons  la  somme  suivante 

(39)  I=V    1^     '"'  R(x,y)dx, 

/  R(X,  >'if/.c   désignant  lintégrale  aljéliennt'    ])nse   depuis 

un  point  fixe  Xo  jusqu'au  point  ,r,  suivant  un  chemin  qui  con- 
duit pour  y  de  la  valeur  initiale  y^  à  la  valeur  finale  1',,  et  la 
valeur  initiale  y^  de  y  étant  la  même  pour  toutes  ces  intégrales. 
Il  est  clair  que  la  somme  1  n'est  déterminée  quà  une  période 
près,  comme  chacune  des  intégrales  elles-mêmes.  Imaginons 
maintenant  que  quelques-uns  des  coefficients  a^,  a-i,  ...,  «<  du 
polynôme  ^(x.  y)  soient  variables.  Lorsque  ces  coefficients  varient 
dune  manière  continue,  les  points  Xi  varient  eux-mêmes  d'une 
manière  continue,  et  lorsque  aucun  de  ces  points  ne  passe  par  un 
des  points  de  discontinuité  de  linlégrale  /  R(^x,j')  dx,  la  somme  I 
varie  elle-même  d'une  manière  continue,  pourvu  que  Ion  suive  la 
variation  continue  de  chacune  des  intégrales  qui  y  figurent  tout 
le  long  du  chemin  décrit  par  la  limite  supérieure  correspondante. 
La  somme  I  est  donc  une  fonction  des  paramètres  ai,  a-i.  ■■•,  Ok, 
dont  nous  allons  chercher  la  forme  analytique. 

Désignons  dune  façon  générale  par  8V  la   diflerenlielle  totale 
d'une    fonction    quelconque    \"   par    rapport    aux    variables   «,, 

«s,    rt/S. 

Nous  avons,  d'après  la  formule  (Sq), 

N 

ol  =^R(a?,-,_>',)oa-,. 
1  =  1 

Des  deux  relations  F(x,,  yi)  =  o,  ^(x,-,  yi)  =  o,  on  tire 

■T — oxi-i-  - — ov/=  o,  - — oa:,-f-  - — 0)-,-i-  cj*.  =  o, 

axi  dy,  dx,  àyi 
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et  par  suite  ox,= 'P'(  J:',,  JK/)  o<ï>,-,  W(x,-,y))  étant  une  fonction 
ralionneile  de  a^,,  _y/,  a,.  On.  ....  «a,  et  <I>,  étant  mis  pour  ^(a;,,^^/)- 
Nous  avons  donc 


êr  =  V'  R(t,,  yi)  W(soi,  yi)  o"!»/; 


le  coefficient  de  oa,  dans  le  second  membre  est  une  fonction 
rationnelle  symétricpie  des  coordonnées  des  N  points  [xi,  yi)  com- 
muns aux  deux  courbes  C,  C  ;  la  tliéorie  de  l'élimination  prouve 
que  c'est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  des  deux  po- 
lynômes F{a:,  y)  et  ^[x,  y),  et  par  suite  une  fonction  rationnelle 
de  a,,  «25  •••!  (i-if  11  en  est  évidemment  de  même  des  coeffi- 
cients de  rici,,  ...,  oaii,  et  I  s'obtiendra  par  l'intégration  d'une 
difiérenlielle  totale 

i   =     j     T.j   0(/|  -H  TC,  S«9-(-  .   .  .-h  T.U  Srtyt, 

où  — ,,  TTo.  ...,—/;  sont  des  fonctions  rationnelles  des  variables  n,, 
ao,  .  .  .,  ff/r.  Or  rintégration  ne  peut  introduire  d'autres  transcen- 
dautes  que  des  logarithmes.  La  somme  I  est  donc  éffate  ù  une 

fonction  rationnelle  des  coefficients  a,  «o,  a/s,  augmentée 

d'' une  somme  de  logarithmes  de  fonctions  rationnelles  des 
mêmes  coefficients,  chacun  de  ces  logarithmes  étant  muliplié 
par  un  fadeur  constant.  Telle  est,  sous  sa  forme  la  plus  générale, 
l'énoncé  du  théorème  d'Abel.  En  langage  géométrique,  on  peut 
dire  aussi  que  la  somme  des  valeurs  d' une  intégrale  abélienne 
quelconque,  prises  depuis  une  origine  commune  jusqu\tux^ 
points  d^ intersection  de  la  courbe  donnée  avec  une  courbe 
iKiriable  de  degré  m,  ^{x,  y)  =^  o,  est  égale  à  une  fonction 
rationnelle  des  coefficients  de  ^(x^y),  augmentée  d'' une 
somme  d\in  nombre  fini  de  logarithmes  de  fonctions  ration- 
nelles des  mêmes  coefficients,  chaque  logarithme  étant  mul- 
tiplié par  un  facteur  constant. 

Le  second  énoncé  paraît  au  premier  abord  plus  frap[)ant  ;  mais, 
dans  les  applications,  il  faut  toujours  se  reporter  par  la  pensée  à 
l'énoncé  analytique  jjour  évaluer  la  variation  continue  de  la 
somme  I  qui  correspond  à  une  variation  continue  des  paramètres 
«1,  as,  ...,  «/;•  Le  théorème  n'a  de  sens  précis  f|ue  si  l'on   tient 
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coniple  des  chemins  décrits  par  les  N  points  t,,  x-,.  . . .,  .r^  sur  le 
plan  de  la  variable  x. 

L'énoncé  devient  d'une  simplicité  remarquable  lorsque  I  inli'-- 
grale  est  de  première  espèce.  En  effet,  si  t:,.  — o.  . . ..  -^  n'étaieni 
pas  identif|uenient  nuls,  on  pourrait  trouver  un  système  de  va- 
leurs a,^n\,  ...,  a/,^  a'/,  pour  lequel  I  deviendrait  infini. 
Soient  (.r , .  )',  ),  . .  .,  (xi;, _}'(,)  les  points  de  rencontre  de  la  courbe  C 
avec  la  courije  C  qui  correspond  aux  valeurs  a,.  . . .,  a',,  des  para- 

mètres.   L'intégrale    /  R(.r,  j^)  f/.r  augmenterait  indéfiniment 

lorsque  la  limite  supérieure  tendrait  vers  l'un  des  points  (x^^y'^), 
ce  qui  est  impossible  si  l'intégrale  est  de  première  espèce.  Par 
suite,  on  a  ol  =  o  et,  lorsque  «,,  «o,  . . .,  û/,  varient  d'une  manière 
continue,  1  reste  constant  ;  le  théorème  d' Abel  peut  alors  s'énoncer 
comme  il  suit  : 

Etant  l'/onnées  une  couibe  fixe  C  et  une  courbe  variable  C 
de  degré  m.  la  somme  des  accroissements  dhine  intégrale  abé- 
lienne  de  première  espèce  attachée  à  la  courbe  0,  le  long  des 
lignes  continues  décrites  par  les  points  d'intersection  de  C 
a^ec  C  est  égale  à  zéro. 

Remarques.  —  Nous  supposons  que  le  degré  de  la  courbe  C 
reste  constant  et  égal  à  m.  Si,  pour  certaines  valeurs  particulières 
des  coefficients  «,,  ao,  ....  «a,  ce  degré  venait  à  s'abaisser, 
quelques-uns  des  points  d'intersection  de  C  avec  C  devraient  être 
considérés  comme  rejetés  à  l'infini,  et  il  faudrait  en  tenir  compte 
dans  l'application  du  théorème.  Mentionnons  aussi  cette  remarque 
à  peu  près  évidente  que,  lorsque  quelques-uns  des  points  il'inler- 
section  de  C  avec  C  sont  fixes,  il  est  inutile  de  faire  figurer  les 
intégrales  correspondantes  dans  la  somme  L 

361-  Application  aux  intégrales  ultra-elliptiques.  —  Les  appli- 
cations du  théorème  d'Abel  à  l'Analyse  et  à  la  Géométrie  sont 
extrêmement  nombreuses  et  importantes.  Nous  allons  calculer 
explicitement  ol  dans  le  cas  des  intégrales  ultra-ellipllques. 

Considérons  la  relation  algébrique 

•(4o  .  1  ^  =  R(.r)  =  Aoa:=;'+5-i-  A,.r2;'+i-(-. . .+  A.,,,^-,, 
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le  polynôme  R(.2^)  étant  premier  avec  sa  dérivée;  nous  suppose- 
rons que  Ao  peut  être  nul,  mais  que  Aq  et  A,  ne  sont  pas  nuls  à  la 
fois,  de  sorte  que  R(x)  est  de  degré  ip  +  i  ou  de  degré  :>-p  +  1. 
Soit  Q(.r)  iin  polynôme  quelconque  de  degré  q\  prenons  pour 
origine  une  valeur  a-„  de  x  n'annulant  pas  R(jr\  el  soilj,,  une  ra- 
cine de  l'équation  y-=  Rfa^d).  Nous  poserons 

l'intégrale  étant  prise  suivant  un  chemin  allant  de  x^  à  x,  e.\.  y 
désignant  la  valeur  finale  du  radical  \jK{x)  lorsqu'on  part  de  x^, 
avec  la  valeur  yo-  Pour  étudier  le  système  des  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  G  représentée  par  l'équation  (4o)  avec  une  autre 
courbe  algébrique  C,  on  peut  évidemment  remplacer  dans  l'équa- 
tion de  cette  dernière  courbe  une  puissance  paire  dey,  telle  que 
)•-'■,  par  [R(^)]''  et  une  puissance  impaire  y-'"^^  par  _;)[R(a;)]''. 
Ces  substitutions  étant  faites,  l'équation  obtenue  ne  renfermera 
plus  y  qu'au  jjremier  degré,  et  l'on  peut  supposer  Téquation  de  la 
<ourbe  G'  de  la  l'orme 

(11)  ya(x)—f(x}  =  o, 

J\x)  et  '^{x)  étant  deux  polynômes  premiers  entre  eux,  de  degrés), 
et  a  respectivement,  dont  nous  supposerons  quelques-uns  des 
coefficients  variables.  Les  abscisses  des  points  d'intersection  des 
deux  courbes  G  et  G'  sont  racines  de  l'équation 

{/,A)  .l;(j-)  =p{x)  -  R(.r)  f-(x)  =  o, 

de  degré  N.  Pour  certains  systèmes  particuliers  de  valeurs  des 
coefficients  variables  dans  les  deux  polynômes  /{x)  et  «s(a;),  il 
peut  se  faire  que  le  degré  de  l'équation  soit  inférieur  à  iN  : 
quelques-uns  des  points  d'intersection  sont  alors  rejetés  à  l'infini, 
mais  les  intégrales  coi'respondantes  doivent  figurer  dans  la  somme 

que  nous  allons  étudier.  A  toute  racine  Xi  de  l'équation  (42)  cor- 

f(  -v  ) 
resiiond  une  valeur  de  v  bien  déterminée   r,  =  " — '~^-  Gela  posé, 

'  -'  -'         o(xn  ' 

«onsidérons  la  somme 


'"•''   Q(x)  dx  _ 
(7)  ' 
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nous  avons 

>  N 

cnr  la   valeur  finale  du  radical  au  point  Xi  doil  élre  égale  à  y i, 

c'est-à-dire  à     ,    ' ,  •  D'autre  part,  de  l'équation  itixi)  =^  o,  on  tire 

o(a;,-)  '  '■  .  \    '.  ' 

<Wxi)  Sx,- —  2  R(.r,)  <s(a^,)  05,  -h  if{xi)  S/,-  =  o 
et,  par  suite, 

N 

OU,  en  tenant  comple  de  l'équation  (42  )  elle-même, 

Calculons  par  exemple  le  coefficient  tle  ùa/ç  dans  ol,  a/,  étant  le 
coefficient  supposé  variable  de  x*  dans  le  polynome/i  j:")  ;  oa/s  ne 
figure  pas  dans  Sa,-  et  il  est  multiplié  par  x^  dans  0//.  Le  coeffi- 
cient cherché  de  oa^  est  donc  égal  à 


■^  2  Q(x,)  tp(,r,).rf  _     -^  rJyXi) 


en  posant  ■7î(x)  :=  Q(a;)œ  (x)  a:*.  La  somme  précédente  doit  être 
étendue  à  toutes  les  racines  de  l'écpiation  ^{x)  =  o;  c'est  une 
fonction  rationnelle  et  symétrique  de  ces  racines,  et  par  suite  une 
fonction  rationnelle  des    coefficients    des   deux    polvuomes  /(i) 

et  'o(x).  On  peut  en  faciliter  le  calcul  en  observant  que    7    , ,     '' 

'  '  '  j^d  '!f  (Xi) 

est  égal  à  la  somme  des  résidus  de   la  fonction  rationnelle  -P — - 

relatifs  aux  N  pôles  à  distance  finie  x^,  Xi.  •••,  x^.  D'après  une 
proposition  générale,  cette  somme  est  aussi  égale  au  résidu  relatif 
au  point  à  l'infini  changé  de  signe  (n°  310).  On  obtiendra  donc 
le  coefficient  de  oa^-  par  une  simple  division. 

11  est  aisé  de  vérifier  que,  si  l'intégrale  i'(.r,  y)  est  de  première 
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espèce,  ce  coefficienL  est  nul.  On   a  par  hypothèse  q'lp  —  \  ;  le 
degré  de  -(.r)  est  ^7  +  ;jt  +  />'  et  l'on  a 


Cherchons  le  degré  de  ^îx).  S'il  n'y  a  aucune  réduction  entre 
les  termes  du  plus  haut  degré  de  ^(oc)  tp-(x)  et  def-{x),  on  a 

2X2!V,  2/)  -i-  I-t-  2iJL^  N, 

d'où 

/.  -=-  ;ji  -^  /)  -H  I  ;!  M , 
et  a  for/ tort 

A  +  (Jl  -i-  />  -f-  1  -;  N . 

S'il  y  avait  réduction  entre  ces  deux  termes,  on  aurait 

>,  =  n  -\-  p  -^  i  : 

mais,  le  terme  a/^x''^''  ne  pouvant  se  réduire  avec  aucun  autre,  on 
aurait  À  +  A£N,  d'où  la  même  inégalité  que  tout  à  l'heure.  Il  s'en- 
suit que  l'on  a  toujours 

<j  -h  lx-{-  k  ÎN  —  2. 

Le  résidu  de  la  fonction  rationnelle  ','        relatif  au  point  à  l'infini 

est  donc   nul,   car  le  développement  commencera  par  un   terme 

en  —,  ou  de  degré  supérieur.  On  verra  de  la  même  façon  que  le 

coefficient  de  86^,  dans  SI,  h/,  étant  un  des  coefficients  variables 
du  polynôme  o{x),  est  nul,  lorsque  le  polynôme  Ç^ix)  est  de 
degré  p  —  i  ou  de  degré  inférieur.  Le  résultat  est  bien  d'accord 
avec  la  théorie  générale. 

Prenons  par  exemple  '^{x)  =  i,  et  posons 

/(.r)  =  y/A^.r/'-*''-Ha,,j:/'-i-  O/i^ixP-'  ■+ . .  .-h  n^x  -\-  Oq, 

rt,,.  a,,  ...,  ap  étant/?  +  i  coefficients  variables.  Les  deux  courbes 

y^=R{x),         y=f(x) 

se  coupent  en  2p  -+■  i  points  variables,  et  la  somme  des  valeurs 
de  l'intégrale  i(.7-,j)')  depuis  une  origine  commune  jusqu'à 
ces  2p  -\-  I  points  d'intersection  est  une  fonction  algcbrico-logo- 
rithniique   des  coefficients  a^,  rt|,  ...,  cip.  Or,   on  peut  disposer 
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(le  ces  j>  ^  I  coefficients  de  façon  que  />  -f-  i  de  ces  points  d'in- 
tersection soient  des  points  quelconques  donnés  ,à  l'avance  de  la 
courbe  j/-=:  R(:r),  et  les  coordonnées  des/?  points  restants  seront 
des  fonctions  algébriques  des  coordonnées  des  (p  +  i)  points 
donnés. 

La  somme  des  /)  +  i  intégrales 

"(^1,  J'l)-t-''(ar2.  J'2)-+--  •  --H  c(3-,,+l,^/,+l), 

prises  depuis  une  origine  commune  jusqu'à  /' +  i  points  arbi- 
traires, est  donc  égale  à  la  somme  de  p  intégrales  dont  les  limites 
sont  des  fonctions  algébriques  des  coordonnées 

augmentée  de  quantités  algébrico-logarithmiques.  Il  est  clair  que 
par  des  réductions  successives  la  proposition  s'étend  à. la  somme 
de  m  intégrales,  m  étant  un  nombre  entier  quelconque  supérieur 
à  p.  En  particulier,  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'inté- 
grales de  première  espèce  peut  se  ramener  à  la  somme  de/)  inté- 
grales seulement.  Celte  propriété,  qui  s'étend  aux  intégrales  abé- 
liennes  les  plus  générales  de  ]5remière  espèce,  constitue  le  théorème 
d'addition  de  ces  intégrales. 

Dans  le  cas  des  intégrales  elliptiques  de  première  espèce,  le  théorème 
d'Abel  conduit  précisément  à  la  formule  d'addition  pour  la  fonction  pf<. 
Considérons  en  effet  la  cubique  normale 


et  soient  M,(a:,,^i),  yi^ixi,  yi),  ^13(2:3,  j'3)  les  points  d'intersection  de 
cette  cubique  avec  une  droite  D.  D'après  le  théorème  général,  la  somme 


y//l  X^  —  ^-2 .7-  —  gi        J ^  'J kp^^  —  g  1.x  —  ^3        J _^  4/4  ^^  —  gix' 

est  égale  à  une  période,  car  les  trois  points  Mj,  INU,  M3  sont  rejetés  à 
l'inlini,  lorsque  la  droite  D  s'en  va  elle-même  à  l'infini.  Or,  si  l'on  emploie 
la  représentation  paramétrique  a'  =  pi«,  j'  =  p'w  pour  la  cubique,  le  para- 

dx 

- — ,  et  la 

-  gï^  —  gi 

formule  précédente  exprime  que  la  somme  des  arguments  Mj,  î/o,  u^  qui 
correspondent  aux  trois  points  Mi,  Mo,  M3,  est  égale  à  une  période.  Nous 


r  '-" 

mètre  u  est  précisément  égal  à  l'intégrale     / 


000        CHAPITRE  XVII.    —    FONCTIONS    ANALVTIyUES    TIE    PLUSIEURS  VARIABLES. 

avons  vu  plus  haut  comment  celte  relation  est  équivalente  à  la  formule 
d'addition  relative  à  la  fonction  pu  (n°  338). 

362.  Extension  de  la  formule  de  Lagrange.  —  Le  théorème  général 
sur  les  fonctions  implicites  définies  par  un  système  d'équations  simul- 
tanées (I,  n°  194)  s'étend  aussi  aux  variables  complexes,  pourvu  que  l'on 
conserve  les  autres  hypothèses  de  l'énoncé.  Considérons  par  exemple  les 
deux  équations  simultanées 

(44  )  P(a^,  y)  =  x—a —  c(f(x,  y)  =  o,         0{x,  y)  =  y —  b-  ^  if{x,  y)  =  o, 

où  a-  et^  sont  des  variables  complexes,  f(x,  y)  et  <f{x,y)  de*  fonctions 
holomorphes  de  ces  deux  variables  dans  le  voisinage  du  système  de 
valeurs  a-  =  a,  r  =  6.  Pour  a  =  o,   ji  =  o,  les  équations  (44)  admettent  le 

,  ,     j-  ■  D(P,  Q) 

système  de  solutions  a^  =  «,  v  =  o,  et  le  déterminant  -=— f  se  réduit 

.  '^  '  D(x,y) 

à  l'unité.  Donc,  d'après  le  théorème  général,  les  équations  (44)  admettent 
un  système  de  racines  et  un  seul  tendant  vers  a  el  b  respectivement 
lorsque  a  et  p  tendent  vers  zéro,  et  ces  racines  sont  des  fonctions  holo- 
morphes de  a  et  de  |3.  Laplace  a  étendu  le  premier  à  ce  système  d'équa- 
tions la  formule  de  Lagrange  (  n°  309). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  des  points  a  et  b  comme  centres  on 
décrive,  dans  les  plans  des  variables  x  el  y  respectivement,  deux  cercles  C 
el  C  de  rayons  r  el  r'  assez  petits  pour  que  les  fonctions  y( a;,  y)  et  (f{x,y) 
soient  holomorphes  lorsque  les  variables  x  el  y  restent  à  l'intérieur  des 
cercles  C,  G',  ou  sur  ces  cercles  eux-mêmes;  soient  M  et  M'  les  valeurs 
maxima  de  \f(x,  y)  |  et  de  |  ç(a-,  y)  |  dans  ce  domaine.  Nous  supposerons 
(le  plus   que   les   constantes   a   et   p   satisfont  aux   conditions   M  |  a  |  <  r. 

Cela  étant,  donnons  à  x  une  valeur  quelconque,  à  l'intérieur  de  C  ou 
sur  le  cercle  lui-même;  l'équation  Q(.r,  ^"1  =  o  est  vérifiée  pour  une  seule 
valeur  de  ^  à  l'intérieur  de  C,  car  l'argument  de  y — b  —  ^o{.t,  y) 
augmente  de  itz  lorsque  y  décrit  G'  dans  le  sens  direct  (n°307).  Cette 
racine  est  une  fonction  holomorphe  ^i  =  liC»^)  de  x  dans  le  cercle  G.  Si 
l'on  remplace  y  par  cette  racine  yi  dans  P(x,  y),  l'équation  obtenue 
x  —  a  —  '^f{x,y\)  —  o  admet  une  racine  et  une  seule  à  l'intérieur  de  G, 
pour  la  même  raison  que  tout  à  l'heure. 

Soit  X  =  ^  cette  racine,  el  soit  i]  la  valeur  ccn  espondante  de  y,  'i)  =  'KO- 
La  formule  de  Lagrange  généralisée  a  pour  but  de  développer  suivant  les 
puissances  de  a  et  de  p  toute  fonction  F(;,  r,)  holomorphe  dans  le  domaine 
que  nous  venons  de  définir. 

Considérons  pour  cela  l'intégrale  double 

X  étant  un  point  du  cercle  G,   P{x,y)   ne  peut  s'annuler   pour   aucune 
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valeur  de  y  intérieure  à  C,  car  l'argument  de  x  —  a  —  if{x,  y)  revient 
forcément  à  sa  valeur  initiale  lorsque  y  décrit  C,  x  étant  un  point  fixe 
de  G.  Le  seul  pôle  de  la  fonction  sous  le  signe  intégral,  considérée  comme 
fonction  de  la  seule  variable  y,  est  donc  le  pôle  y=yi,  donné  par  la 
racine  de  Q(ar,  y)  =  o,  qui  correspond  à  la  valeur  de  x  située  sur  le  con- 
tour C,  el  l'on  a,  après  une  première  intégration, 


S. 


-^.r)  (ly 


,    \>i.x,y,(l(x,y)  ■■  ,0(1.    ■ 

,■  Le  second  membre,  si  l'on  y  suppose  j'i  remplacé  par  la  fonction  holo- 
morphe  '}(3-)  définie  plus  haut,  admet  à  son  tour  un  seul  pôle  du  premier 
ordre  à  l'intérieur  de  G,  le  point  x  —  ^,  auquel  correspond  la  valeur  j',  =  r,, 
et  le  résidu  correspondant  est,  comme  le  prouve  un  calcul  facile, 

lD{x,y)jJ.z\ 
L'intégrale  double  I  a  donc  pour  valeur 

I   =  -   4  TT2 


Fa,l) 


lD{x,y)\jz^r, 

u 

Jîts)       ^(X  —  a)"'+'(y  —  b)"+'' 


D'autre   part,   on   peut  développer  — -=-  en   série   uniformément  conver- 
ïenle 


(  X  —  «  —  yt.fl  i  y  —  ù 
ce  qui  nous  donne  f  =  i;J,„„a'"P",  où 

^  ^^  f  ,/^  r  P(^,rnf(^,.r)]"'[9(-'>--.v']"dy 

'""     Je        -/c,  {x  —  ay"+^(y  —  b)"+^ 

Cette  intégrale  a  déjà  été  calculée  (n°3o2),  et  nous  avons  trouvé  qu'elle 
est  égale  à 

j--      d"'+"[¥ {a,  b)  f"'(a,  b)  o'< ( Il .  b )] 
ni  '.  n  !  (<a'«  àb" 

En  égalant  les  deux  valeurs  de  I,  on  obtient  la   formule  clierchée  qui  ofiVe 
une  analogie  évidente  avec  la  formule  (5o)  (n°  309) 

r-r.'i        F(^.-i)       _'y  y  «"'3"  (^'"^"[Fù/,  *'')/'"(«,/')?"(«,  ^)] 

'         rb(P,Q)  I    _  ZdZàn,\n\  Oa"'db" 


302      CHAPITRE   XVII.    — '  FONCTIONS   ANALYTIQIES    DIS    PLISIEIRS    \AR1ABLES. 

On    pounail   obtenir    aussi    une    seconde    formule    analogue   à    la    for- 
mule (  5i) (  n"  309)  en  posant 

D(1',Q; 


V(x,jy)  =  't>(x,  y) 


D(3-,JK) 


mais  les  coefficients  de  celte  seconde  formule  sont  moins  sim|)les  que  dans 
le  cas  d'une  seule  variable. 


EXERCICES. 


1.  Toute  courbe  algébrique  C„  de  degré  n  et  de  genre/?  peut  se  ramener 
par  une  transformation  birationnelle  à  une  courbe  de  degré  p  -h  2. 

[On  procède  comme  au  n"  340,  en  coupant  la  courbe  donnée  par  un 
faisceau  de  courbes   C.„_2   passant  par j  points   de  G„  parmi 

1  1  .("—OC"  —  2 )  ■  III  1 . 

lesquels  sont  les p  points  doubles,  et  I  on  pose 

<?1  fl 

l'équation  du  faisceau  étant  f^ix,  y)  -+-  la^icr,  y)  +  ij;tS3(  a?,  y)  =  '>■] 

2.  Déduire  de  l'exercice  précédent  que  les  coordonnées  d'un  point  d'une 
courbe  de  genre  2  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  d'un 
paramètre  t  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  R('),  du  cinquième  ou 
du  sixième  degré,  premier  avec  sa  dérivée. 

[On  peut  commencer  par  montrer  que  la  courbe  correspond  |)oinl  par 
point  à  une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  un  point  double.] 

3*  Soil  y  :=  aiX -i- x^j:- -+-.  .  .  le  développement  en  série  entière  d'une 
fonction  algébrique,  racine  d'une  équation  F(.r,_j')  =  o,  où  P(x.y)  est 
un  polynôme  à  coefficients  entiers,  le  point  de  coordonnées  .r  =  o,  y  =  o, 
étant  un  point  simple  de  la  courbe  représentée  par  F(ar,  y)  =  o.  Tous  les 
coefficients  aj,  a^,  ...  sont  des  fractions,  et  il  suffit  de  changer  x  en  Kor, 
K  étant  un  nombre  entier  convenable,  pour  que  tous  ces  coefficients  de- 
viennent entiers.  [ElSENSTEIN.j 

[On  remarque  qu'il  suffit  d'une  transformation  de  la  forme  ;r  =  /i-.r', 
y  =  fcy',  pour  que  le  coefficient  de  y'  dans  le  premier  membre  de  la  nou- 
velle relation  soit  égal  à  un,  tous  les  autres  coefficients  étant  entiers.] 
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I.  —  FORM-\TION   DE.*;  EOU.\TIONS  DIFFERENTIELLES. 

363.  Élimination  des  constantes.  —  Considérons  une  famille  de 
courbes  planes  représentées  par  Féquation 

(1)  F(x,  y.  Cl.  Ci,  . . .,  c„)  =  o, 

qui  dépend  de  n  constantes  arbitraires.  Si  l'on  attribue  à  ces  con- 
stantes des  valeurs  déterminées,  mais  quelconques,  les  dérivées 
successives  de  la  fonction  )'  de  la  variable  x  définie  par  l'équation 
précédente  sont  fournies  par  les  relations 


OF 
Or 

àF     , 

--yy 

=  0 

u^F 
ox'- 

d'-F 

"■  àx  àj- 

y 

o'-F 

y- 

=  o 

â^F 

ÙF     , 

)=o 

en  s'arrêtant  à  la  relation  qui  permet  de  calculer  la  dérivée 
d'ordre  n,  on  aura  en  lout  («  +  1)  relations  entre  x,  y,  y', 
y',  . .  . ,  y'"',  et  les  constantes  c,,  c-.,  ....  c„.  Lélimination  de 
ces  n  constantes  conduit  en  général  à  une  relation  unique  entre  x, 

y, y,  ....  j"", 

(3)         ■  <i>(x;y,y,y\...y''')  =  o. 

D'après  la  façon  même  dont  celte  équation  (3)  est  obtenue,  il 
est  clair  que  toute  fonction  définie  par  la  relation  (i)  satisfait  à 
l'équation  {'A),  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  con- 
stantes c,  ;  on  dit  que  c'est  une  intégrale  particulière  de  léqua- 
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tion  difTéienlielle  (3).  L'ensemble  de  ces  inlégrales  parliculières 
esl  r intégrale  générale  de  la  même  équalion.  Pour  employer  le 
langage  géométrique,  ce  qui  est  souvent  commode,  nous  dirons 
aussi  que  toute  courbe  représentée  par  l'équation  (i)  est  une 
courbe  intégrale  de  l'équation  (3),  ou  que  l'équation  (3)  esl 
l'équation  différentielle  de  la  famille  de  courbes  considérée.  Nous 
voyons  que  V ordre  de  l'équation  différentielle  esl  égal  au  nombre 
des  constantes  arbitraires  dont  dépend  cette  famille  de  courbes. 
Il  est  clair  du  reste  que  le  raisonnement  ne  prouve  nullement  que 
l'équation  (3)  n'admet  pas  d'autres  intégrales  que  celles  qui  sont 
représentées  par  l'équation  (i);  elle  peut  en  effet  en  avoir  d'autres, 
comme  on  le  verra  un  peu  plus  loin. 

Tout  ceci  ne  s'applique  pas  aux  cas  exceptionnels  où  l'élimination  des  n 
paramétres  c,  entre  les  {n  +  \)  relations  (i)  et  (a)  conduirait  à  plusieurs 
relations  distinctes  entre  x,  y,  y\  y",  . . .,  y^"K  On  pourrait  alors  en  trouver 
une  ne  renfermant  pas  y'"',  de  sorte  que  la  famille  de  coui'bes  considérée 
serait  formée  par  les  courbes  intégrales  d'une  équation  dilTérenlielle  d'ordre 
inférieur  à  n.  Ceci  aura  lieu  si  ces  courbes  ne  dépendent  en  réalité  que 
de  n — p  paramètres  (/D  >  o);  par  exemple,  les  courbes  représentées  par 
l'équation  V^\x,y,  o(n,  6)]=:o  ne  dépendent  qu'en  apparence  de  deux 
paramètres  arbitraires  a  et  b  :  en  réalité,  elles  ne  dépendent  que  d'un  seul 
paramètre  variable  c  =  o(.o,  b).  Mais  il  peut  aussi  se  produire  un  abaisse- 
ment de  l'ordre  de  l'équation  différentielle  dans  un  autre  cas.  Par  exemple, 
les  courbes  représentées  par  l'équation  y^  ^  laxy -^- bx^  dépendent  bien 
de  deux  paramètres  distincts  a  et  /),  et  cependant  ces  courbes  satisfont 
toujours  à  l'équation  _y  =  ay'.  Ceci  tient  à  ce  que  ces  courbes  se  décom- 
posent en  un  système  de  deux  droites  passant  par  l'origine,  et  que  chacune 
d'elles  est  une  intégrale  de  l'équation    y  =  xy'. 

Exemples.  —  Les  droites  passant  par  un  point  fixe  [a.  b)  sont  repré- 
sentées par  l'équation 

(4)  y-b  =  C(x-a) 

et  dépendent  d'un  paramètre  arbitraire  C.  L'élimination  de  ce  paramètre 
entre  la  relation  précédente  et  la  relation  y' =:  C  conduit  immédiatement 
à  l'équation  différentielle 

(  5 )  y  —  b  =^y'(x  —  a) 

de  ce  système  de  droites.  Inversement,  on  peut  écrire  l'équation  (ï) 

.}•'       _        I 
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et  par  ^iiite  toute  inté2;iale  de  celte  équation  véiifie  la  relation 
L'ig'J—  *)  =  Logi'x— a)  -T-  LogC. 

qui  est  équivalente  à  l'équation  (4;. 

L'ensemble  des  droites  du  plan,  _k  =  C, a- -i- C.  forme  une  famille  i>  deux 
paramétres,  dont  l'équation  différentielle  est  ^"=  o.  La  réci|iroque  est 
immédiate. 

Le?  cercles  d'un  même  plan 

forment  une  famille  à  trois  paramètres;  l'équation  diO'érentielIe  corres- 
pondante doit  donc  être  du  troisième  ordre.  En  dilïérentiant  Iroi,  fois  la 
relation  précédente,  il  vient 

,.,  1  ••^^J>'.>''^A-f-B7'=o,         ^-^y■±^yy'^^y^o. 

\  3>'y'-h  rv''-i- 6^"'=  o; 

Télimination  de  B  entre  les  deux  dernières  formules  conduit  à  l'équation 
cliercliée 

(  8  )  y"(\  -i- j/2  )  _  3  >-'_K°^  =  o. 

Les  seules  courbes  du  plan  satisfaisant  à  cette  équation  sont  les  cercles 
et  les  droites.  On  voit  d'abord  que  les  droites  sont  des  intégrales,  car 
l'équation  est  vérifiée  si  Ion  a  ^''==«  et,  par  suite,  ^°'=  o.  Suppo- 
sons _>'"==;  o:  nous  pouvons  écrire  l'équation  (8) 


iy'}'" 


d'oùnous  déduisons,  C,  étant  une  constante  non  nulle, 
Logr"=  -Log(i-i-y2) -(-  LogC,, 


Lue  nouvelle  intégration  nous  donne 


=  C,j-^  Cj. 


V  1  —  .>  - 

C,.r  — C, 

y  =  ■■ 

v'i_(C,a:--C,)'- 
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en  intégrant  encore  une  fois,  il  vient  enfin 


C,y  -t-  Ci  =  ~  \/j  —  (  Ci.T  -^  c.r-, 

ce  ijai  est  l'équation  d'un  cercle. 

On  obtient  aisément  l'équation  diiïérentielle  des  coniques  par  la  méthode 
suivante  indiquée  par  Halphen.  Si  !a  conique  n'a  pas  de  direction  asymp- 
totiqiic  parallèle  à  O^,  l'équation  résolue  par  rapport  à  y  est  de  la  forme 


y  =  inx:  ^  n  -h-  yAx-  H-  2  B .r  -i-  G  ; 
après  deu\  différentialions,  on  trouve 

AC  —  B-^ 

y  =  ï' 

( kx^-h  y.Bx  -\-C)- 
ou 

(y')^ï  =  (  AC  —  B2  r^  (  A.r2-i- 2  B:r -H  G  ), 

de  sorle  que  {y")  ^  est  un  trinôme  du  second  degré  en  .r.  Pour  éliminer 
les  trois  coefficients  A,  B,  G,  il  suffira  donc  de  différentier  trois  fois,  et 
l'équation  dilTérenlielle  cherchée  peut  s'écrire  sous  forme  abrégée 

lin  etfectuant  les  calculs,  on  aboutit  à  l'équation 

(9)  4oy"3— 4  3yy>" '+ <)7"-7'  =  o- 

Le  même  calcul  donne  aussi  l'équation  différentielle  des   paraboles,  En 

elfet,  pour  une  parabole,  on  a  A  =  o,  et  (y")  ■'  est  un  binôme  du  premier 
degré.  L'équation  différentielle  est  donc,  sous  forme  abrégée, 

iiu,  en  eifectuant  les  calculs, 

(10)  5j^"'-i— 3;''>"=o. 

II.  —  KOUATIONS  DU   PREMIER  ORDRE. 

Toute  équation  din'ëreiitielle  d'ordre  «,  formée  par  l'élimlna- 
tioii  des  constantes,  admet  une  infinité  d'intégrales  dépendant 
de  /(  paramètres  arbitraires.  Mais  il  n'est  nullement  évident  qu'uno 


II.    —    liylATiOXS    IlL    PllE.MIKIt    ORDIIE.  So; 

«'■quatioii  diirérenlielle  donnée  a  priori  possède  des  inlégrales. 
C'est  là  une  question  fondamenlale,  que  nous  reprendrons  au  Cha- 
pitre suivant.  Nous  allons  d'abord  passer  en  revue  quelques  types 
simples  d'équations  différentielles  du  premier  ordi-e,  dont  1  inté- 
gration se  ramène  à  des  quadratures.  L'existence  des  intégrales 
sera  établie  par  la  méthode  même  qui  servira  à  les  obtenir.  Si,  au 
point  de  vue  de  la  logique  pure,  cette  marche  peut  être  critiquée, 
nous  observerons  simplement  quelle  est  conforme  à  l'ordre  iiislo- 
riqiie. 

36  i.   Séparation  des  variables.  —  l^e  type  le  plus  simple  d'équa- 
tion différentielle  est  l'équation  iléjà  étudiée 

£=/..^), 

où  f{-t:)  est  une  fonction  continue,  si  la  variable  x  est  réelle,  et 
une  fonction  analytique,  si  l'on  regarde  la  variable  indépendante  x 
comme  une  variable  complexe.  Nous  avons  vu  que  cette  équation 
admet   une  infinité  d'intégrales  que  I  on  peut  représenter  par  la 


=   /     /(.r)  dx  -i-  C, 


la  limite  inférieure  Xf,  pouvant  être  considérée  comme  fixe,  et  C 
désignant  la  coustante  arbitraire.  L'équation 

dr 

(1.1  -j-  =  =,(jKt 

dx 

se  ramène  4  la  précédente  en  y  considérant  j»'  comme  la  variable 
indépendante  et  x  comme   la  fonction  inconnue  ;   on  en  lire  en 

~      dr             I 
eltel  -r-  = et  iiar  suite 

D'une  façon  générale,  lorsqu'une  équation  différentielle  du 
premier  ordre  est  résolue  par  rapport  à  la  dérivée  de  la  fonction 
inconnue,  il  est  souvent  commode  de  l'écrire  avec  la  notation 
didérenliclle 

I,.  V(r,  r)  dr -i-Q{T.  y)  dy  =  o; 
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cette  forme  ne  préjuge  en  rien  le  clioix  de  la  variable  indépen- 
dante qui  peut  être  x  ou  j'.  Si  l'on  veut  substituer  aux  variables  x 
^\. y  deux  nouvelles  variables  u  et  c,  il  suffira  de  remplacer,  dans 
l'équation  ()3),  x^y,  dx,  dy  par  leurs  expressions  au  moyen  de 
11^  c,  du.  dv.  Remarquons  encore  que  l'on  peut,  sans  changer  les 
intégrales  de  l'équation  (i3),  multiplier  ou  diviser  les  deux  termes 
par  un  même  facteur  jji.(a;,_j'),  pourvu  que  l'on  tienne  compte  des 
solutions  de  l'équation  u.(x,  y)  =  o  que  l'on  peut  faire  apparaître 
ou  supprimer.  Les  deux  cas  particuliers  que  nous  venons  de  traiter 
se  rattachent  à  un  procédé  plus  général,  la  séparation  des  va- 
riables. Si  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  est  de  la 
forme 

(i4)  \dx  +  Y  dy  =  o, 

X  et  Y  ne  dépendant  que  de  x  et  de  y  respectivement,  on  dit  que 
les  variables  sont  séparées.  L'équation  s'intègre  par  des  quadra- 
tures, car,  si  Ion  pose 

U  =   r    \dx-^  f    \dy, 

cette  équation   peut  s'écrire  d\j  =  o,  et    l'intégrale  générale  est 
représentée  par  la  relation  U  =  C. 
L'équation 

(ij)  Widx+\i\  dy  =  0, 

où  X  et  X|  ne  dépendent  que  de  x,  Y  et  Y,  ne  dépendent  que 
àey,  se  ramène  à  la  forme  précédente  en  divisant  les  deux  termes 
parX,Y,.  Observons  sur  cet  exemple  que  l'on  supprime  ainsi  les 
•solutions  des  deux  équations  X,  =  o,  Y,  =  o.  Il  est  clair,  en  effet, 
que  s\  y  =  b  est  une  racine  de  Y,  =:  o,  y  ^  6  est  une  intégrale 
de  l'équation  proposée,  tandis  qu'elle  ne  sera  pas  comprise,  en 
général,  dans  l'intégrale  générale  de  la  nouvelle  équation. 

365.  Équations  homogènes.  —  On  appelle  équation  liomogène 
toute  équation  de  la  forme 

^      '  dx      •'  \x  J 

OÙ  le  second  membre  est  une  fonction  homogène  de  desi'é  zéro. 


II.  —  Éyi  ATIONS  ni    phi:.\i[i;r  ordre.  3ot) 

Ou  la  ramène  à  une  forme  iiitégrable  en  posant  V=  ux^  les  nou- 

II  -II.  n-     dv  du  , , , 

velles  variables  elant  J?  et  h;  on  a  en  eltet  -j-  =^  u  +  x  -t-<  et  1  eqiia- 

lion  p  ()')  devient 

X-, h  u  =  fin). 

dx 

(  )ii  peut  séparer  les  variables,  en  écrivant  l'équation 

dx  du 


X         Jiu)-u 
et  rinléi;i-,ilc  générale  s'obtient  par  nue  rpiadralure 

(17)  x  =  Ce'^  *""~"\ 

il  siillira  dv  remplacer  t/  par  "—  pour  avoir  réfjuatioii  des  conrbes. 
inléi^ralt's. 

Ijérpiatioii    générale    de    celte    famille    de    coiirltes    est   de    la 

forme  .r --=  C^  (— )>  C   désignant    la    constante    arintrairc.   Elles 

sont  tontes  homothétiqnes  à  l'iiiie  d'elles  avec  l'origine  comme 
centre  d'Iiomotbélie,  le  rapport  d'iiomothétie  étant  seul  variable; 

car  on  peut  déduire  Téqualion  précédente  de  l'équation  x  ^  'f  {'—) 
en  y  remplaçant  x  et  y  par  ^  et  pj^  respectivement.  Inversement^ 

étant  donnée  une  famille  quelconque  de  courbes  homothéticjues 
par  rapport  à  l'origine,  l'équation  difTérentielle  du  premier  ordre 
correspondante  est  iiomogène.  On  peut  le  vérifier  par  le  calcul, 
mais  ce  résultat  est  évident  a  priori;  en  edet,  les  tangentes  aux 
dilTérentes  courbes  de  cette  famille,  aux  points  de  rencontre  avec 
une  droite  issue  de  l'origine,  doivent  être  parallèles,  et  par  consé- 
quent le  coefficient  angulaire  y'  de  la  tangente  ne  doit  dépendre 
fpie  tlti  rapport  -• 

On  ramène  à  la  forme  Iiomogène  les  éipialions 

(-8)  ^^/(j':".?!:^!.^ 


dx 


où  a,  b,  c,  rt',  b' ,  c'  sont  des  coefficients  quelconques,   b   et   b' 
n'étant  pas  nuls  à  la  fois.  Il  suffit  en  elfet,  pour  que  cette  équation 
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ait  la  forme  voulue,  que  Ion  ait  c  =  c'=  o.  Or,  si  l'on  pose 

.r  =  \  -h  et,        j)'  =  Y  -I-  6, 

X  et  \  élant  les  nouvelles  variables,  a  et  [i  deux  conslanles  quel- 
conques, elle  devient 

d\  _      /    aX  -^-  b\  -h  na-h  b^  -h  c    \ 

d\  ~  -^  \a'\  ~  b'\  -t-  a'a  -H  6'Î3  +  c'  / 

et  la  nouvelle  équation  sera  hoino;;èiie  pourvu  ({ue  l'on  ail 

«a-s-è[j-i-c  =  o,  «'a^-è'p-T-c'  =  o. 

Ces  deux  conditions  déterminent  a  et  [3  pourvu  que  ab' —  ba'  ne 
soit  pas  nul.  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  ab' —  ba'  =  o,  sup- 
posons by^o;  nous  aurons  a' x  -+-  b'y  =  k(ajr  -+-  by),  k  étant  un 
facteur  constant  qui  a  une  valeur  finie,  et  en  posant  ax-\-  b}=  a 
l'équation  prend  la  forme 


I    f/u        a 
b  Ibc 


b       ■>  \  ka  -h  c  y 
OÙ  les  variables  sont  séparées. 


366.  Équations  linéaires.  —  Lue  équation  dillérentielle  linéaire 
du  premier  ordre  csl  de  la  forme 

(.9)  g  +  X,.  +  X,  =  o, 

X  et  X|  élant  des  fonctions  de  x.  Lorsque  X,  =  o,  on  peut  écrire 

cette  équation 

,  dy        .,    , 

(20)  -^ — h  X  rfx  =  o, 

et  l'intégrale  générale  s'obtient  par  une  quadrature  : 

-fx... 

(  2  1  )  y  —  Ç^e'^'c 

Pour  intégrer  l'équalion  complète  (19),  où  X|  est  supposé  dif- 
férent de  zéro,  nous  chercherons  à  satisfaire  à  cette  équation  en 
prenant  pour  j'  une  expression  de  la  forme  (21),  en  considé- 
rant C,  non  plus  comme  une  constante,  mais  comnae  une  fonc- 
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lioii  inconnue  de  x.  Cela  revient  à  faire  le  chan^euieul  de  va- 
riable _^^Y;,  ^  étant  la  nouvelle  fonction  à  déterminer,  et  ^ 
une  quelconque  des  intégrales  de  Féquation  (20).  Après  celte 
substitution,  l'équation  (i())  devient,  en  tenant  com|(le  de  la  rela- 
tion (20)  à  laquelle  satisfait  \, 

V   j-  +  -Vi  =  t>, 

et  s'intègre  par  une  quadrature.  On  m  tire 
z= —   /   —  ax-t-L,, 

C  étant  la  constante  arbitraire.  L'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (19)  s'obtient  donc  par  deux  quadratures  successives.  On 
peut  encore  l'écrire,  en  remplaçant  Y  par  son  expression. 


Ç\dx  (  r  fs.l. 


(22)  y 

les  limites  inférieures  dans  les  deux  quadratures  pouvant  être 
choisies  à  volonté. 

L'intégrale  générale  est  une  fonction  entière  et  linéaire  de  la 
constante  d'intégration,  de  la  forme  y  =(^f[x) +  'i{x),  où 
f{x)  et  o{x)  sont  des  fonctions  déterminées  de  x.  Celte  propriété 
caractérise  les  équations  linéaires,  car,  si  l'on  élimine  la  con- 
stante C  entre  l'équation  précédente  et  l'équation 

y'=Cf{x)-^o'{x) 

on  est  évidemment  conduit  à  une  relation  linéaire  en  y  ely'.  On 
peut  énoncer  le  résultat  sous  une  autre  forme.  Soient  y,,  y 2, y 3 
trois  intégrales  particulières  de  l'équation  linéaire,  correspondant 
aux  valeurs  C,,  Cj,  C3  de  la  constante  C:  l'élimination  des  deux 
l'onctionsy( x)  eto(x)  entre  les  trois  relations 

yi=  C.,f{x)^o(_x),         _X2=  C2/(>)-r-ç(ari,  >'3=  (::,/(  ^( -H  o(r) 

conduit  à  l'égalité  "^-^ — J-^  ^ —i -^,  ce  qui  montre  que  le  rap- 

port ^^-2 — —  est  constant,  pour  trois  intégrales  particulières  quel- 

'         72  —  ^-1  '  et  ^ 

conques  d'une  équation  linéaire.  Si  l'on  connaît  deux  intégrales 
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particulières  j', ,  jj'o,  d'une  éqiialion  linéaire,  on  peut  donc  écrire 
immédiatement  l'intéerale  g-énéralc 


y -2—  xi 


Remarquons  encore  que,  si  l'on  connaît  une  seule  intégrale  |)ar- 
ticiilière  j)',,  on  obtient  l'intégrale  générale  par  une  seule  quadra- 
ture; en  effet,  en  posantj'^^ri  +",  on  est  conduit  à  l'équation 
-j \-\ii  =  o,  identique  à  l'équation  (20). 

367  Équation  de  BernouUi.  —  L'équation  de  Bernoulli 

(23)  ^  +  X7  +  X,^«=o. 

où  n  est  un  exposant  quelconque,  différent  de  zéro  et  de  l'unité,  se 

ramène  à  une  équation  linéaire  en  prenant  pourinconnuej)''""=:. 

L'équation  précédente  peut  en  effet  s'écrire,  en  divisant  tous  les 

termes  par  )", 

t       riz 

; h  X.3  +  X,  =  o. 

1  —  Il  ax 
On  peut  raltaciier  au  type  précédent  l'équation 

(  24  )  (p  (  —  I  dx  -^-  '|/  I  —  1  dy  -y-  kx"'  (  x  dy  —  y  dx)  =  O, 

où  k  et  m  sont  deux  constantes  quelconques.  Si  l'on  pose,  en  effet, 
V  =  ux^  l'équation  obtenue  peut  s'écrire 

dx 

[tp(H)-l-  ((i}i(!0]-y \-  xi^{u)-V-  /cx"'-*-^=  O, 

'et,  en  posant  ^/-   ('"+0  ^^  ;_  on  est  conduit  à  une  équation  linéaire. 

368.  Équation  de  Jacobi.  —  Considérons  l'équalion 

(9.5)  (a -h  a'x  +  a"y){x  dy  —  y  dx) 

—  (b  -t-  b'x  -i-  b"y)  dy  -\-  (c  -h  c' X  -i-  c"y)  dx  =  o, 

où  a,  a',  a",  b,  h\  b" ,  c,  c',  c"  sont  des  coefficients  constants  quelconques. 
Lorsque  l'on  aa  =  6  =  c  =  o,  l'équation  rentre  dans  le  type  (24),  car  il 
suffit  de  diviser  par  a'x-\-a"y.  Pour  ramener  le  cas  général  à  ce  cas  par- 
ticulier, posons  a;  =  X  H-a,  ^  =  Y -h  p,  X  et  Y  étant  deux  nouvelles  va- 
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liables,  a  et  3  deux  constantes;   nous  obtenons  une  nouvelle  équation  de 
même  forme,  qui  peut  s'écrire 

(■13)'     (a'.\-4-a''Y)(X./Y— V</\  , 

—  [B^  //\  -r-  t'Y  -  (  .V  -^  a'X  -h  a  Y)  a  —  .\.\]  r/Y 

^  [C  -!-  c'  X  -+-  c"  Y  —  (  A  -I-  (i' X  -r-  a'Y  )3  —  A  Y]  r/.\  =  o, 
en  posant 


A  =  (/  —  rt'a  -;-  a* 3, 


B  =  b^b'x  —  b' 


C  =  c  -h  c'oL- 


Cette  équation(25)'  sera  du  type  (24)si  l'on  a  \% —  B  =  o,  .A  3  —  C  =  o. 
Nous  sommes  donc  conduits  à  déterminer  les  constantes  ï,  ^  par  ces  deux 
conditions  que  l'on  peut  écrire  sous  forme  plus  symétrique,  en  introdui- 
sant une  inconnue  auxiliaire  À, 


B 


C  — a3  =  o; 


l'élimination  des  inconnues  ï,  3  conduit  à  une  équation  auxiliaire  du  troi- 
sième degré  pour  déterminer  X 


L'intégration  de  l'équation  de  Jacobi  (231  dépend  donc  avant  tout  de  la 
résolution  de  cette  équation  du  troisième  degré,  comme  nous  le  verrons 
un  peu  plus  loin  par  d'autres  méthodes  (n""  378  et  422). 


369.   Équation  de  Riccati.  — •  L'équation  de  Riccali 
(26)  -j- ^  Xx-— X,>'^  X5=  o, 


où  X,  X|,  X,  sont  des  fonctions  de  x,  ne  peut  pas  en  général 
s'intégrer  par  des  quadratures.  Les  intégrales  de  cette  équation, 
lorsque  les  coefficients  sont  quelconques,  constituent  des  trans- 
cendantes nouvelles,  dont  on  étudiera  les  propriétés.  Mais  cette 
équation  se  rattache  au  sujet  qui  nous  occupe,  à  cause  de  la  pro- 
priété suivante  :  si  l'on  connaît  une  intégrale  particulière,  on 
peut  trouver  f  intégrale  générale  par  deux  quadratures. 

Soit  y,  une  intégrale  particulière.  Le  changement  de  va- 
riable }■  =  y,-\-z  conduit  à  une  équation  de  même  forme  qui  ne 
doit  pas  renfermer  de  terme  indépendant  de  :;,  puisque   5  =  0 
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doit  être  une  intégrale;  cette  équation  est  en  elïet 

et  il  suffira  de   poser  -__  =  tt   pour  être    ramené    à    une    équation 
linéaire,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

De  là  se  déduisent  plusieurs  conséquences  importantes.  L'inté- 
grale générale  de  l'équation  linéaire  en  u  est  de  la  forme  (n"  366) 

u  =  Cf{x)  +  <f(x); 

l'intégrale  générale  de  l'équation   de  Riccati  est  par  conséquent 
de  la  forme 

I  _  C/i(g-)-Hpi(a;) 


(2S)  r  =  yi- 


C/(.r)  +  <5(,r)  C/(x)-^a(.r) 


Nous  vojons  que  c'est  une  fonction  liomograpkiqnc  de  la 
constante  (rintég ration.  Réciproquement,  toute  équation  diffé- 
rentielie  du  premier  ordre  qui  possède  cette  propriété  est  une 
équation  de  Riccati.  En  efTet,  soient /(a;),  3(.r),  f,{x),  <pi(a?) 
quatre  fonctions  quelconques  de  x;  toutes  les  fonctions  j' repré- 
sentées par  la  formule  (28),  où  C  est  une  constante  arbitraire, 
sont  des  intégrales  d'une  équation  du  premier  ordre  que  Ion 
obtient  aisément  en  résolvant  la  relation  (28 )  par  rapport  à  C  et 
en  prenant  la  dérivée.  On  a  ainsi 

r_  ?■  — r? 


Tf-A 
et  l'équalion  diflérentielle  correspondante 

^rf—A){  ?i  —  ?/ —  jK?'  )  —  (<f  1  —  r<f  )  <  /'/-i-  yf'—f\  )  =  » 

est  bien  de  la  forme  (26). 

Soient  y,,  ^'2,  j'3,  )"4  quatre  intégrales  particulières  correspon- 
dant aux  valeurs  C,,  Co,  C3,  €4  de  la  constante  C.  D'après  ta 
théorie  du  rapport  anharmonique,  on  a  la  relalion,  qu'il  est  facile 
(le  vérifier  par  le  calcul, 

Vi—  y\  .  y-i—  yi  _  Ci—  Ci  .  C3—  C, 


yi>— y^  '  y 3  — y'-     Cj— c^  ■  Cj— c, 

ce  qui   prouve  que   le  l'apport  anharmonique  de  quatre  inté- 
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grales  particulii-res  ijneJcon<iues  de  Véquatinti  de  Riccali  est 
constant. 

Ce  théorème  permet  de  trouver  sans  aucune  quadrature  l'inlé- 
grale  généraJe  d'une  équation  de  Riccati  lorsqu'on  en  connaît 
trois  intégrales  particulières  ),,  y-,,  ):).  Toute  aulre  intégrale  y 
doit  être  telle  que  le  rapport  anliarnioDique  - — —  :  — — —  soit 
constant.  On  obtiendra  donc  l'intégrale  générale  en  égalant  ce 
rapport  à  une  constante  arbitraire;  on  voit  que  j'  sera  une  (onction 
lioint'graphique  de  la  constante,  ce  qui  prouve  que  la  propriété 
précédente  n'appartient  qu'aux  équations  de  Riccati. 

Remarquons  enfin  que,  si  l'on  connaît  deux  intégrales  particu- 
lières seulement  j'i  ety^,  on  achève  l'intégration  par  une  quadra- 
ture. En  effet,  après  la  première  transformation  i'  =,)i  +  ;.  l'équa- 
tion en  ;  obtenue  admet  l'intégrale  i;. —  Vi  ;  l'équation  linéaire 
en  II   a  donc  aussi   une  inté"rale  ijarlicidière  connue •  On 

...  y--—y^ 

'  trouvera  donc  l'intégrale  générale  de  1  équation  en  u  par  une  seule 
(piadrature  (  '  ). 

Application.  —  Considérons  une  famille  île  cercles  dépendant  d'un 
paramétre  variable,  situés  dans  un  même  plan.  Soient  a,  b,  R  les  coor- 
données du  centre  du  cercle  variable  et  le  rayon  (les  axes  étant  rectan- 
gulaires); a,  b,  R  sont  des  fonctions  supposées  connues  d'un  paramètre 
variable  a.  Proposons-nous  de  trouver  les  courbes  qui  coupent  chacun  de 
ces  cercles  sous  un  angle  connu  V,  constant  ou  fonction  donnée  de  a.  Les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  !M  du  cercle  G  de  centre  (a,  b)  et  de 
rayon  R  peuvent  être  représentées  par  les  formules 

a?  =  a -I- R  cosO,        jk  ==  6 -f- R  sinO, 

0  étant  l'angle  que  fait  le  rayon  aboutissant  au  point  M  avec  la  direc- 
tion Ox.  Le  problème  revient  à  déterminer  cet  angle   6    en  fonction  du 


(  ')  On  peut  établir  les  propriétés  de  l'équalion  de  Riccati  démontrées  dans  le 
texte  en  observant  qu'elle  ne  cbange  pas  de  forme  par  toute  transformation  homo- 

fz  ■+-  '■& 
graphique  y  =  -^ '—  i  /,  /,,  y,  »,  étant  des  fonctions  de  jr.  Si  1  on  connaît  une, 

deux  ou  trois  intégrales  de  l'équation  (261,  on  peut  toujours  choisir  la  transfor- 
mation homographique  de  façon  que,  dans  l'équation  transformée  en  z,  un,  deux 
ou  trois  des  coefficients  du  polynôme  du  second  degré  en  z  soient  nuls.  Une 
équation  linéaire  doit  èlre  considérée  comme  une  équation  de  Riccati  admet- 
tant l'intégrale  particulière  >'=ac,  c'est-à-dire  telle  que  l'équation  obtenue  en 
posant  y  =  —  admette  la  solution  z  —■  0. 
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paramètre   z   de   façon   que    la   courbe   décrite   par   le    point   M    coupe   le 
cercle  C  sous  un  angle  V.  1,'rquatifin  différentielle  du   problème  est  donc 

4--tansO 
cotV=  ^ 


<r 


qui  devient,  en  remplaçant  dx  et  dy  par  leurs  valeurs  et  léduisant, 
B  -; — 1-  6'  cos9  —  rt'  sin6  —  cotV(U'-+-  a'  cos6  -f-  h'  sinO  )  =  o. 

a' ,  h\  R'  étant  les  dérivées  de  a,  b,  R,  par   rapport  à  a.  En   prenant  pour 
nouvelle  inconnue  tang  -  =  t,  nous  obtenons  une  équation  de  Riccati 

(29)     '>.K  —  +  b  [i  ~  t-  )—  in'  t  —  cotV[R'(H-?2)-t-a'(i— /-)  +  xb'  t]  =  o. 


Il  suffira  donc  de  connaître  une  trajectoire  pour  obtenir  toutes  les  autres 
par  deux  quadratures. 

Considérons  le  cas  particulier  des  trajectoires  ortliogonales;  l'angle  V 
est  alors  un  angle  droit,  et  la  cotangente  est  nulle.  Si  l'on  suppose  ei> 
outre  que  les  cercles  considérés  ont  leurs  centres  sur  une  ligne  droite,  on 
connaît  ci  priori  deux  intégrales  particulières  de  l'équation  (29),  caria 
ligne  des  centres  coupe  ortliogonalenient  chaque  cercle  en  deux  points. 
On  vérifie  aisément  que  l'intégration  n'exige  qu'une  quadrature,  car,  si 
l'on  a   pris  la   ligne  des  centres  pour  axe  des  x,  l'équation  (2G)  se  réduit 

a  K  —, n  <  =  o. 

d% 


370.  Équations  non  résolues  par  rapport  k  y' .  —  Dans  les  dille- 
renls  cas  que  nous  venons  dexaminer,  l'éc|iiation  était  supposée 
résolue  par  rapport  à  )'.  Considérons  inaintenanl  l'équation  géné- 
rale du  premier  ordre  F(j?,  y,  j'')  =  o.  Soll  S  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation  F(a:,  y,  r)=:o,  obtenue  en  remplaçant  )'' 
par  ;.  A  toute  intégrale  j' ^/(j?)  de  l'équation  proposée  on  peut 
faire  correspondre  une  courbe  Y  représentée  par  les  relations 

(T)  r  =  /(.'■),  -=/'(^), 

qui  est  située  tout  entière  sur  la  surface  S,  puisque  l'on  a 

F[.r,/(.r). /'(,r)]  =  o. 
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Mais  celte  courbe  T  n'est  pas  une  coiirlje  quelconque  de  la  sur- 
face S;  le  long  de  celte  courbe  en  effet  r  et  ;  sont  des  fonctions 
de  X  satisfaisant  à  la  relation  dy  —  z  dx  =  o,  et  celte  relation 
garde  la  même  forme,  quand  on  prend,  au  lieu  de  x,  une  variable 
indépendante  quelconque. 

Inversement,  soit  F  une  courbe  située  sur  la  surface  S;  les  coor- 
données X,  V,  z  d'un  point  de  cette  courbe  sont  fonctions  d'un 
paramètre  variable  a.  Si  ces  trois  fonctions  J?  ^  cp,  (a),  y  ^  ?2(^)' 
2=:-.S3(a)  satisfont  à  la  relation  dy^=zdx,  on  peut  en  déduire 
une  intégrale  de  l'équation  proposée.  En  effet,  les  deux  premières 
équations  x  =  es,  (a),  y  =;  02(01)  représentent  une  courbe  plane  C; 
soit  y=f(x)  l'équation  de  cette  courbe  supposée  résolue  par 
rapport  à  j)'.  Tout  le  long  de  la  courbe  F  on  a  z=/'(x),  et  par 
suite  F[x,  f{x),f'{x)]=^  o;  la  courbe  C  est  donc  une  courbe 
intégrale.  Il  n'y  aurait  d'exception  que  si  cette  courbe  C  se  rédui- 
sait à  un  point,  et  la  courbe  F  à  une  droite  parallèle  à  O;.  Il  revient 
donc  au  même  d'intégrer  l'équation  pro|30sée  F(x,  y,  y')  ^  o,  ou 
de  chercher  les  courbes  de  la  surface  S  pour  lesquelles  on  a 
dr  —  -  dx  =  o. 

Cela  étant,  supposons  qu'on  puisse  exprimer  les  coordonnées 
d'un  point  x.  y,  :■  de  la  surface  S  explicitement  en  fonction  de 
deux  paramètres  variables  u.  i^', 

.(•  =  /(«,  Cl,         y  =  !b(ii.  r),  z  =  ii(u,  f): 

toute  courbe  F  de  la  surlace  S  s'obtient  en  établissant  une  cei- 
taine  relation  entre  u  et  t>,  et,  pour  que  cette  courbe  définisse  une 
intégrale,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  dy  =  ;  dx,  ou 

do    ,  do    ,  ,  ,  /df    ,  àf   .  \ 

(lu  dr  .  \    ^     /  \^  jj,,  j^j,       y 

Nous  avons  ainsi  une  équation  différentielle  -j-  =^t:(u,  ci,  résolue 

par  rapport  à  -j-  •  U  est  clair  que  la  méthode  précédente  s'applique 
aussi  aux  équations  que  l'on  peut  résoudre  par  rapport  à  )'. 

Cette  transformation  est  immédiate  pour  les  équations  résolues 
par  ra|)port  à  l'une  des  variables  x  ou  j'.  Soit  par  exemple  l'équa- 
tion 

(3o)  y=f(x,y): 
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on  peut  prendre  ici  pour  paramètres  variables  x  et  y'=:.p.  La 
surface  S  est  alors  représentée  par  les  équations 

x  =  x,         ;=/;,        y=fix,p) 
et  la  relation  dy  =  ;  dx  devient 

(3.)  p^iL^iLiE. 

^      '  '         dx        dp  dx 

C'est  le  résultat  que  Ion  obtiendrait  directement  en  différentiant 
Téquation  (3o)  et  remplaçant  j'  par  y>.  Soit  p=^'-i[x^  C)  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (3ri;  pour  en  déduire  l'intégrale  géné- 
rale de  iéqualion  (3o),  il  suÛîra  de  remplacer  ^y'  par  '^(a:,  C)dans 
la  formule  (3o). 

371.  Équation  de  Lagrange.  —  Considérons  en  particulier  une 
équation  linéaire  |jar  rapport  aux  deux  variables  a?  et^, 

(3-2)  je  =  a:o(j'') -H  4/(y): 

en  dilTéreniiant  les  deux  membres,  et  désignant  r'  par  /*,  nous 
obtenons  l'équation 

Si  l'on  y  considère  p  comme  la  variable  indépendante,  et  x  comme 
l'inconnue,  celte  équation,  que  l'on  peut  écrire 

dx 

est  linéaire  et  s'intégrera  par  deux  quadratures,  .\vant  obtenu  x 
en  fonction  de/?,  en  portant  cette  valeur  de  x  dans  la  formule 

_K  =  .rcp(/>)  -^  ■bip), 

on  aura  les  coordonnées  x  et  y  exprimées  en  fonction  du  para- 
mètre/? et  d'une  constante  arbitraire  ('). 

(')  On  peut  au5si  ramener  lOqualiuii  (:;>  )  à  uneéquation  linéaire  au  moyen  de 
la  transformation  de  Legendre  (I.  n°  61). 

Les  équations  homogènes  j'  =  X'^iy),  non  réiolues  par  rapport  A  y  .  peuvent 
être    considérées    comme    des    cas    particuliers   de   l'équation    de    I^agrange    et 

téerées  de  la  même  façon. 


/" 
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On  peut  se  leniJre  compte  aisémenl  de  la  disposition  des  courbes  inté- 
grales, en  observant  que  .r  el  y  sont  des  fonctions  entières  et  linéaires  de 
la  constante  arbitraire  C, 

•"'">>  X  =  CF(p)  -h<i'(p),        jK  =  C  F,(/)) -t- *i(/)); 

mais  les  fonctions  F(/>),    F|(/)),  *(/>),   ^i(p)  ne  sont   pas  quelconques, 

dv 

puisque  le  paramètre  p  représente  le  coefficient  angulaire  -j-  de  la  tan- 
gente. Il  faut  pour  cela  que  l'on  ait  F[(p)  ^  pF'  (p),  <I>j  (/))  =/)*'(/»). 
Soient  Po.  F,  deux  intégrales  particulières  correspondant  aux  valeurs  C  =  o, 
C  =  1  de  la  constante  : 

^    j   ^0  =*(/,).  ^     (  a;,  =  F(/p)-l-*(/>), 

"  1  ^'0  =  *!(/>  ).  '  (  jri  =  Fi  (/')  +  *!(;»); 

les  équations  (33)  qui  représentent  une  intégrale  quelconque  F  peuvent 
encore  s'écrire 

37=   C(.r|  —  3-„)-i-.7-o, 

y  =  Cf.ri  — jo)  -t-7„. 

Aux  points  Mo(;ro,  Vo),  Mii^r,,  y,),  M(j;,  y)  des  courbes  l'o,  l'i,  F,  qui 
correspondent  à  une  même  valeur  de  p,  les  tangentes  à  ces  courbes  sont 
parallèles.  D'autre  part  on  tiie  des  formules  précédentes 

J  —  yo  _  ^  — ^0  ^      '^ 
y  —  )',        .r  —  .r,        G  —  i  ' 

ce  qui  prouve  que  les  trois  points  Î\I,   M,,,  Mi  sont  en  ligne  droite  et  que 

iMAlo  ^^  j  >  .... 

le  rapport  rj-rT-  est  constant.  Un  a  donc  la  construction  géométrique  sui- 
vantes :  Etant  données  les  deux  courbes  Po,  V\,  on  joint  /es  points  Mj,  Mi 
de  ces  deux  courbes  nù   les  tangentes  sont  parallèles,  et   l'on  prend 

sur  la  droite  qui  les  joint  le  point  M  tel  que  le  rapport  jrrjrr-  soit  égal 

à  une  constante  donnée  K.  Lorsque  les  points  M^,  Mj  décrivent  les 
courbes  F„,  Fi,  le  point  M  décrit  une  courbe  intégrale  F,  et  l'on  obtient 
l'intégrale  générale  en  faisant  carier  la  constante  K. 

372.  Équation  de  Clairaut.  —  L  n  cas  particulier  remarquable 
de  l'éfjiiation  de  L,agrange  avait  déjà  été  traité  par  Clairaut;  on 
appelle  équation  de  Clniraiit  toute  équation  de  la  forme 

'  !i)  ■  y  =  ^y-^f{y')- 

Siii\;iiit  la  méthode   générale,  diderentions  les  deux  membres  et 


/^ 
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posons  y' =y?;  nous  arrivons  à  réquation 


(35)  [r^fip)] 


On  satisfait  à  cette  équation  en  posant  -p-  =  o,  d'où  p  z=  C  L'in- 
tégrale générale  de  l'équation  de  Glairaut  est  donc 

(36)  y  =  Cx  +  /{C):, 

cette  équation  représente  une  famille  de  droites,  et  l'on  vérifie 
immédiatement  que  ce  sont  bien  des  intégrales.  Mais  on  satisfait 
aussi  à  l'équation (.35)  en  annulant  le  premier  facleurj"  -{-  f'(^p)z=o. 
Il  s'ensuit  qu'il  existe  une  nouvelle  intégrale  de  l'équation  (34), 
qui  est  représentée  par  les  deux  relations 

or  l'élimination  de  p  entre  ces  deux  relations  conduirait  précisé- 
ment à  l'enveloppe  des  droites  représentées  par  l'équation  (36). 
L'équation  de  Glairaut  admet  donc  en  outre  une  intégrale  qui  est 
l'enveloppe  des  droites  formant  l'intégrale  générale.  Comme 
on  ne  peut  obtenir  cette  intégrale  en  donnant  à  la  constante  G  une 
valeur  particulière,  on  dit  que  c'est  une  intégrale  singulière. 

On  est  conduit  à  une  équation  de  Glairaut  quand  on  se  propose  de  déter- 
miner une  courbe  plane  par  une  propriété  de  ses  tangentes  où  n'intervient 
pas  le  point  de  contact.  Soit  en  effet  y  =  f(x)  l'équation  de  la  courbe 
cherchée;  l'équation  de  la  tangente  étant  Y=^'X-j-_y  —  xy',  on  sera 
conduit  à  une  relation  entre  ^'  el  y  —  xy',  c'est-à-dire  à  une  équation  de 
Glairaut.  Il  est  clair  que  dans  ce  cas  c'est  l'intégrale  singulière  qui  don- 
nera la  véritable  solution  du  problème.  Proposons-nous  par  exemple  de 
trouver  une  courbe  telle  que  le  produit  des  distances  de  deux  points 
fixes  F,  F'  à  l'une  quelconque  de  ses  tangentes  soit  égal  à  une  cons- 
tante b^.  Soit  2C  la  distance  FF';  le  milieu  du  segment  FF'  étant  pris 
pour  origine,  et  la  droite  FF'  pour  axe  des  T,  on  est  conduit  à  l'équation 
différentielle 

iy  —  ^y')-—  c'-y^  b°'(i-h  y'-^), 

en  supposant  que  la  tangenle  laisse  les  deux  points  F,  F  du  même  côté. 
On  en  lue  y  =^  xy' ±\'b^--- a-y' -;  l'intégrale  générale  se  compose  de  la 
famille  de  dioites 

y  =  Cx  àz  ^/62_u  a'- G-,  a'-=0-—c-. 
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L'iiitégiale  singulière,  enveloppe  de  ces  droites,  est  l'ellipse 


2_ 


c'est  la  vraie  solution  du  problème 


37i{.  Intégration  des  équations  Vix.  y  >  =  o,  F  (y,  y'  )  =  o.  —  Les 
équalions  qui  ne  renferment  que  l'une  des  variables  x  on  y  s'in- 
tègrent par  une  quadrature,  pourvu  que  Ion  puisse  résoudre  la 
relation  par  rapport  k y'  (n"  36i).  Lorsque  celte  relation  est  algé- 
brique, )'  est  une  intégrale  abélienne  ou  la  fonction  inverse  d'une 
intégrale  abélienne.  Toutes  les  fois  que  la  relation  est  de  genre 
zéro  ou  de  genre  un,  on  peut  exprimer  x  et  y  en  fonction 
dun  paramètre  variable,  soit  rationnellement,  soit  au  moyen  de 
transcendantes  classiques.  Considérons  d'abord  les  équalions 
F(r,  j'')  =  o,  de  genre  zéro;  on  peut  exprimer  y  et  j^  par  des 
fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  u ,  y  ^=f{ii),  y' =^ff[ii), 
el  la  condition  dy  —  y  dx  nous  donne  /' (i/)  du  =:/,{ii  )  dx.  Les 
variables  r  el  y  s'exprimenl  donc  par  les  formules 


(3;) 


■^  =  -^^"^'       ^=/-£HH^"' 


au  moyen  delà  variable  auxiliaire  u.  Le  même  calcul  s'applique 
aux  équations  F(j^,  j'')  =  o,  lorsque  la  relation  est  du  premier 
genre;  mais  on  doit  prendre  pour  f{u)  el  f{{u)  des  fonctions 
elliptiques,  et  x  et  )'  s'expriment  au  moyen  des  transcendantes 
jj,  r,  c^(n"333). 

On  peut  opérer  de, même  avec  les  équations  F(.r,  _}'')=:  o, 
lorsque  la  relation  est  du  genre  zéro  ou  un:  elles  se  ramènent 
d'ailleurs  à  la  forme  précédente  en  permutant  .«■  et  r- 

Exemples.  —  i°  L'équation  j-(^' — i)  =  (2 — y'  y-  est  de  genre  zéro  et, 

en   posant    2   —  y  =  ^"1    on    en    tire    i-  =  i -f-  u-.    >■  =  -  —  u.    La    rela- 

'  u 

tion  e^y  =  y' dx  devient  ici  rfa?  = -•  (;)n  a   donc  x— h  C,  el  l'inté- 

u-  u 

grale  générale  de  l'équation  proposée  est  y  =  x  —  C -=;  • 

î"  L'équation  }''3  —  3^'^  —  çjy* —  iiy^=  o  représente,  quand  on  y  regarde 
y  ely'  comme  les  coordonnées  d'un  point,  une  quartique  unicursale  admet- 
G..  U.  21 
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tant  les  trois  points  doubles  (_>' =  o,  _y'=o),  [y  =  ±i/ — 171  y' = 
Nous  pouvons,  en  effet,  écrire  l'équation  précédente 

(y--2r-(y+i)  =  {iy^-^--iy-. 

Kn  posant  d'abord  jk'="-  —  i,  il  vient  'iy  ^{u  -h  iy(u  —  2);  si  l'on 
pose  ensuite  k  —  ■)  =  3r-,  on  obtient  finalement  les  expressions  suivantes 
de  y  et  y'  en  fonction  du  paramètre  t, 

y  =  3(t-ht^),         /=  3(n-r-)(i  +  3/2). 

La  relation  dy  =  y'  d.r  se  réduit  ici  à  dx(i  -h  t^  )  =  dt;  on  en  tire 

t  =  taiigfx  -4-  C), 

et  l'intégiale  générale  de  l'équation  proposée  est  par  conséquent 

y  =  '1  tang(3-  +  G  )  -t-  3  tang'(.r-  -f-  C). 

3"  Soit  Riy  )  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  premier 
avec  sa  dérivée;  considérons  l'équation  différentielle 

(38)  y'--=K(y). 

On  a  vu  plus  haut  (n"  336)  qu'on  peut  satisfaire  à  cette  relation  du  pre- 
mier genre  en  posant  y  =:f(u),  y'  =f'(ii),  f{u)  étant  une  fonction 
elliptique  du  second  ordre.  La  condition  dy  =  y' dr  devient  du  —  dx: 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (38)  est  donc  une  fonction  ellip- 
tique j  =/(ar  +  C  ). 

Lorsque  le  polynôme  J^ly)  est  de  degré  inférieur  à  3,  ou  lorsque  ce 
polynôme,  étant  de  degré  3  ou  /|.  n'est  pas  premier  avec  sa  dérivée,  la 
relation  (38)  est  du  genre  zéro.  On  peut  exprimer  y  et  y'  par  des  fonc- 
tions rationnelles  d'un  paramètre  ;(,  et,  en  appliquant  la  métliode  précé- 
dente, on  vérifie  aisément  que  l'intégrale  générale  est  une  fonction  ration- 
nelle de  X.  ou  une  fonction  rationnelle  de  e"^,  a  étant  une  constante. 

37i.  Facteur  intégrant.  —  La  métliode  d'intégration  par  sépa- 
ration des  varialiles  a  élé  généralisée  par  Eiiler.  Le  raisonnemenl 
du  n"  !Wi  s"applii|ue  en  edet  à  loiito  équation  du  premier  ordre 

(  39  )  P(x,  y)  dx  -T-  Q  (  .r.  y)  dy  =  o, 

dont  les  coeffirients  P  et  (}  contiennent  à  la  fois  x  et  v,  pourvu 

.,  -     0\*  OiJ      y-,  ,.    ■  ,  .  cr  . 

que  I  on  ail  — -  =  -^^.  LiCtle  condition  est  nécessaire  et  sullisanle 

'  dy         ilx 

pour  ([Uti   P  dx -\- Ç)dy  soit   la  dillerenlielle   totale  d'une   fonc- 
tion V(x.  )■)',  et  cette  fonction  U(.r,  y)  sobtietit,  comme  on  l'a  \u, 
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par  des  quadratures (I,  n"  loi).  I^'équaliou  (ogjesuionc  identique 
à  réquation  <r/L  =  o,  et  l'on  y  satisfait  de  la  façon  la  plus  générale 
en  établissant  entre  x  et  y  une  relation  de  la  forme  \.  (x,y)  =C 
On  intègre  donc  l'équation  (09)  par  des  quadratures  toutes  les  fois 

que  les  coefficients  P  et()  vérifient  la  condition  -—  ^=  — 
'  ^  ây        o.r 

Pour(|ue  la  uiélliode  précédente  puisse  être  appliquée,  il  n'est 

..  OP  dQ       .,         en      1  •.  r 

pas  nécessaire  fine  I  du  ail  —  =  — ^  :  il  siiifit  de  connaître  un  tac- 

leur  intégrant.  c"esl-à-dire  un  facteur  \>-{x,  y)  tel  i[ue  le  produit 

li(T,  y)[P  dx  —  Qdr] 

,   •  ,1     1              , .  .          1  -  -       ,        ,  .  1 .    ,   d  I  m  P  I         '>  ('  'JL  Q  I  ,  , 

venue  la  condition  d  iiitcurabiiite  — ^ =  — V-^^'   ou,  en  deve- 

01'  o.r 

loppant. 

(4o)  I'  -: Q  _:_  _^  u  ( i      =0. 

(>y  d.r  ^.Oy         Ox  / 

La  recherclie  des  facteurs  intégrants  est  donc  ramenée  à  l'inté- 
gration de  1  équation  précédente,  qui  est  une  équation  aux  dérivées 
|iartiélles  du  premier  ordre.  Il  semble  qu'en  opérant  ainsi  on  fait 
dépendre  l'intégration  de  Téqualion  (?>9)  d'un  problème  en  appa- 
rence plus  difficile;  mais  il  est  à  remarquer  qu'il  suffit  de  con- 
naître une  solution  particulière  de  l'équation  (4o)  pour  pouvoir 
appliquer  la  méthode,  et  l'on  peut,  dans  bien  des  cas,  trouver 
une  intégrale  particulière  de  l'équaiion  (4oj  par  des  procédés  plus 
ou  moins  directs.  Clierclions  par  exemple  dans  quel  cas  l'équa- 
tion (39)  admet  lin  Cacleui- intégrant  ne  dépendant  que  de  X.  Si  l'on 

dp.  ,.  ,  .  /     \     1 

suppose  -^  ^  o,  1  équation  (  ^o)  devient 

1     1  f)y  1 

^  ii.r        ■     '  ijy  u.r  j 

dP  oO 

cl  l'expression : — -doit    être  indépendante   de   )■;   s'il  en  est 

ainsi,  on  obtient  un  fadeur  intégrant  ).  par  une  ipiadrature.  Suppo- 

dP       . 
sons  de  plus  Q  ^  i  ;   alors  -—  doit  être  une  fonction  X  de  la  va- 
''.)■ 

riable  x.  et  l'équation  (39)  est  une  équation  linéaire 
(3f)i'  d'_)'-^CX^ -i- Xi'i  rfr  =  o. 
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"  /'.'-'■  r  -  T 

L'éfiualloii   (4o)  adaiel  h   solution    ;j.  =  f      °        ,  el  Ion   venlie 

aisément  qu'en  niullipliaiit  l'équation  (Sg)'  par  ce  fadeur  on  a  au 

premier  membre  une  dillérentieile  exacte 

!>"■  (  /:-  r  -^'^"\\ 

e     °        (dy-^Xydx +  Xtd.r)  =  d\ye  -h  /     X,  t'  rfa-l  =  o: 

les  calculs  à  ellectuer  pourrinlégrslion  sontexactenienl  les  mêmes 
que  dans  la  première  méthode  (n°  366). 

Nous  démontrerons  plus  loin  que  l'équation  {.\o)  admet  une 
infinité  d'intégrales,  sous  des  conditions  très  générales  qui  sont 
toujours  remplies  dans  les  cas  qui  nous  occupent.  Si  l'on  connaît 
un  facteur  intégrant  a,,  on  peut  obtenir  tous  les  autres  de  la  façon 
suivante.  En  |)Osant  a=:a|V,  l'équation  (  4o)  devient 

or  on  connaît  une  fonction  satisfaisant  à  cette  relation  :  c'est  la 
fonction  U(.r,  _))  dont  la  dilTérenlielle  totale  est  ;/.,  (P  f/a;  +  Q  c()), 
puisque  les  dérivées  partielles  —  ,  —  sont  égales  à  a,  P  el  à  jj.,  Q. 

On  a  donc  aussi  ^  ^ ^  ^  =  o,  ce  qui  prouve  que  v  est  de 

dy  dx  dx  oy  '        ' 

la  forme  'f(L)),   et  l'expression  générale  des   facteurs  intégrants 

est  a  =  [Ji,cp(U),  tp  étant   une  fonction  arbitraire  de  U.  Il  est  aisé 

de  vérifier  que  ;jl  est  bien  un  facteur  intégrant,  car  de  l'identité 

^i{?  dx-^Çldy)  =  rfU 

on  déduit,  en  multipliant  par  tp(U), 

]XiV>{\]  )\P  {  X,  y)  dx  ^  q{x,  y)  dy]  =  o(V  )  dV , 
€l  le  second  membre  est  la  différentielle  exacte  de  la  fonction 

F(U)=  r(f(U)rfU. 

On  déduit  de  là  une  conséquence  intéressante  ;  ;j.,  et  u.  étant  deux 
facteurs  intéorants,  le  rapport  —  est  une  fonction  de  U.  Si  ce  rap- 
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port  iiVst  pas  conslant,  liulégrale  génériile  de  l'équalioii  ililltren- 

lielle  peut  donc  s  écrire  ^-^  =  consl. 

l-.e  lliéorèine  qui  précède  peut  servir  quelquefois  à  iroincr  un 
(acteur  intégrant.  Considérons  l'équation  diflerenlielle 

( 4 1)  P  dx  +  ()  dy  -r-  \\  dx  -^  Q,  dy  =  o, 

où  P,  P,,  Q,  (^,  sont  des  fonctions  de  x^  y.  et  supposons  que  Ton 
sache  trouver  un  facteur  intégrant  pour  chacune  des  expres- 
sions Pc/a;  +  Q  </)',  P,  dx  +  Q,  dy.  L'expression  générale  des  fac- 
teurs intégrants  pour  \}  dx  -^Ç^dy  est  [Acp(U),  iji  étant  le  facleur 
connu,  U  une  fonction  de  x  et  de  j'  que  Ton  obtient  par  des  qua- 
dratures, et  'j  une  fonction  arbitraire.  L'expression  générale  des 
facteurs  intégrants  de  P,  J.r  +  Q,  f/)'  est  de  même  a|'i(U().  a, 
et  Ll|  étant  des  fonctions  déterminées  et  ■!/  une  fonction  arbitraire. 
Si  l'on  [leut  choisir  les  fonctions  ■:,  et  'i  de  façon  que  l'on  ait 

|jLœ(U;=  !Jii'i(U,), 

on  aura  un  facteur  intégrant  pour  l'équation  proposée  (î'^- 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

ax  dy  -^  by  dx  -ï-  x"'y"{-xx  dy  -H  ^y  dx)  =  o, 

<•/,  b.  a,  ^  étant  des  constantes.  Tout  facteur  intégrant  de   ax  dy  ^  by  dx 

est   de   la   forme  — ■s>{x''y'^).    et   de   même  tout   facteur   intégrant  de   la 

xy'^-" 

seconde  partie  est  île  la  forme  -, •  '\i{x\'y'^)-  Pour  avoir  un  facteur 

intégrant  commun,  il  suffira  de  trouver  deux  exposants  />  et  q  tels  que  l'on 
ait  x'"y"(x''y'  I''  =  ( x^y^yi.  ce  qui  conduit  aux  conditions 

pa  —  y  2  -^  «  =  o,         pb  —  ^  3  -*-'«  =  o. 

Ces  conditions  sont   compatibles  pourvu  que  ajd  —  b  a  ne  soit  pas  nul,  et 

déterminent   un   facteur  intégrant  de  la  forme  x^^y'^.  En  multipliant  par 

ce  facteur  intégrant,  l'équation  prend   la  forme  i"*-'  di.- -\-  v'[-^  aVi^=  o,  où 

l'on  a  posé  v  =  x''y";  Vi  =  x?y^,  et  s'intègre  immédiatement. 

ï        3 
Dans  le   cas    particulier    où   ap  —  6a  =  o,   on    en    tire  —  =  j  =/.    et 


l'équation  peut  s'écrire  {ax  dy -^by  dx){i -^  kx"> y") . 


Remarque.  —  Quand  on  connaît  l'intégrale  générale  d'une  équation 
lifférenlielle  du  premier  ordre,  il  est  bien  facile  d'obtenir  un  facteur  inté- 
grant. Soit,  en   effet,  /"(x,  _)')=  C   l'intégrale  générale  de  l'équation  (  ig  i. 
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I^'équallon  différentielle  des  courbes  représentées  par  cette  relation  est 
aussi -=— rf.r  M — —dy^=o:  pour  qu'elle   soit   identique  à  l'équation   (39). 

il  faut  que  l'on  ait  -^  =  -j-  ,  et  la  valeur  commune  des  deux  rapports 
précédents  est  évidemment  un  facteur  intégrant  pour  Pdx-:-Çldy.  Tout 
autre  facteur  intégrant  est  égal  à  celui-là  multiplié  par  une  fonction  arbi- 
traire àe /{.r,  y). 

37o.  Application  à  la  représentation  conforme.  —  La  ihéorie 
du  facteur  intégrant  trouve  une  a|iplication  importante  dans  le 
problème  de  la  représentation  conforme.  Soil 

ds'-  =  E  dii^ -^iF  du  dv  -i-  G  dv^ 

une  forme  ([uadratique  en  du,  dv,  dont  les  coefficients  E.  F,  G 
sont  des  fonctions  analytiques  de  u.  c.  telles  que  EG  —  F-  ne 
soit  pas  nul.  On  peut  encore  écrire  ds- sous  la  forme 

ds^  =  (a  du  -+-  h  rfc)  1  o,  du  -t-  6,  rfr), 

rt,  h,  rt|,  /',  étant  aussi  des  fonctions  analytiques  de  »,  c.  D'après 
un  résultat  qui  sera  démontié  plus  loin  en  toute  rigueur,  chacune 
des  expressions  a  du  +  b  rfc,  a^  du  -\-bi  dv  admet  une  infinité  de 
facteurs  intégrants,  qui  sont  eux-mêmes  des  fonctions  analytiques; 
•j.,  'Ji,  étant  deux  de  ces  facteurs,  on  a  les  identités 

fi(a  du  -T-  h  dv)  =  rfU,         ;;i|  («1  du  -^  b^  df)  =  d\J  i 

Cl,  par  suite, 

iJLu.,  ds-  =  du  dV  I , 

ce  qui  peut  encore  s'écrire,  en  posant 

U  =  X  -^  I  Y,        U,  =  X  —  /  Y.        [iijL,  =  ~ , 
E  du'-  -^  2  F  du  dv  -^  G  rf<"-  =l{d\'-+  dY^  ). 

Toute  surface  analytique  peut  donc  être  représentée  sur  un  plan 
avec  conservation  des  angles.  Si  la  surface  est  réelle,  on  peut  sup- 
poser que  les  points  réels  de  la  surface  correspondent  à  des  valeurs 
réelles  des  variables  u,  c  ;  les  coefficients  E,  F,  G  sont  réels,  tandis 
que  a  et  a,  sont  imaginaires  conjuguées,  ainsi  que  6  et  6,.  On 
peut  alors  prendre  pour  a  et  u.,.  et  par  suite  pour  U  et  U|,  des 
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iiiiii^inaires  conjuguées,  de  sorte  qu'à  des  valeurs  réelles  do  u,  t' 
correspondront  des  valeurs  réelles  de  X  et  de  \.  A  des  points 
réels  de  la  surface  correspondent  donc  des  points  réels  du  plan. 

Toute  surface  analytique  pouvant  être  représentée  sur  un  plan 
avec  conservation  des  angles,  on  en  conclut  que  deux  surfaces 
analytiques  quelconques  peuvent  être  représentées  conformément 
l'une  sur  l'autre. 

376.  Équation  d'Euler.  —  Des  artifices  très  variés  ont  été  em- 
])lovés  pour  intégrer  des  équations  différentielles  de  forme  parti- 
culière. Euler  en  a  donné  un  exemple  céit'bre  avec  l'équation  à 
laquelle  son  nom  est  resté  attaché, 

où  X  et  \  sont  deux  polynômes  du  quatrième  degré  en  .r  el  y 
respectivement,  ayant  les  mêmes  coefficients, 

N  =  aox'''T-  aix^  -+-  a-ij-  -^  «3.r  —  «;, 
Y  =  àoy^  -r-  aiy^  ^  a,_y^  -i-  a^y  -i-  «4- 

Les  variables  étant  séparées,  on  ofitient  l'intégrale  générale  de 
léquation  (42)  par  deux  quadratures,  qui  introduisent  deux  fonc- 
tions transcendantes,  dépendant  respectivement  de  x  et  de  y.  La 
découverte  fondamentale  d'Euler,  qui  a  été  le  point  de  départ  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  c'est  d'avoir  montré  que  cette 
relation  entre  les  variables  x  et  y,  qui  est  transcendante  en  appa- 
rence, est  en  réalité  algébrique. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  X  est  un  polynôme  du  second 
degré  non  carré  parfait;  une  substitution  linéaire  permet  de  le 
ramener  à  la  forme  X^A(:c^ — 1),  et  l'équation  [.\2)  devient 
dans  ce  cas  particulier 

dx  dy 


(43) 


\/i  —  x'-        v^i  —y 
On  peut  encore  l'écrire,  en  chassant  les  dénominateurs, 


y/i  —  y"  dx  -{-  \/ 1  —  X-  dy  =  d{x  </ 1  — y'-^y\/'  —  x") 

dx  dy      '' 


"y 


/T 
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ce  qui  nionti-e  que  l'on  a  identiquement 


=  yn  —  x-)n-y^)-xy]  (  .-^—  +    ,    ^ 


L'expression  y/(i  —  x-j)  (i  — y-)  —  xy  est  donc  un  facteur  inté- 
grant pour  l'équation  (43),  et  l'intégrale  générale  est  donnée  par 
la  formule 


(44)  X  sU  —  y"- -^  y  y/i 

OU  par  la  formule 


(  4  j  )  \'{  1  —  j-2  )  (  I  — _y2  )  —  xy  =  C, 

puisque  l'équation  (4'>)  admet  les  deux  facteurs  intégrants  i 
et  y'(  I  —  X-)  (i  — y-)  — xy.  On  vérifie  du  reste  aisément  que  les 
deux  formules  (44)  et  (45)  sont  équivalentes,  d'après  l'identité 

{x\'i  —y--^-y\^i—x-^)-  +  {^{\  —  x-'){i—y'-)  —  xyY=  i. 

En  rendant  la  dernière  formule  (45)  rationnelle,  on  peut  écrire 
l'intégrale  générale  de  l'équalion  (4^)  sous  la  forme 

(  4<>)  x'^  -+-  _r-  -f-  2  C  xy  -T-  C'2  —  I  =  o, 

C  désignant  une  constante  arbitraire,  et  cette  équation  représente 
des  coniques  tangentes  aux  quatre  droites  :c  =  ±  i ,  j'  =;  rt  i . 

Par  une  induction  hardie,  Euler  a  été  conduit  à  une  formule  de 
même  espèce,  mais  plus  générale,  qui  convient  au  cas  où  X  est  un 
polynôme  quelconque  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  [Insti- 
tutiones  calculi  inlegralis,  t.  I,  Cliap.  \  et  VI). 

Soit  F(.T,  y)  un  polynôme  à  deux  variables  x  et  y,  du  second 
degré  et  symétrique  par  rapport  à  ces  deux  variables, 

(47)  V{x,  y)=  S.\x^y^--^  X,xy(x+y) 

-i-  Sal x'>' -i- y^)  -^  K^xy  -^  k-Jx  -A- y)  -\-  Ag. 

Ce  polynôme  dépend  de  six  coefficients  arbitraires  A,,  Aj,  A3,  A4, 
A5,  Ac,  et  la  relation  F(a7,  y)  =  o  peut  s'écrire  sous  deux  formes 

équivalentes 

(  F(.r,^)  =  M7-2+N^  +  P  =0, 

I  F(.r,>')  =  M,a?2+N,a;  +  P,  =  o, 
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M.  ^\  I'  <-lant  trois  polynômes  du  second  degré  en  ./ 

M  =  A,x2-i- Aja:  + A3,      \  =  A^ar^^  Ai-r  h- A5,      P  =  A3 j-' +  A5 j? -+- Ac. 

et  .M|,  N|,  P|  les  polynômes  obtenus  en  remplaçant  :c  par  r  dans 
M,  N,  P.  De  la  relation  V(a;,y)^  o  on  déduit  F\.dx-\-F'ydy  =  o, 
(iu,  en  remplaçant  F^  et  F^.  par  leurs  expressions, 

On  tire  d'ailleurs  des  relations  (48) 


iMr  ^  N  =±v'!N2— 4MP,  aMi^^ -)- ^,  =  ± /N;  —  4M,  P,. 

et  la  formule  précédente  (49)  peut  encore  s'écrire 

.    ,                                          (/x  (ly 

■   lO)  ^—     ,  =  o. 

v/>'-— 4MP        /.\j_4MiP, 

Cette  l'elation  sera  identique  à  l'équation  proposée  (42),  pourvu 
que  l'on  ait  N-— 4MP:=X,  ce  qui  entraîne  nécessairement 
N;  —  4M,  P,  =  Y.  Or  M,  N,  Pétant  du  second  degré,  N^— 4MP 
est  du  quatrième  degré,  et  l'on  est  conduit  à  écrire  que  deux  poly- 
nômes du  quatrième  degré  sont  identiques,  ce  qui  exige  cinq  con- 
ditions seulement,  (loinme  on  dispose  de  six  coefficients  A,-,  on 
voit  qu'un  de  ces  coefficients  restera  arbitraire.  Il  y  a  donc  une 
infinité  de  polynômes  F(  j,  y)  de  la  forme  (47)j  dépendant  d'une 
constante  arbitraire  C,  et  tels  que  de  la  relation 

(5i)  F(x,y)  =  o, 

entre  les  variables  x  et  j',  on  puisse  déduire  la  relation  (42).  Cette 
relation  i'5i)  représente  donc  l'intégrale  générale  de  l'équation 
proposée. 

La  détermination  effective  du  polynôme  F{x,y)  exige  un  calcul  d'iden- 
tification que  l'on  peut  simplifier  par  une  représentation  géométrique  due 
à  Jacobi.  Considérons,  pour  prendfï  le  cas  général,  un  polynôme  du  qua- 
trième degré  R(t)  premier  avec  sa  dérivée,  et  soient  ti,  t-,,  t^,  t;  les  racines 
de  R(<)  =  o.  Soit,  d'autre  part,  S  une  conique  quelconque  dont  les  coor- 
données .r  et  _^  sont  exprimées  en  fonction  du  paramètre  variable  t  par  des 
fractions  rationnelles  du  second  degré,  de  façon  qu'à  un  point  (a-,  y)  cor- 
responde une  seule  valeur  de  t\  appelons  m^,  mj,  /?!3,  «24  les  points  de  S 
qui  correspondent  aux  valeurs  t,,  t,.  ti,  t^  du  paramètre.  Enfin  soit  S'  une 
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seconde  conique  passant  par  les  quatre  points  hi,,  m,,  Dis,  ni(,.  Toute  droite 
tangente  à  S'  rencontre  S  en  deux  points  M  et  M';  si  /  et  t'  sont  les  valeurs 
correspondantes  du  paramètre,  la  relation  entre  i  et  /'  est  de  la  forme 
cherchée.  Il  est  évident,  en  effet,  que  cette  relation  est  symétrique  en  l  et  t', 
et  qu'elle  est  dii  second  degré  par  rapport  à  chacune  des  variables,  car  par 
un  point  M'  on  peut  mener  deux  tangentes  à  S' et  par  suite  à  toute  valeur 
de  t'  correspondent  deux  valeurs  de  t  seulement. 
Soit 


(52) 


F(r,  t")  =  o 


cette  relation;  on  en  déduit,  comme  nous  venons  de  le  voir,  une  relation 
entre  les  différentielles  dt,  dt\  de  la  forme 


(53) 


dt 


\/P(0 


P(/)  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré.  Ce  polynôme  \^{t)  est 
identique  à  un  facteur  constant  près  à  R(i).  En  effet,  d'après  la  façon 
même  (que  l'on  vient  d'expliquer)  dont  on  déduit  le  polynôme  P(0 
de  ¥{,t,l')  =  o,  les  racines  de  P(«.)=o  sont  les  valeurs  de  t  pour 
lesquelles  les  deux  valeurs  de  t'  sont  confondues.  Or,  la  signification  géo- 
métrique de  la  relation  (52)  montre  immédiatement  que  ceci  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  les  deux  tangentes  à  S'  issues  de  M  sont  confondues, 
c'est-à-dire  si  ce  point  M  est  l'un  des  points  m^,  m^,  m^,  m^.  Nous  sommes 
donc  conduits  i  la  méthode  suivante,  n'exigeant  que  des  calculs  rationnels, 
pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation 


(54) 


OÙR(ï)=:no^'-t"^l'^+^2^'+'^3'"'""4j^<l"«"'°"1"'"^''''^'^''^^"'^P^'-'*' 

notations  de  l'équation  proposée(42).  On  commencera  par  former  l'équation 
générale  des  coniques  S'  passant  par  les  quatre  points  »ii,  /h»,  ms,  m,, 
de  S;  cette  équation  est  de  la  forme/(a?,  y)  -h  Ctp(a^,  y)  =  o,C.  désignant 
une  constante  arbitraire.  Puis  on  écrira  la  condition  pour  que  la  droite 
joignant  les  deux  points  M  et  M'  de  £,  qui  correspondent  aux  valeurs  t,  ï 
du  paramètre,  soit  tangente  à  S'.  La  relation  obtenue,  qui  renferme  la 
constante  arbitraire  C,  représente  l'intégrale  générale  de  l'équation  d'Kuler. 
Pour  développer  les  calculs,  prenons  pour  S  la  parabole  y-=^x,  et 
posons  X  ^=  t^,  y  =  t.  La  conique  S'  représentée  par  l'équation 


(55) 


Kx''--\-  k' y"^^  iWxy  - 


■  -h  2  By  -+■  A"  =  o 


coupe  S  en  quatre  points,  donnés  par  l'équation  du  quatrième  degré  en  t 
que  l'on  obtiendra  en  remplaçant  .r  par  f'  et  y  par  t.  Pour  que  cette 
équation  soit  identique  à  R(/)  =  o,  il  suffira  que  l'on  ait 

(56)     A  =  a»,       A'-f- 2B'=  a.2,       2B"=ai,       28  =  03,       A"=rt4. 
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Le  coefficient  B'  restant  arbitraire,  nous  poscron?  B' =  C,  ce  qui  donne 

Happelons  maintenant  que  l'équaiinn  tan^cntielle  de  £',  c'est-à-dire  la 
condition  pour  que  la  droite  -xx -i- "iy  ^  ■;  =  o  soit  tangente  à  cette 
conique,  est  donnée  par  réquatiun 

1    A  B-  P.' 

B"  A'  B 

B'  B  A" 

a  3  -• 

La  droite  joignant  les  deux   poinis  (/'-.  t)  et  (t'-,  l' )  de  1  a  pour  équa- 
tion 

:r  —y(e  -h  t'}  —  tt'=  (>:  * 


nous  pouvons  donc  prendre 


'i  =  —  I  r 


lin  -nbstituant  les  valeurs  obtenues  pour  A,  B,  A'.  B'.  A  .  B".  a.  3.  ■;  dans 
la  condition  (5'),  et  remplaçant  f  cl  t'  |iar  .7-  et  y  icspeclivement.  nous 
parvenons  à  l'intégrale  générale  de  l'équation  d'Kuler  sous  la  forme  sui- 
vante indiquée  par  M.  Stieltjes  : 


îC        ^      -( 


X  ~-  y  \ 
xy 


—  (x^y)     xy 


Celte  équation  représente  une  famille  de  courbes  du  quatrième  degré, 
ayant  deux  points  doubles  à  l'infini  sur  O.r  et  Oy  respectivement.  L'équa- 
tion étant  du  second  degré  par  rapport  à  la  constante  C,  il  passe  deux 
courbes  de  la  famille  par  un  point  quelconque  du  plan,  ce  qu'il  était 
facile  de  prévoir,  puisque  l'équation  différentielle  proposée  donne  deux 
valeurs  opposées  de  j>'' pour  un  même  point  (,r,  v).  Ces  deux  valeurs  de  ^y' 
ne  deviennent  égales  que  si  le  point  (x,  y)  appartient  à  la  courbe  X\  =  o, 
qui  se  compose  de  quatre  droites  Di.  D2,  D3,  D4  parallèles  à  l'axe  Oy,  et 
de  quatre  droites  ij,  Ao,  As,  A^  parallèles  à  Ox.  Écrivons  l'équation  d'Euler 
sous  forme  entière  Y  rfx- — \dy-=  o,  et  prenons  un  point  '\\{x,  y)  sur 
l'une  des  droites,  A,  par  exemple,  n'appartenant  pas  aux  droites  D.  Pour 
les  coordonnées  du  point  M,  on  a  Y  =  o,  X  ?=  o,  et  l'équation  d'Euler  donne 
pour  y'  une  racine  double,  y'  =  o.  Par  ce  point  M  il  passe  une  première 
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courbe  intégrale,  la  dioite  Ai  elle-même.  Mais  on  peut  vérifier  que  les 
courbes  représentées  par  la  formule  (58)  admettent  pour  courbe  enveloppe 
l'ensemble  des  huit  droites  données  par  l'équation  X'i  =  o,  de  sorte  que 
par  le  point  M  de  Aj  il  passe  une  nouvelle  courbe  intégrale  tangente  à  la 
première.  Nous  avons  ici  un  nouvel  exemple  d'intégrales  singulières,  car  les 
huit  droites  D,,  A,  ne  sont  pas  comprises  parmi  les  courbes  représentées 
par  l'intégrale  générale. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé,  pour  parvenir  à  la  formule  (5S), 
que  le  polynôme  K{x  )  était  du  quatrième  degré  et  premier  avec  sa  dérivée. 
Mais  il  est  clair  que  le  résultat  est  susceptible  d'une  vérification  ilirecte, 
où  cette  hypothèse  n'intervient  pas.  On  pourrait,  par  exemple,  former 
l'équation  différentielle  des  courbes  représentées  par  l'équation  (58)  en 
appliquant  la  méthode  générale  (n"  363),  et  l'équation  obtenue  serait  forcé- 
ment identique,  à  1  équation  d'Euler,  quelles  que  soient  les  valeurs  des- 
coefficients Oq.  (i\,  . .  . ,  «4,  puisqu'il  en  est  ainsi  lorsque  ces  coefficients  ne 
vérifient  aucune  relation  particulière.  La  formule  (58)  convient  donc  à  tous 
les  cas. 

377.  Méthode  déduite  du  théorème  d'Abel.  —  On  peut  aussi  déduire 
très  aisément  I  intégrale  générale  de  l'équation  d'Euler  du  théorème  d'Abel. 
Désignons  maintenant  par  R(J'J  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatiiéme 
degré,  premier  avec  sa  dérivée,  et  considérons  la  courbe  C  qui  a  pour 
équation  ^2— pj(;r).  Si  une  courbe  algébrique  variable  C  rencontre  la 
courbe  C  en  trois  points  variables  seulement,  Mi,  Mj,  M3,  on  a  démontré 
(  n°  361  )  que  les  coordonnées  ^x^,  yi),  {x^,  y,),  {X3,  y,)  de  ces  trois  points 
variables  satisfont  à  la  relation 


(59) 


Si  la  courbe  sécante  jC'  dépend  de  deux  paramètres  variables  dont  on 
peut  disposer  de  façon  que  deux  des  points  d'intersection  {xi,yi),  (3:i,yî) 
viennent  coïncider  avec  deux  points  quelconques  donnés  à  l'avance  de  C, 
les  coordonnées  {X}.,  ys)  du  troisième  point  d'intersection  sont  des  fonc- 
tions des  coordonnées  (Xi,yi;  x^.  y^)  des  deux  premiers  satisfaisant  à  la 

,     .        , ,        ...         .       dxi        dxi  .  .      •     1     .     .    1 1  ■ 

relation  (  5q  I.    L  équation 1 =  o  est  donc   équivalente  a  1  equa- 

dx.     '  ■"''  ^'"- 

tion  '-  =  o.  dont  l'inté;;!  aie  générale  est  .r3=  const.  Or  les  points  (a'i,  Vi), 

yi  -       " 

(  J"2,  yt)  étant  sur  la  courbe  C,  on  a  y'\  =  K(Xi).  y\  =  K( x,),  cl  l'équa- 

dxi        dx^  ,, 

tion ! =  o,  nue  I  on  peut  écrire 

yt        yi 

dx,  dx-i 

(6o)  -I =  o, 


dx, 

dx.,        dx. 

—  0. 

yi 

y^-      y^ 
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est,  sauf  la  dilTérence  des  nolalions,  identique  à  l'équation  d'Euler.  Dans  la 
foimule  qui  donne  l'intégrale  générale 

C6i)  ^3=  F(a.-i,  Vi  ;  ^2,  y-i)  =  const. 


on  doit  remplacer  yi  et  y^  par  v/R(3-|)  et  \/R{x^  respectivement,  les 
déterminations  des  deux  radicaux  étant  les  mêmes  dans  les  deux  for- 
mules (6o)  et  (  6i  ).  Nous  obtenons  ainsi,  pour  l'intégrale  générale,  une  for- 
mule renfermant  des  radicaux,  tandis  que  la  formule  (58)  est  rationnelle. 
Mais  la  forme  irrationnelle  est  dans  certains  cas  plus  avantageuse. 

Développons  les  calculs  en  supposant  le  polynôme  R(x)  ramené  à  la 
forme  normale  de  Legendre  R(jr)  =  (i  —  x^)  (i  —  ^"^a^'),  k^  étant  différent 
de  zéro  et  de  l'unité.  La  parabole  C 

(Ga)  y  =  ax--h  ba- -h  i 

rencontre  la  courbe  C  représentée  par  l'équation  y-=H[x)  au  point 
(x  =  o,  y  =  i)  et  en  trois  points  variables  dont  les  abscisses  x,,  j"o,  .r^  sont 
racines  de  i'équation 

((■)■?)  (a^—  t^)x'-hiabx^--^{b'-^-3.a  -+-  t^ -h  t).r  ~  U-  =  n. 

•obtenue  en  éliminant^  et  supprimant  le  facteur  ,77. 
On  déduit  de  cette  équation  les  relations 

•2  ab  A-  -i-  7. «  -H  /.  -  -i-  I 

^,-+-r.2-HJ-3=   y- 7>  XiX,+  Xi.r3^XiXi=    -, y- , 

■j.b 

XiXiX3=  j- 

A  '  —  a  - 
€t,  par  suite, 

<G4)  Xi-+- Xi-h  X3=  0x1X2X3. 

Mais,  en  écrivant  que  la  parabole  C  passe  par  les  deux  points  (x,.y^), 
(x>,  yi),  on  peut  déterminer  a  et  b.  On  a  en  particulier 


portant  cette  valeur  de  a  dans  la  formule  précédente,  on  obtient   linale- 
ment  l'expression  de  3:3  au  mojen  de  J'i.  yi,  x^,  y,, 


X3  = 


Xiy,  —  Xiy, 
L'intégrale  générale  de  l'équatioj)  d'Kuler 
rfa-,  dx, 

\'H(xi)      ^a(x.2t 
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est  donc  représentée  par  la  formule 

(66  )  .r,  =  •'"'  "  ^"^    =  C. 

.r-,\/l\.(x,)  —  u'i<^R{r,) 

378.  Théorèmes  de  M.  Darboux  —  Considérons  une  équation  différen- 
tielle de  la  forme 

( 6;  I  —  L  dy  -h  M  dx  -+-  fiix  d/  —  y  dx)  =  o, 

L,  M,  N  étant  trois  polynômes  entiers  en  x,  y  de  degré  m  au  plus,  l'on  au 

moins  étant  de  degré  m.  Pour  que  la  relation  M(jr,  _y)  =  const.  représente 

l'intégrale  générale,  il   faut  et  il  suffit  que  l'équation  (67)  soit  identique  à 

,,.  ■       au    ,  du    ,  .        .  ,,  • 

1  équation  — -  d.r  h — --  dy  =  o.  ce  qui  exige  que  I  on  ait 
'  âx  ày    -'  10^ 

,   du        ,,  Ou      ■  ^,  /     du  du  , 

(68)  L 1- AI ^lx—--hy —     =0. 

dx  dy  \    dx  dy  ] 

X 

Cette  condition  prend  une  forme  plus  symétrique,  si  Ion  remplace  x  par  — 

et  y  par  —,  z  étant  une  variable  fictive  que  Ion  supposera  toujours  égale 
à  l'unité  après  le?  opérations  indiquées;  u{x,y)  se  change  en  une  fonc- 
tion homogène  de  degré  zéro,  et  par  suite  on  a 

du  du  du 

X h  y ^  -  -T-  =0. 

dx       -^  dy  dz 

La  condition  (681  prend  donc  la  forme 

.  Ou        ,,  du        ,.  Ou 
6.,)  L----M---^^—  =  AuO  =  o, 

dx  dy  dz 

et  réciproquement,  si  l'on  a  obtenu  une  fonction  u{x,y.  z),  homogène  et 
de  degré  zéro,  satisfaisant  à  la  relation  (69),  u{x,  y,  i)  =  const.  représente 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (67). 

M.  Darboux  (')  a  montré  que  l'on  pouvait  former  une  fonction  u{x,y,  z) 
satisfaisant  à  ces  conditions,  quand  on  connaît  un  certain  nombre  d'inté- 
grales algébriques  de  l'équation  (67).  Supposons  que  .  l'équation  (67) 
admette  une  intégrale  algébrique  définie  par  la  relation  y(.7',  _>')  =  o,  le 
polynôme  /(.r,  y)  étant  indécomposable  et  de  degré  /;.  En  reprenant  les 
calculs  de  tout  à  l'Iicine,  on  reconnaît  que  la  relation 

(70)  L  ^  ^  IM  ^  _  ^     2-  -^  -s-  jl'  f-     =  o 

'  dx  dy  \    dx  ày  ! 

doit  étie  une  conséquence  de  l'équation  fyx^y)  =0.  Si   nous  remplaçons 

(  '  )  Sur  les  équalions  diJJ'eientielles  algébriques  du  premier  ordre  et  du 
premier  degré  {  Bul!etin,des  Sciences  mathématiques.  1878). 
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encore  x  par  —,  y  par  —,  puis  qu'on  multiplie  par  j'',  /(.r.  y)  se  change 
en  une  fonction  homogène  de  x,y,  z,  de  degré  /(,  vérifiant  la  relation 

<)/  àf  df        ,,. 

ilx       ■'  dy  t)z 

et  la  condition  (70)  devient 

ilx  ay  dz 

•jette  condition  n'est  pas  vérifiée  identiquement,  mais  en  tenant  compte 
de /(a;,  y^  s)  =  o  ;  comme  celte  dernière  relation  est  par  hypothèse  irré- 
ductible, il  faut  donc  que  l'on  ait 

^7>-)  ^i.f)=  K/, 

Iv  désignant  nn  polynôme  en  .r,  y  z,  i[ui  est  forcément  de  degré  m  —  i, 
car,  si  y  est  de  degré  h,  A  (/)  est  de  degré  m  -¥■  h  —  i. 

Cela  étant,  supposons  que  l'on  ait  trouvé  p  solutions  algébriques  de 
l'équation  (67),  définies  par  lesjD  relations 

/i(^,r)  =  ".        /!(■'■..>')  =  o,  ...,        f,,ix,y)  =  o, 

f\,fi-  .  . .,  y";,  étant  des  polynômes  indécomposables  de  degré  lii,  h-_,  .  .  .,  h  1,. 
Ceci  exige  que  l'on  ait  p  identités  de  la  forme  suivante  : 

-■î)      K(fo  =  KJ\.        A(/,)  =  Kj.A,         ...,         A(/„)  =  K„/,„ 

les  polynômes  Ki,  Ko,  ....  K/,  étant  tous  de  degré  ni  —  i. 

Observons  que  le  symbole  d'opération  A(/)  jouit  de  propriétés  analo- 
gues à  celles  de  la  dérivée,  et  en  particulier  on  peut  lui  appliquer  la  règle 
de  dérivation  ties  fonctions  composées;  F  {u,  i>,  tv)  étant  une  fonction  quel- 
conque de  (/.  c.  Il-,  on  a 

(JF  dF  àF 

A(  Fi=  —  A(„)-H  —  A(f)^-^A(«'). 
(lu  ov  <)w 

l'ar  suite,  si  nous  posons  u  =  f^'ff:  ■  .  .  ff,r,  '■i-\,  'J-t.  ...,  «,,  étant  des 
constantes  quelconques,  on  a 

A  („  ,  =  x,./-f.-'/^  .  .  .ff,r^<f,)  ■+-  :<./*■/?'-'  .  .  -ff/  A  (/,)-.. ., 

iMi.  en  tenant  compte  des  formules  <  78  ), 

X(u)  =  (ïi  Kl  -(-  71-2  K1.-1-. . .-;-  X,,  K,,  )". 

La  fonction  u  (  x,  y,  z)  est  une  fonction  homogène  et  de  degré 
ïi  /il  H-  aj  A»  -(-...—  «;,/«,).  Si  l'on  peut  disposer  des  constantes  ai,  .  ...  a^  de 
façon  que  l'on  ail  ' 

(  ai  /il  — . .  .-H  xp  A/,  =  o, 

I  ai  Ki-t-.  .  .-i-apK,,=  o. 
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l'équalion  ii(x,y,  i)  =  const.  fournira,   d'après  ce   qu'on   vient    d'établir, 
l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 

,     ,      ,                                  .           ,       ;/!  (  »î  -t-  I  ) 
Les   équations    (74)   forment    un   système   de i-  i   équations 

homogènes  en   «],  a,.  •••,  ''■p^   puisque   les  polynômes   K,   do   degré  //;  —  1 

.  ni  (  m  -*-  I )  ^  ,    .  .■  r  ■       ■ 

renlerment  — ^ termes.  On  sera  assure  de  pouvoir  satisfaire  a  ces 

2 

équations  par  des  valeurs  des  a,  non  toutes  nulles,  et  par  suite  de  pouvoir 

achever   l'intégration,    toutes   les   fois   qu'il   y  aura   plus   d'inconnues  que 

d'équations,  c'est-à-dire  quand  on  aura 

(-5)  ^,m(m  +  .)_^^ 

C'est  le  premier  théorème  de  M.  Darboux.  Si  les  équatinns  1  74)  "c  sont 
pas  distinctes,  on  peut  trouver  des  solutions  sans  que  p  atteigne   la  limite 

...  //!(m-|-l)  .  1       „T  •  •  1       II     r>       1 

précédente  —2;  on  trouvera,  dans  le  Mémoire  de  >i.  Uarboux, 

un  grand  nombre  d'exemples  où  il  en  est  ainsi. 

„ .    , ,  .  ,  m{m  +  \)  .      ,       ,  ■      1  •  . 

Si   Ion   connaît   seulement  p  =  — ^ 1-  1   intégrales   particulières 

2 

algébriques,  on  peut  disposer  des  p  constantes  a,  de  façon  à  satisfaire  aux 

conditions 

(76)  à.v        ôy         Oz 


'  ^\li\ 


Z.,   /I2-H.   .  .  -4-  ï;,   /(,,  : 


,  .  .  ,        «i   (  /?i    -i-    I  )  ,  .  ,  ■       .      • 

qui  sont  équivalentes  a  un  système  de i- 1   équation^  linéaires 

2 

non  homogènes.  La  fonction  u  ainsi  obtenue  satisfait   aux   ileu\  équations 

,  du        .,  Ou        „  du  /àh        iM        0'^\ 

L  —  +  M  —  -I-  N  -—-+-(((  —  H \ =0, 

ox  Oy  Oz  \  ox        Oy         Oz  j 

Ou  Ou  du 

X <r  Y h  ; h  (  "i  -T-  2  )  (i  =  o, 

Ox       ■'  Oy  Oz  ' 

,,    .    ,,  ...     .  du 

d  ou  Ion  tire,  en  éliminant  —  et  remplaçant  ;  par  1, 

.Ou       ^,0u       ^    r.  Ou  du]  l'à].        <yM        ()N\ 

L-— +  M ^     (m  -^1)  u  '^x-—-hy  —  \  -^  u  I i h— -=o. 

dx  dy  [^  '  Ox      •'  dy\  \dx        oy         Oz ] 

Mais  la  fonction  M  étant  rendue  homogène  en  remplaçant  .r  par  —  .  y  par  — 
et  multipliant  par  ;'",  on  a  aussi,  en  faisant  ;  =  1, 

rtlNI  ,,  t>N  dN 

—  »iA  —  X- V-r— I 

Oz  àx       •'  dy 
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le  sorte  que  la  relation  précédente  peut  encore  s'écrire 


fd\.     oy]       d\        ù\       ^,\ 

a  ( ! X y 2  M  1  =  0  : 

\('./-       Or  or       -^  Oy  ! 


il  est  aisé  de  vérifier  que  celte  dernière  condition  exprime  que  «  est  un 
facteur  intégrant  pour  l'équation  (67),  et  nous  obtenons  ainsi  le  second 
théorème  de  M.  Darboiix  : 

,, .  ,.  .    m  (/»  -^  i)  .      ,         ,  .      ,-,  ,     .,    • 

.^i  l  on  connaît i-i    intégrales  particulières   algébriques 

de  l'équation  (67),  on  peut  former  un  facteur  intégrant. 

La  déinonstiation  de  ce  dernier  théorème  est  en  défaut,  dans  le  cas  par- 
ticulier où  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues   a,  dans  les 


équations  déduites  des  relations  (76)  serait  nul.  Mais  on  jieul    alors   salis- 

,  .              m  (  m  -f- 1  )  ...  .  ,  .  , 

laire  aux ;- 1  équations  homogènes  obtenues  en  supprimant  les 

seconds  membres  par  des  valeurs   des   a,-  non    toutes   nulles,   et    pai'  suite 
obtenir  l'intégrale  générale,  d'après  le  premier  ihéorème. 

Exemple.  —  Considérons  en  particulier  l'équation  de  Jacobi  1  n"  3G8  1  ; 
le  nombre  m  est  ici  égal  à  i.  Cherchons  d'abord  les  intégrales  linéaires 
(le  la  forme  iix -^  vy  +  wz  =  o.  On  doit  avoir  identiquement,  d'après  la 
méthode  générale, 

u{b z  -^  b' X  -^  b" y ) -i-  V  {cz  -h  c' x  -H  c'y  ) 

-^w(az  -h  a'x  -i-a''y)  =  /.(«a?  -r-  c/  -1-  ivz  ), 

I   étant  un  facteur  constant,  ce  qui  conduit  aux  trois  conditions 

iib  ^-vc  ^  iv  {  a  —  \  )  =  o,         u{b' —  a)  ~=~  ''c  -I-  iva'  =:  o, 
ub"  -^  i>  (  c  —  À  )  -i-  wa'  =  0, 

et,  en  éliminant  u,  v,  «',  on  retombe  sur  l'équation  en  À  obtenue  par  la  pre- 
mière méthode  (p.  3l3). 

Bornons-nous  au  cas  général  où  cette  équation  en  À  a  trois  racines  dis- 
tinctes >,,,  À»,  ).3;  chacune  de  ces  racines  fournit  une  intégrale  linéaire,  et 
nous  avons  par  conséquent  trois  fonctions  linéaires  X.  Y.  Z,  donnant  lien 
aux  identités 

.\(\)  =  >.,X.  .\.iVi  =  >.,Y.         .\(Zi  =  A3Z.      ' 

G.,  II.  22 
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D'après  la  théorie  générale,  on  peut  en  déduire  lintégrale  générale, 
puisque  dans  ce  eas  „,  =  . .  H  faut  pour  cela  déle.m.ner  trcs  nomb.es  ., 
3,  Y  vérifiant  les  relations 

a  -^  «  -h  -f  =  o,         oiXi  +  i3).2  -+-  7X3  =  o. 

1         1     «_■>    _1.   -'  =  >,  — À»,  et  l'intégrale  géné- 
On  peut  prendre  a=  As— >-3,P= ''3—'^i.  1  — '1       '-'  ° 

raie  de  l'équation  de  Jacobi  est  par  conséquent 

X).!-À, Y'/  >-) t Z^i-' --  =  const . 

379.    AppUcations.   -   Quand    on  clierche   à    déterminer   tme 
courbe  plane  par  une  relation  donnée  ¥{x,  y,  ;«)  =  o    ^"!;^ '*'' 
coordonnées   (a.,  y)  d'un  polnl  de  celte  courbe  et    e    coeffic.ent 
angulaire   m  de  la  tangente  en  ce   point,  les  courbes  cherchées 
s-obliennent  évidemment  par  rintégration  de  l'équafon  d.lTeren- 
ùelle  du  premier  ordre  F  (^,r,/)  =  o,  qtte  l'on  déduit  delà  re- 
lation donnée  en  y  remplaçant  m  par  /.  SI  celle  équalton  est  de 
deoré  a  en  y',  ifpasse  en  général,  comme  nous  le  démontrerons 
plus  loin,  q  courbes  de  cette  espèce  par  un  point  quelconque  du 
plan.  Considérons,  par  exemple,  une  famille  de  courbes  C,  repré- 
sentées par  réquation  $  (x,  ,v,  a)  =  o,  dépendant  d'un  paramètre 
arbitraire,  et  proposons-nous  de  trouver  leurs  Irajeclo.res  orlho- 
c^onales,  c'est-à-dire  les  courbes  C  qui,  en  chacun  de  leurs  points, 
coupent  orthogonalement  une  courbe  C  passant  par  le  même  point. 
Soient  m,  m'  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  deux 
courbes  orthogonales  C,  C  passant  par  un  même  point  (.r,  j):  on 
doit  avoir  entre  m  et  m' h  relation  .  +  mm'  =  o.  Soit  d'aulre  part 
Yix   Y    r')  =  o  l'équation  différentielle  des  courbes  données  L,; 
on  ^v\x,y,  m)  =  o,  puisque  m  est  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  à  une  courbe  C  passant  au  point  (:r,  y)  et  par  suite 

D-alUeurs  m'  est  aussi  le  coefticient  angulaire  de  la  tangente  ù  une 
courbe  C  passant  au  point  (^r,,r);  cette  courbe  C  sat.siuU  donc 
aussi  à  l'équation 

.78)  f(x,j,^^)=", 

el  Von  obtienl  Véqualion  cUfferenlieUe  des  trajecloires  oriho- 
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gonales  des  courbes  C  en  remplaçant  y'  par r  dans  ri'fjua- 

tion  différentielle  des  courbes  G  elles-mêmes. 

Pour  ohlcnir  l'équation  des  courljes  C,  on  doit  éliminer  a  entre 

les  deux  équations  (t  =  o, 1 y'  =  o;   donc  pour  obtenir 

'  ax         ijy  •'  •* 

l'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales,  il  suf- 

fra  d'éliminer  a  entre  les  deux  relations  <1»  ^  o,  -—  )■ —  =  o. 

•'  '  <Jx'  ôy 

Prenons  par  exemple  les  coniques  représentées  par  l'équation 

y-  -i-3X'^ —  'lax  =  o, 

OÙ  a  est  un  paramètre  variable.  L'application  de  la  règle  précé- 
dente conduit  à  l'équation  diiTérentielle  homogène 

(y^- —  'ix^)y'  -H  0 xy  =  o, 

qui  devient,  en  posant  y  ^  ux  et  séparant  les  variables, 

dx        3  du  du  du      

X  II  (/  -H  I  II  —  1 

On  en  tire 

xu'=C(u- — I)         ou         y3=C(y^ — X-}. 

Les  trajectoires  orthogonales  sont  donc  des  cubiques  admettant 
l'origine  comme  point  double. 

D'une  façon  plus  générale,  considérons  une  surface  S  dont  les 
coordonnées  x,  y,  r  sont  exprimées  en  fonction  de  deux  para- 
mètres \ariables  m,  v  : 

x=f{u,v),        y  =  <i(ii,i>),         z^'ldi.vt; 

on  tire  de  ces  formules 

dx  =  -^—  du  -+■  -7-  rtc,         dy  =  — ^  du  -i dv,         iiz  =  —  du  ~ dv, 

du  Ov  au  ai-  <Ju  Oi- 

et  à    toute   valeur  du  rapport  -7-  correspond    une    tangente    à  la 

surface  passant  par  le  point  (h,  i').  Si  l'on  se  propose  de  déter- 
miner les  courbes  de  cette  surface  telles  que  la  tangente  à  l'une  de 
ces  courbes  en  un  point  quelconque  dépende  uniquement  de  la 
position  de  ce  point  sur  la  surface,  on  est  encore  conduit  à  inté- 
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grer  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

(79)  f(.,.,^)=o: 

inversement,  toute  équation  de  cette  forme  établit  une  relation 
entre  un  point  d'une  courbe  située  sur  la  surface  S  et  la  tangente 
en  ce  point. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  déterminer  les  trajectoires 
sous  un  angle  constant  V  d'une  famille  de  courbes  données  situées 
sur  la  surface.  Etant  données  deux  courbes  C,  C  passant  par  un 
point  (;/,  c)  et  se  coupant  sous  un  angle  V,  on  a  la  formule  géné- 
rale (n"  278,  p.  52) 

E  du  ou  -+-  F  (du  oc  -\-  dv  ou  )  -!-  G  dv  oc 


(8o)     cosV  = 


\/E  dn^  +  2  F  du  di-  4-  G  dv^-  v^E  îi;2  +  a  F  Sh  oc  -h  G  Se' 


E,  F,  G  ayant  la  signification  haiiituelle,  du  et  dv  désignant  les 
différentielles  relatives  à  un  déplacement  sur  C,  ou  et  ov  les  diffé- 
rentielles relatives  à  un  déplacement  sur  C.  Les  courbes  C  étant 
données,  -^  est  une  fonction  connue  de  u  et  de  c,  ^  =  -(u,  (Oi 

OK  OU  •  ' 

et  en  remplaçant  :^  par  iziu,  c)  dans  la  relation  précédente  (8o), 

la  relation  obtenue  F  f  «,  c,  -j— )  =  o  est  l'équation  différentielle 
des  trajectoires  cherchées. 

Considérons  en   particulier  les   trajectoires  sous  un  angle  cons- 
tant des  méridiens  de  la  surface  de  révolution 

a:  =  pcos<o,         j'  =  psin(o,         z=f(p). 
Nous  avons  ici 

((  =  p,         c  =  w,         E  =  I  +/'2(  p  ).         F  =  o,         G  =  p«,         oc  =  o; 
iéquation  (8o)  devient 

cosv= \/i-^.n^p)à? 


v/[i  -h/'-  (  p)J  dp-  -+-  p-dw- 

()n  en  tire,  en  résolvant  par  rapport  à  dio, 

<J\^-fHp)  dp 

diM  =  taneV ■ ■ -> 

P 

et  oj  s'obtient  par  une  quadrature. 
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m.  —  EQUATIONS  D'ORDRE  SUPERIEUR. 

380.    Intégration    de   l'équation  -^^^=fiX).  —  Étant  donnée 
une  ('qiiation  difrérenllelle  d'ordre  n, 

(8.)  ^_=F{x,x,y,y,  ...,y^"-^>), 

où  ^'')  ^—^,,  cette  équation  et  celles  que  l'on  en  déduit  [)ar  des 
différenliations  répétées  permettent  d'exprimer  toutes  les  dérivées, 
à  partir  de  y^"\  an  moyen  de  x,  y,  y' .  v" ,  .  ■  -,  jk'"~'  •  Si  donc 
l'on  se  donne  pour  une  valeur  particulière  x„  de  la  variable  indé- 
pendante les  valeurs  correspondantes  y^,  y'g,  ...,  J'o"""  de  la 
fonction  cherchée  ^^  et  de  ses  n  —  i  premières  dérivées,  on  peut 
de  celte  façon  calculer  les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  succes- 
sives de  la  fonctiou  inconnue  pour  la  valeur  .To  de  x,  et  former 
une  série  entière 

/o    .                /                    -        (a;  —  x„y^     „  (.r  — a-o)"     ,,,, 

(bî)     yo-^(x  —  x„\y'„-i — j^-h...+     ^    ^       ^^   /o"  -+-••• 

dont  la  somme  représente  l'intégrale  en  question,  si  toutefois  cette 
intégrale  peut  être  développée  par  la  formule  de  Taylor.  Jusqu'aux 
travaux  de  Cauchy,  on  avait  admis  sans  démonstration  la  conver- 
gence de  celte  série  (').  Nous  verrons  un  peu  plus  loin  qu'il  en 
est  bien  ainsi,  moyennant  certaines  conditions  qui  seront  préci- 
sées. Nous  indiquerons  seulement  ici  quelques  types  simples 
d'équations  différentielles  d'ordre  n  dont  l'intégration  peut  se 
ramener  à  des  quadratures  ou  à  l'intégration  dune  équation 
d'ordre  inférieur  à  /;. 
L'équation  différentielle 

constitue  le  type  le  plus  simple  possible  des  équations  différen- 
tielles d'ordre  n.  Elle  s'intègre  au  moyen  de  n  quadratures  succes- 
sives; en  effet,  en  désignant  par  Xo  une  constante  numérique  prise 

(')  Voir  par  exemple  le  Traité  àe  Lacroix. 
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;i   \olonté,  on  a  successivement 


j     /  (  .r  )  dx  -h  Co, 


— j^  =   /     dx  j     /(x)  dx  +  Cf,{x  —  X(,  I  -+■  Cl, 
=   /     dx  I     dx...   I    ftx)dx 


I. a... («-■>,) 


t^H-i,  ^^»-2î  •  •  -,  Go  élant  n  constantes  arbitraires,  qui  sont  égales 
respectivement  aux  valeurs  de  l'intégrale  et  de  ses  (n  —  i)  pre- 
mières dérivées  pour  .r=:ro. 
On  peut  remplacer  l'expression 


Y=   r   dx  f   dx...   r  f(x)dx 


(|ui  renferme  /i  signes  d'intégration  superposés,  par  une  expression 
ne  contenant  qu'une  seule  quadrature  portant  sur  une  fonction  où 
la  variable  x  figure  comme  paramètre.  11  est  facile  de  vérifier  ce 
fait  qui  sera  rattaché  plus  lard  aune  théorie  générale  (  n"  401).  Si 
nous  posons,  en  effet, 

(84)  Y,  =  -^— -i^^— ^^£\x-.,"-./(--)rf~-, 


on  en  déduit  successivement,  par  l'application  des  règles  connues, 

^= — ; — .r(x-.y-^-f(z)dz,   ..., 

d.r         1 . 2 . .  .  (  «  —  2  )J^, 

et  enfin  —z—~=f(x).  La  fonction  Y,  est  donc  une  intégrale  de 
l'équation  (83).  D'ailleurs,  les  deux  fonctions  Y  et  Y,  sont  nulles, 
ainsi  que  leurs  (n  —  \)  premières  dérivées,  pour  ar  =  ./o.  Leur  dif- 
férence, qui  est  un  polynôme  de  degré  au  plus  égal  à  n  —  i,  ne 
peut  êire  divisible  par  (x  —  .^^o)")  î'  moins  d'être  nulle  identique- 
ment. On  a  donc  Y,  =  Y. 


PI 


EQUATIONS    1)  ORDRE    SI  l'ERIEl  B. 


IIS   généralement,  supposons   que   de    Téqualion  F  I  .r.-  l  ^o   on 

imisse  tirer  les  expressions   de  .r   et   de  -; —  en    lonction  d  un  paramètre 

dx" 

Mixiliaire  /, 

dx"        ■'  J      ■ 

I  proposons-nous  d'exprimer  aussi  en  fonction   de  t  lintégrale  de  l'équa- 
n   proposée   qui   est    nulle,  ainsi   que  sesn  — i    premières  dérivées   par 

.ipport    à    X    pour   une  valeur    particulière   Xq  de  x   correspondant  à  la 
valeur  /o  île  l.  De  la  relation 

dj"-'  =/(')  dx  =f(t)o"r)  dl 
m  déduit  d'abord 

'   "-"=    f   f{t)o(t,dt. 

"-  la 

I  In  a  ensuite 

./i  =y"~^dx=y-^--:,'(t\dl 

■I.  par  suite. 

_v"-î  =   j     -s'iDd/   Ç   f(l)-oU)dt: 

II  continuant  ainsi,  on  oliiiont  finalement 

)•  =    /    ■:.\t)dt    I     a'{t)dl...    j    f(t)^'(l)dt, 

le  second  membre  renfermant  n  signes  d'intégration.   <_)ii  peut  reimplacer 
ette  expression  par  la  suivante  : 

Y=  ! f   [?{n—={-^)\"^'9'{^)/Wd:L. 

On  a  en  effet 

d\      d.r 


r^^J.h 


_  ,  ,  .1/;— 5^V,  ,y"^  5,^  J^ 


d"\        9'(t)/U) 


dx"  !b'(/) 

La  fonction  Y  est  donc  une  intégrale  de  l'équation  proposée,  qui  est 
nulle,  ainsi  que  ses  n  —  i  premières  dérivées  par  rapport  à  x,  pour  la 
valeur  ta  du   paramètre  correspondant  à  la  valeur  x^  de  x. 
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Exemples  :  i°  Si  la  lelalion  entre  a-  et        'j   est  algébrique  et  de  genre 

zéro,  on  peut  prendre  poiir/(«)  et  o(t)  des  fonctions  rationnelles,  et  l'on 
aura  l'intégrale  générale  par  l'intégration  d'une  fonction  rationnelle. 

>°  Lorsque   l'équation    donnée   est    résolue    par    rapport  à   .r,    on    peut 
supposer   f(t)^  l,  et  le  calcul  de  l'intégrale   définie 


j     ft;(0  —  •f(a)]"-io'(  a)aû;a 


peut  se  ramener,  au   ni03en    d'une    intégration    par    parties,  au   calcul   de 
l'intégrale 


/ 


{o{l)  —  o(  rj.)]"  dti^ 


381.   Cas  divers  d'abaissement.  —  Les  cas  les  plus  fréquents  oîi 
l'on  petil  abaisser  l'ordre  de  i'éqiiaiinn  sont  les  suivants  : 

i'^   Véi/iialLon  ne  icnferinc  pas  la  fonclion  inconnue.  —  Une 
équation  de  la  l'orme 

,,  /      d-v    d''+'r  d"  r\ 

se  ramène  immédialenieiit  à  irne  é(|ualion  d'ordre   n  —  A'   en  pre- 

f{/.    y 

liant   pour  inconnue  ——  =  n.    Si    1  Du    peut    inléi;ier  réqiialion 

auxiliaire  en  u,  on  aura  ensuite  y  par  des  fjuadratures,  comme  il 
\ienl  d'être  expliqué. 

c  •    1 1  ■     •  d^'  r  1  ■ 

bi    1  on   a    exprime  .r  et    (/  =  -—    au  moyen    d  un    paramètre 

auxiliaire  l  par  des  formules 

d''  V 

les  fondions  _/  et  o  renferiniint  aussi  des  con-taiiles  arbitraires 
introduites  par  Finlégration  de  l'équation  en  (/,  on  a  vu  au 
[)aragraplie  précédent  comment  on  peut  alors  ex|)rimer  y  au 
moyen  de  /  par  des  tpiadratures. 

■>."  L'équalion  ne  renferme  pas  /a  variable  indépendante .  — 
.*^i  l'on  a  une  équation  de  la  forme 


(sr.) 


/       cly     d\r  d-j^\  _ 

'/'  dx'    d.t:^  '    ■"■'    dr"  )        "' 
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on  ponrrail  la  ramener  à  la  forme  précédente  en  prenant  y  pour 
variable  indépendante  et  x   pour  inconnue;  la  nouvelle  équation 

dx 
ne  contiendrait  pas  x^  et,  en  prenant  -^  pour  nouvelle  inconnue, 

on   serait  conduit  à   une   équation  d'ordre    /(  —  i.  Mais    on  peut 

effectuer  ces  deux  transformations   simullanémenl  en  prenant  y 

pour    la    variable    indépendante    et   en    prenant    pour    inconnue 

^y  M  n-  . 

-j-  ^p.  .Nous  avons  en  eilet 
dx       ' 

d- y  _  dp  _  dp  dy  _      dp 
dx-   ~  dx  ~  dy  dx  ~  '  dy' 

d\v      d  /    dp\       d  /    dp\  (dp y-      „d'-p 

-d^  =  diVdy)  -^d^Vd})P^P\Ty}  ^P-^' 

et  ainsi  de  surte.  D'une  façon  Efénérale,  —r~  s'exprime  au  moyen 
de p  et  de  ses  r  —  i  premières  dérivées  par  rapport  à  )'.  On  aura 
donc  bien  une  équation  difréienlielle  d'ordre  n  —  i. 

Supposons  que  l'on  ail  intégré  cette  équation  auxiliaire  d'ordre 
n  —  I  et,  pour  prendre  une  hypothèse  générale,  supposons  que  y 
el  p  soient  exprimées  à  l'aide  d'une  variable  auxiliaire  t,  qui  peut 
être  l'une  de  ces  variables  elles-mêmes,  y=:f(t),  p^  »(<),  les 
fonctiiMis  /'  et  3  dépendant  en  outre  de  constantes  arbitraires.  De 
la  relation  ch=p  dx  on  lire  f\l)cll=^'^{t)dx,  de  sorte  que  .c 
s'obtient  à  son  tour  par  une  quadrature 


=  /" 


fit) 


dl. 


Celle  méthode  est  surtout  employée  pour  l'équation  du   second 
ordre 

^'■y-  y\  .r")  =  o, 

que  i  un  ramène  ainsi  à  l'équation  du  premier  ordie 

Soit /j  ^ -^( }-,  C)  l'Intégrale  générale  de  cette  équation  du  pre- 
mier ordre.  De  la  relation  ~  ='j(v,  C)  on  déduira  x  par  une 
quadrature 


J  ?(y. 


C) 
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Si  rinté^'rale  générale  fie  l'équation  en  p  est  résolue  par  rapport 
à  T,  et  se  présente  sous  la  iorme y  =f  {p,  C),  on  a  de  même 

/'(p)  dp  =  p  dx 
et,  par  suite, 

f'(P)dp 


r- 


p 

Les  coordonnées  d'un  point  d'une  ©ourbe  intégrale  sont  ainsi 
exprimées  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire/»  qui  représente  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  cette  courbe. 

3°  L'équalioii  est  homogène  en  y,  y',  y,  . . .,  y^"'.  —  Si  m  est 
le  degré  d'homogénéité,  l'équation  est  de  la  forme 

(87;  y"'F  (a-,^,   ^,   ...,  ^)  =v, 

\     j     y  y  / 

et  l'on  voit  que,  si  y^  est  une  intégrale  particulière,  il  en  est  de 
même  de  \y\,  quelle  que  soit  la  constante  X.  On  abaisse  l'ordre 

de  celle  équation  d'une  unité  en  posant^j' =  e-'  ;  on  en  déduit 
en  effet 

y  —  ue-J  ,         y"  =  eJ  {  u' -V-  u"-),  .... 

et  d'une  façon  générale  y'-'"'  est  égal  au  produit  de  e>'  par  une 

fonction  entière  de  m,  u\  j/',  . . . ,  «'''^''.  Après  la  substitution  dans 
l'équation  proposée,  il  restera  donc  une  équation  d'ordre  n  —  1. 
4°  Véqualion  est  homogène  par  rapport  à  x,  y,  dx,  dy, 
d-y,  ...,  d"y.  — Lorsqu'il  en  est  ainsi,  !'é((uation  ne  change  pas 
quand  on  change  x  en  Cx,  y  en  C  >%  C  étant  une  constante 
quelconque.  Cela  posé,  imaginons  que  l'on  prenne  ^  :=  m  pour 
nouvelle  inconnue  e.t  ^  =  Logx  pour  nouvelle  variable  indépen- 
dante. La  nouvelle  équation  différentielle  ne  doit  pas  changer 
quand  on  remplace  t  par  t -{-  LogC,  sans  changer  h,  et  par  suite  ne 
doit  pas  renfermer  explicitement  la  variable  t.  11  est  facile  de  le 
vérifier.  L'équation  considérée,  on  le  voit  aisément,  doit  être  de  la 
forme 

F  (  =^  )  y\  ocy",  x'-y'",  .  .  . ,  .r"-'  j''"'  j  =  o. 

Si  l'on  pose  j'=  ux,  on  a,  d'une  façon  générale. 
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et  les  produits  xy"^  x- y'" ^  .  . .  s'expriment  au  moyen  de  u,  xu\ 

x-u".  .  .  .,  x"id"^,  de  sorte  que  l'équation  transformée  prend  la 

forme 

<^(M.  xu  .  x-u' ^  . . . .  X"  a'"')  =  o. 

Si  l'on  pose  ensuite  x  =  ef,  on  a  successivement  jjour  les   pro- 

liuits  XII  ,  x-ii  ,  . . .  des  fonctions  de  -^.  — r-r  ,■■■■>  et  1  on  est  bien 

dt     dt- 

conduil  ;i  une  équation  ne  renfermant  pas  la  variahle  ^  (')• 

Remarque.  —  Dans  les  différents  cas  de  réduction  précédents, 
il  peut  se  faire  ([ue  Ion  sache  obtenir  certaines  intégrales  de 
léquation  auxiliaire,  sans  pouvoir  en  déterminer  l'intégrale  géné- 
rale. Les  méthodes  précédentes  sont  encore  applicables  et  per- 
mettent d'obtenir  par  des  quadratures  des  intégrales  de  l'équation 
proposée,  renfermant  moins  de  /(  constantes  arbitraires. 

382.  Applications.  —  i"  Les  équations  de  la  forme  _>'''  =  y ^_>')  rentrent 
dans  l'un  des  tvpe?  précédents.  On  peut  les  intégrer  directement  sans 
aucune  transformation,  car,  si  l'on  multiplie  les  deu\  membres  par  >  r'.  on 
en  déduit,  après  une  première  intégration. 


J'  -^f(y)' 


y^=C-^  j     if(y)dy=^F(y)^C. 
tfl  l'on  a  ensuite  a-  par  une  quadrature 

..=  r-^L=^c'. 

J  v/F(.>')-f-C 

Considérons  par  exemple  l'équation 

y''=  aoy'"—  a,y--^  «2.>'-r-  «s, 

l'un  au  moins  de-  coefficients  do-  «t  n'étant  pas  nul.  Nous  avons  d'abord, 
en  multipliant  les  deux  membres  par  iy'  et  en  intégrant, 

y-=  —y^^  7;aiy^^  o,y-^ia3y-^  C. 


('il  >n  peut  encore  opérer  autrement  en   prenant   pour  variables  ii  et  c  =  xu' . 

„     .  ,.      </>■  ,  .         ,    ,       rff     , 

11  vient  en   ellet  —r-  =  u  —  ru  ,  et  par  suite  x-u  =  -t—  u  x  —  xu  ,  ou 
^  ilx  du 

,    ..  dv 

X-  u   =  <■•  —, l'. 

(/u 

En  conlinuant  de  la  sorte,  on  est  conduit  à  une  équation  diirérentielle  d'ordre  n  —  i 
entre  «  et  c. . .. 
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L'intégrale  générale  de  cette  nouvelle  équation  est  une  fonction  elliptique 
(n"  373),  pouvant  comme  cas  particulier  se  réduire  à  une  fonction  simple- 
ment périodique  ou  même  à  une  fonction  rationnelle,  si  l'on  a  choisi  la 
constante  C  de  façon  que  le  polynôme  qui  est  au  second  memliie  ne  soit 
pas  premier  avec  sa  dérivée. 

•2°  Il  peut  se  faire  que  l'on  puisse  appliquer  successivement  plusieurs  des 
méthodes  de  réduction  à  une  même  équation.  Prenons  par  cieraple  l'équa- 
tion du  quatrième  ordre  ô{y")^ —  3_>'"^"'=  o.  Si  l'on  pose  d'abord  j"=  ii , 
Ion   en  déduit  une  équation   du   second    ordre   5u'^ — 3mm"=o,  qui    est 

f  i-  <ix  c'         ■> 

homogène  en  u,u  .  ii  .l'osons  u  =  c  ;  il  vient  3p'=  2t'-,  ou  — j  =  -  i 

et  l'on  en  tire 


a  étant  une  constante  arbitraire.  Nous  avons  ensuite  successi\enient 

Il  =j''=  b{x  -\-  a)    ', 

_t_ 
y'  =  —  -ibix  -i-  a)    "H-c, 

y  = — ^b(x  -^  a)'     -i-cx-rd, 

b,  c,  d  étant  trois  nouvelles  constantes.  On  retrouve  donc  l'équation  géné- 
rale des  paraboles  (n"  363). 

3"  Soit  à  déterminer  les  courbes  planes  dont  le  rayon  de  courbure  est 
proportionnel  à  la  portion  de  la  normale  comprise  entre  le  pied  M  et  le 
point  de  rencontre  \  de  cette  normale  avec  une  droite  fixe.  Celte  droite 
fixe  étant  prise  pour  axe  des  x.  l'équation  différentielle  du  problème  est 

(88)  1-+- J-  +  \).yy"=o, 

le  coefficient  \±  étant  égal  au  rapport  du  rayon  de  courbure  à  la  lon- 
gueur AliV,  précédé  du  signe  -+-  ou  — ,  suivant  que  la  direction  qui  va  de  M 
au  centre  de  courbure  coïncide  avec  la  direction  MIS  ou  avec  la  direction 
opposée.  Pour  intégrer  l'équation  (88),  posons  ^'  =  /j;  elle  devient 

l  +  p-+,aj'/,—   =o, 

ce  qu'on  peut  encore  écrire 

dy        \x  ip  dp 

y  '^  2  n-/>-  "    ' 

et  l'on  en  tire,  après  une  première  intégration, 

y=.Cii-\-p"-)    ^ 


m.    —   ÉQUATIONS   d'ordre   SUPKRIlîlR.  '549 

C   étant    une   constante    arbitraire.    La    relation    dy  ^=  p  dx   nous   donne 


ensuite 


i-  —I 
—  (j.C/3(l  +/>-)     '        dp=pdx, 

IHl 

.7-  =  .ro— |JiC  /  (!+//•')     -       dp. 

Posons  p  =  tangx;  toutes  les  courbes  obtenues  en  faisant  varier  C  et  .r,, 
se  déduisent,  par  une  translation  ou  une  transformation  homothélique,  de 
lii  courbe  F  représentée  par  les  équations 

il")  a:  =  jji   /      cosJ'-a  rfx,  y  =  cosHa. 


Il  est  facile  de  se  faire  une  idée  de  la  forme  de  la  courbe  d'après  ces 
équations,  quelle  que  soit  la  valeur  de  [x.  Quand  iji  est  un  nombre  entier, 
(in  peut  edectuer  la  quadrature.  Si  [x  est  un  nombre  entier  positif,  la  courbe 
n'a  pas  de  branches  infinies,  mais  elle  peut  avoir  deux  formes  d'aspects  très 
diirérenls  suivant  la  parité  de  fjt.  Si  li.  est  un  nombre  impair, a?  est  une  fonc- 
tion périodique  de  a  (n"  274, p.  4i)!  et  la  courbe  T  est  une  courbe  algébrique 
fermée  convexe.  Si  >x  est  pair,  x  augmente  d'une  quantité  constante  diffé- 
rente de  zéro  lorsque  a  augmente  de  itz,  y  est  toujours  positif.  On  a  une 
courbe  périodique,  avec  une  infinité  de  points  de  rebroussement  sur  O.r. 
I/aspect  est  celui  d'une  cycloïde;  c'est  du  reste  une  cycloïde  pour   (ji  =  2. 

liL'/nari/iie.  —  Dans  les  exemples  que  nous  venons  d'étudier  on  cherche 
toujours  à  jamener  l'intégration  d'une  équation  différentielle  à  l'intégra- 
tion d'une  équation  d'ordre  moindre.  Quelque  singulier  que  cela  paraisse 
au  premier  abord,  le  procédé  inverse  peut  quelquefois  réussir.  Etant 
donnée,  par  exemple,  une  équation  du  premier  ordre  f(x,  y.,  y')  —  o,  en 
la  combinant  avec  celle  qu'on  en  déduit  par  une  différentiation,  on  obtient 
évidemment  une  infinité  d'équations  du  second  ordre  qui  admettent  toutes 
les  intégrales  de  l'équation  proposée.  Supposons  que  l'on  puisse  trouver 
il  in  si  une  équation  du  second  ordre  qui  soit  intégrable,  et  soit  ^  =  '{i(.r,  C,  C) 
l'intégrale  générale.  Toutes  les  intégrales  de  l'équation  du  premier  ordre 
proposée  sont  comprises  dans  cette  formule  ;  mais,  comme  elles  ne  dépendent 
que  d'une  constante  arbitraire,  il  doit  y  avoir  une  relation  entre  les  cons- 
tantes C,  G'.  Pour  l'obtenir,  il  suffit  d'écrire  que  la  fonction  <f(x,  C,-C') 
satisfait  à  l'équation  du  premier  ordre;  on  est  ainsi  conduit  à  un  certain 
nombre  de  relations  entre  les  constantes  C,  C,  et  ces  relations  doivent  se 
réduire  à  une  seule. 

L'exemple  le  plus  intéressant  de  cet  artifice  est  dû  à  Monge,  qui  s'en  est 
servi  pour  trouver  les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde.  Soient  2a,  ib,  ic 
les  trois  axes;  les  projections  des  lignes  de  courbure   sur  le  plan  du  giand 
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a\e  et  de  l'axe  moyen  sont  déterminées  par  l'équation  difTéientielle 

(  Kxyy"^-^  {x-^—  Ky^-—'B)y  —  xy  =  o. 
(8q) 


b'-{a'-—c'') 
lin  difTérentianl  l'équation  (89),  puis  en  éliminant  la  quantité 

on  obtient  l'équation  difTéientielle  du  deuxième  ordre 

y"      y     I 
y      y      ^ 

d'où  l'on  tire  successivement  v'v'=  Cx,  puisj'2=  Cx--t-G. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (89)  s'obtiendra  en  établissant  entre  C 
et  C  la  relation  ACC'-i- C'-+-  BC  =  o,  comme  on  le  vérifie  en  remplaçant  >- 
par  Ca--HC'  dans  le  premier  membre  (  '  ). 


EXERCICES. 


^-1'.  Trouver  l'équation  différentielle  des  coniques  en  partant  de  leui 
équation  générale  non  résolue,  et  en  éliminant  les  coefficients  entre  cette 
équation  et  les  relations  obtenues  par  cinq  dérivations  successives. 

2.  Intégrer  les  équations  différentielles 

(./^-yy-^y^y-^y)^^     j(i-i--..y2)  +  .ry=o. 

'  I  -t-7"^ )y'y"  =  (  Sj-'^  —  I )y"-,      ( x^  +  y^- )y"—yy'^ -t-  xy'^ -^xy'—y  =  o, 

_  xix^y^ -+-  ^xy  (y  —  ia)y'  —  ly^ (y  —  7.a )  =  o,      yryy" -h  xy"-  —  yy'  ==  o, 

y^^'iy'^-hy^—',  =  0. 

3.  Appliquer  les  méthodes  générales  d'abaissement  à  l'intégration  de 
l'équation  différentielle  des  coniques. 

4.  On  demande  les  intégrales  de  réquationy=  ■iy^iy  —  i)  qui  sont  des 
fonctions  rationnelles  ou  simplement  périodiques  de  la  variable. 

[Licence  :  Paris,  iSgg.] 

(  ')  L'équation  (69)  s'intègre  aussi  aisément  par  les  procédés  classiques.  Il  suffit, 
en  effet,  de  poser  a;^=  X,  y-  =  Y,  après  avoir  multiplié  tous  les. termes  par xy  dx- . 
pour  être  ramené  à  une  équation  de  Clairaut. 

Lagrange  et  M.  Darboux  ont  employé  des  artifices  analogues  pour  intégrer 
l'équation  d'Euler  (i'0«/- J.  BEKTHANn,  Traité  de  Calcul  intégral,  p.  569-575). 
On  peut  aussi  rattacher  au  même  ordre  d'idées  un  théorème  de  M.  .\ppell  (Comptes 
rendus,  12  novembre  i888,  t.  107,  p.  776). 
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3.  lilynl  (loniics  un  triangle  ABC  et  une  courbe  F  dans  le  plan  de  ce 
triangle,  soient  a,  b,  c  les  points  de  rencontre  des  cotés  du  triangle  avec 
la  tangente  en  m  à  la  courbe  T.  On  demande  les  courbes  T  pour  lesquelles 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  m,  a,  b,  c  est  constant,  lorsque 
le  point  m  se  déplace  sur  l'une  d'elles. 

Le  rapport  anliarinunique  de  la  tangente  en  m  et  des  droites  mA,  «jB, 
iiiC  est  constant  aussi. 

6.  Etant  donnés  un  point  O  et  une  droite  D,  trouver  une  courbe  telle 
que  la  portion  de  tangente  iMIV  comprise  entre  le  point  de  contact  M  et  le 
point  N  où  la  tangente  rencontre  la  dioile  D  soit  vue  du  point  O  sous  un 
angle  constant. 

{Licence  :  Besançon,  i88j.J 

7.  Tiouver  les  projections  sur  le  plan  des  ry  des  courbes  situées  sur  le 
parabolo'ide  laz  =^  mx^^ y-,  dont  les  tangentes  font  un  angle  constant 
donné  Y  avec  l'axe  0-3. 

[Licence  :  Paris,  1879. J 

8.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  familles  de  courbes  repré- 
sentées par  l'une  des  équations  suivantes  : 

y''(ia  —  X )  ^  x'',        y^  -h  in x-  —  2 ax  =  o , 

( x--i-  y-)-^=  a-xy,         X'  +  y"^^  a^  log  (  —  )  > 

((  étant  le  paramétre  variable. 

S).  Pour  que  l'équation  6(x,  >-)  =  C  représente  une  famille  de  courbes 
parallèles,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ail 

c(6i  étant  une  fonction  quelconque  de  6.    ' 

[On  écrit  que  les  trajectoires  orthogonales  sont  des  lignes  droites.] 

10.  Trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  courbes 
intégrales  de  l'équation  jk'==/(^, .y)  forment  une  famille  de  courbes  paral- 
lèles, et  montrer  qu'on  peut  effectuer  l'intégration  par  une  quadrature. 

[Licence  :  Paris.  1898.] 

11*.  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  coupent  une  conique 
donnée  C  orthogonalement  aux  quatre  points  communs.  Ces  coniques 
forment  en  général  plusieurs  familles  distinctes  :  trouver  les  trajectoires 
orthogonales  de  chacune  de  ces  familles.  Kn  déduire  tous  les  systèmes 
orthogonaux  dont  les  deux  familles  se  composent  de  coniques.  [Si  /"=  o, 
ç,  =  o  sont  les  équations  de  deux  coniques  se  coupant  orthogonalement  en 


352  CHAPITHR   XVIII.    —    MÉTHODES    ÉLÉMENTAIRES    D'iNTÉGBATION. 

leurs  quatre  points  communs,  on  a  une  identité  de  la  forme 

ùf   da  df  fja 

ûx  dx         dy  ày  "^  ' 

X  et  jji  étant  deux  coefficients  constants.] 

12.  Trouver  la  condition  pour  que  les  courbes  intégrales  de  l'équation 
différentielle  ^'  =  /( a;,  j')  forment  une  famille  de  courbes  isothermes,  et 
montrer  qu'on  peut  obtenir  un  facteur  intégrant. 

[SoPHis  Lie.] 

13.  Soienl_>',,  j.,  deu\  intégrales  particulières  de  l'équation  de  Riccali  (26) 
fn^SGO).  En  posant'^ ^ —  ^=  z.  on  est  conduit  à  l'énuation  linéaire 

y— Xi 

-'-H  \{Y\—yi)z  —  o. 

14.  Trouver  une  courbe  plane  C  telle  que  le  triangle,  ayant  pour 
sommets  un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  le  centre  de  courbure  cor- 
respondant et  le  pied  de  l'ordonnée  du  point  M,  ait  une  surface  constante. 
On  fera  voir  que  l'une  des  coordonnées  s'exprime  en  fonction  de  l'autre 
par  une  quadrature,  et  que  l'on  peut  se  faire  une  idée  de  la  forme  de  la 
courbe,  sans  en  avoir  l'équation  en  termes  finis.  [Les  axes  de  coordonnées 
sont  supposés  rectangulaires.] 

\Lirencc  :  Paris,  1877.] 

13.  Etant  donnée  une  courbe  plane  C,  soient  M  un  point  de  cette  courbe, 
V  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  en  ce  point,  et  MT  la  tangente.  Par 
le  point  T  où  cette  tangente  coupe  l'axe  des  x,  on  mène  une  parallèle 
à  Oy  qui  rencontre  la  normale  MF  en  un  point  IV.  Déterminer  la  courbe  C 
de  façon  que  le  rapport  de  MP  à  \IN  soit  constant. 

{Licence  :  Toulouse,  1884] 

16.  Déterminer  les  surfaces  de  révolution  telles  que,  en  chacun  de  leurs 
points,  les  rayons  de  courbure  des  sections  principales  soient  dirigés  dans 
le  même  sens  et  aient  une  somme  constante  a.  On  indiquera  la  figure  du 
méridien  de  la  surface. 

[  ^icf«ce  .•  Toulouse,  1878.] 

17'.  L'intégrale  générale  de  l'équation  d'Euler  peut  s'écrire 
^  '^_  V      )  —  «o(-r  -r-  y)-  ~  ai{x  ^  y  )  —  ai=  C, 
en  supposant  \  =  af,x'' ->n  a^x^ -^  aiX--{-  ci^x  +  a^. 

[LAGnANGE.J 

[Il  suffit  de  résoudre  l'équation  (58)  (n°376)  par  rapport  à  la  constante, 
et,  après  quelques  transformations,  on  obtient  la  forme  de  Lagrange.J 
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18.  Les  Ifgnes  asymptotiques  de  la  surface  représentée  par  les  équations 

a-  =  X(ii  —  a)"'(y  —  a}", 
y  =  B(((  —  by"{v  —  by, 

Z  =    ClM  —   c)"'(l'—   C)" 

s'obtiennent  par  lintégration  de  l'équation  d'Euler  lorsque  Ion  a  m  =  n, 
ou  /nn-  n  =  I.  Déduire  de  ce  résultat  les  lignes  asymptotiques  de  la  sur- 
face tétraédrale 


(sr-m"-{^r- 


19.  Comment  peut-on  reconnaître  si  une  équation  dilTérentielle 

<('■  —  /(■'•.  7)  "'■^  =  0 

admet  un  facteur  intégrant  de  la  forme  XY,  X  ne  dépendant  que  de  .r 
et  Y  ne  dépendant  que  de  ,/,  et  trouver  ce  facteur  intégrant  loVsqu'il 
existe? 

[Licence  :  Paris,  octobre  1902.] 

20'.  Etant  donnée  une  courbe  plane  C,  on  preml  le  milieu  m  de  la 
corde  MM'  qui  joint  deux  points  quelconques  M,  M'  de  cette  courbe.  Le 
point  M  restant  fixe,  lorsque  le  point  M'  décrit  la  courbe  C,  le  point  m 
décrit  une  courbe  liomotbétiquc  c.  Démontrer  que  les  courbes  c  satisfont 
à  une  équation  dilTérentielle  du  premier  ordre  qui  s'intègre  comme  l'équa- 
tion de  Glairaut,  en  y  remplaçant  k'  par  une  constante  ai  bitrai.re.  (\Bu//e- 
tin  de  la  Société  mathématique,  t.  XXIIJ,  p.  88.) 

•21.  Intégrer  l'équation  différentielle 

f"  y'-^  y'  --  ^y,  y  —  j^y  +  Y  y)  =  o. 

On  observe  que  y  est  en  facteur  dans  la  dérivée  du  premier  membre. 
Il  existe  des  équations  de  forme  analogue  et  d'ordre  quelconque  {voir  Dixox, 
Philosophical  Transactions,  t.  GLXXXVI,  Part  I,  p.  523  ;  Raffï,  But- 
lelin  de  la  Société  mathématique,  t.  XXV,  p.  71;  Bounitzkv,  Billetin 
des  Sciences  mathématiques,  t.  XXXI,  2'  série,  p.  ajo). 


CHAPITRE  XIX. 

THÉORÈMES  D'EXISTENCE. 


Les  premières  recherclies  rigoureuses,  pour  établir  l'existence 
des  intégrales  d'un  système  d'équations  difTérenlielles  ou  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  sont  dues  à  (>aucliy.  L'illustre  géo- 
mètre a  fait  connaître  pour  les  équations  analytiques  un  tvpe  de 
démonstration  fondée  sur  une  méthode  de  comparaison  à  laquelle 
il  a  donné  le  nom  de  Calcul  des  limites.  On  lui  doit  aussi  une 
aulie  méthode,  qui  ne  suppose  pas  les  fonctions  analytiques,  et 
dont  nous  parlerons  plus  loin. 

I.  —  CALCUL  DES  LIMITES. 

383.  Généralités.  —  L'idée  fondamentale  du  Calcul  des  limites 
consiste  dans  l'emploi  des  fonctions  majorantes;  les  raisonne- 
ments ont  la  plus  grande  analogie  avec  celui  dont  on  s'est  servi 
pour  établir  l'existence  des  fonctions  implicites  (I,  n"  193).  Toute 
fonction  analytique  admettant  une  infinité  de  fonctions  majo- 
rantes, on  conçoit  que  la  méthode  puisse  être  variée  de  bien  des 
façons.  La  simplicité  des  démonslralions  lient  en  grande  partie 
au  choix  des  fonctions  majorantes.  Depuis  les  travaux  de  Cauchy, 
ses  démonstrations  ont  été  perfectionnées  et  étendues  à  des  cas 
plus  généraux  par  Briot  et  Bouquet,  Weierstrass,  M\L  Darboux, 
Méray,  Riquier,  M"""  de  Kowalewski,  et  lieaucoup  d'autres.  Aujour- 
d'hui encore,  on  se  sert  à  chaque  instant  de  cette  méthode  pour 
traiter  des  questions  analogues,  relatives  aux  équations  aux  déri- 
vées partielles,  avec  des  conditions  initiales  variées. 

38i.  Existence  des  intégrales  d'un  système  d'équations  diffé- 
rentielles. — ■  Considérons  d'abord  une  seule  équation 

(0  4^=A-^-rX 


I.    —    CALCUL   DES    LIMITES.  M'i 

dont  le  second  membre  f(x,y)  est  holomorphe  dans  le  voisinage 
dun  sjslème  de  valeurs  Xo^y^-  Nous  nous  proposons  de  démonirer 
que  cette  équation  admet  une  intégrale  y{x)  holomorphe  dans 
te  domaine  du  point  x^,  se  réduisant  à  y^  pour  x=  .;„. 

Sii|)posons,  pour  abréger  les  formules,  a7„=)D=:o,  ce  qui 
revient  à  écrire  x  cl  y  à  la  place  de  x  —  Xa,  y  — ya-  Si  l'équation 
proposée  admet  une  intégrale  liolomorplie  dans  le  voisinage  du 
point  r  =  o.  et  s'annulant  avec  x,  il  suffira,  pour  pouvoir  écrire 
le  développement  en  série  entière  de  cette  intégrale,  de  savoir 
calculer  les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  successives  de  cette 
intégrale  pour  .r  =  o. 

L'équation   (i)   nous    donne  d'abord   [-r-)   =y(o,  o);   d'autre 

part,  les  équations  que  l'on  en  déduit  par  des  différenliations 
répétées  permettent  de  calculer  la  valeur  d'une  dérivée  d'ordre 
(juelconque  au  mojen  de  x.  y  et  des  dérivées  d  ordre  inférieur, 

\   i/j'-  àx         f)jy  dx 

'd\r_<P£^      d\f    dy        ^(^y       àf  d\y 

I  dx^         âx-    '      rjx  dy  dx        dy-  \  dx  )         dy  dx-  ' 


en  faisant  dans  ces  relations  x  =y  ^=  o,  on  calculera  de  proche 
en   proche   les  valeurs   initiales   des  dérivées  successives  (  ;t^  )  > 

( -r^  )  ,  •■•,  (  -r^  )  !  ■  ■  :,  de  l'intégrale  cherchée  an  moven  des 
\dx^ /o  \  dx"  /„  " 

coefficients  du  développement  àa  j\x^y')  suivant  les  puissances 
de  x  et  de  y.  Jusqu'aux  travaux  de  Cauchv,  on  avait  admis  sans 
démonstration  cjue  la  série  entière  ainsi  obtenue 

\f/.r/„  [     \dx'-!„\.i  vte"/,,  !.■>...«    '■■ 

était  convergente  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  zéro. 

Pour  démonirer  en  toute  rigueur  ce  point  essentiel,  observons 
([ue  les  opérations  par  lesquelles  on  calcule  les  coefficients  de  la 
série  (3)  se  réduisent  en  définitive  à  des  additions  et  à  des  multi- 
plications seulement,  de  sorte  que  la  valeur  obtenue  pour  (-r^  ) 
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peut  s'écrire 

(4)  {dx")    =^"("oi>,ao\,a,„,  ...,a„.;..  .  ...a„o), 

P„  éLanl  un  polynôme  à  coefficients  entiers  et  positifs,  et  an  dési- 
gnant le  coefficient  de  x'j''  dans  le  développement  de  f{oc,y).  Si 
donc  on  remplace  la  fonction  f{x^  y)  par  une  fonction  m.njo- 
ranle  ts(j;,  V)  et  que  l'on  se  propose  de  déterminer  une  intégrale 
holomorplie  de  l'équation  auxiliaire 

(5)  '_p_^o,>:.  Y) 

s'annulant  avec  x,  les  coefficients  de  la  série  obtenue  pour  le  déve- 
loppement de  Y  seront  des  nombres  positifs  respectivement  supé- 
rieurs aux  modules  des  coefficients  du  même  rang  de  la  séiie  (3). 
Si  la  série  obtenue  pour  Y  est  convergente  dans  un  certain  domaine, 
il  en  sera  de  même  a  fortiori  de  la  série  (3).  Or,  la  série  obtenue 
pour  Y  sera  certainement  convergente  si  l'équation  auxiliaire  admet 
une  intégrale  bolomorphe,  s'annulant  pour  x  ^^  o. 

Supposons  la  fonction  f{x,  y)  bolomorphe  lorsque  les  va- 
riables X  el  y  restent  dans  les  cercles  C,  C  de  rayons  a  et  b, 
décrils  de  l'origine  pour  centre  dans  les  plans  des  deux  variables, 
et  continue  sur  ces  cercles  eux-mêmes,  et  soit  M  la  borne  supé- 
rieure de  \f{x^  y)\  dans  ce  domaine.  On  peut  prendre  pour  fonction 

majorante  o(ar,  ^  )  = ^; — »  et  l'écpiation  auxiliaire  (5) 

peut  s'écrire,  en  multipliant  les  deux  membres  par  (  i  —  ^  j  . 


Nous  pouvons  vérifier  directement  que  cette  équation  admet 
une  intégrale  bolomorphe  nulle  pour  x  =  o:  en  eflet,  les  variables 
étant  séparées,  on  déduit  de  cette  équation 

,:)  Y--=-«.MLog(,_-). 

La  constante  qu'il  faudrait  ajouter  au  second  membre  pour  avoir 
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l'inli'grale  générale  de  Féqnalion  (6)  est  nulle,  si  l'on  adople  pour 
Je  logarillime  la  délerniinalion  qui  esL  nulle  pour  x  :=  o.  En  résol- 
vanl  l'équation  (■j)  par  rapport  à\,  il  vient  encore 


si  l'on  prend  pour  le  radical  la  détermination  qui  se  réduit  à  i 
pour.r  =  o,  la  formule  (8)  représente  bien  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (6j  qui  est  nulle  pour  x=o.  Celte  fonction  Y  est  bolo- 
uiorphe  dans  le  domaine  de  l'origine;  en  effet,  la  fonction  sous  le 
radical  est  liolomorphe  à  l'intérieur  du  cercle  C  de   rayon  a,  et 

celte  fonction  s'annule  pour 

II 
(9)  x==p  =  ff(i-e""2"")- 

Lorsque  la  variable  x  reste  à  l'intérieur  du  cercle  Cp  de  rayon  p 

décrit  de  l'origine  pour  centre,   le  module  de  — j-^Log(  i  —  —  I 

reste  inférieur  à  l'unité  (  '  )  et  le  radical  est  une  fonction  liolo- 
niorplie  de  x  dans  ce  cercle.  La  série  obtenue  pour  le  développe- 
ment de  Y  est  donc  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  p,  et  il  en 
est  de  même  à  plus  forte  raison  de  la  première  série  obtenue  (3). 
On  voit  aisément,  d'après  la  formule  (8),  que  tous  les  coefficients 
du  développement  de  Y  sont  réels  et  positifs,  ce  dont  nous  étions 
assurés  a  priori.  Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  quelconque  de 
module  inférieur  à  o,  le  module  de  \  est  donc  inférieur  à  la  somme 
de  la  .série  obtenue  en  remplaçant  x  par  p.  On  a  donc,  pour 
tout  point  pris  dans  le  cercle  Cp,  |  Y  |  <  6,  et  par  suite  \j'\  -<  b. 
Si  l'on  remplace  y  par  la  somme  de  la  série  (3)  dans  /(^,y),  le 
résultat  de  la  substitution  est  donc  une  fonction  4>(ic)  bolomorphe 
dans  le  cercle  de  rayon  p.  D'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu 

les  coefficients  de  la  série  (3),  les  deux  fonctions  'l'(.y)  et  -^  sont 

égales,  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées  successives,  pour  x^o. 
Elles  sont  donc  identiques,  et  la  fonction  holomorphe  y  satisfait  à 
toutes  les  conditions  de  l'énoncé. 


(')  En  effet,  tous  les  coefficients  du  développement  de  cette  fonction  suivant 
les  puissances  de  x  sont  réels  et  négatifs.  Le  module,  pour  |a;|<p,  est  donc 
irifi'iicur  a»  module  de  la  valeur  qu'elle  prend  pour  ar  =  p.  c'est-à-dire  à  l'unité. 
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Pour  calculer  les  coefficienls  de  la  série  (3  i,  on  peul  substituer 
direclement,  à  la  place  de  >',  dans  l'équation  (i),  une  série  en- 
tière j'  ^C|.r  4-  C2X-  +  .  .  . ,  et  écrire  que  les  deux  membres  sont 

dy 
identiques.  Le  coeltîcient  de  x"-^  dans  -^  est  «C„,  tandis  que  le 

coetlîcient  de^"~'  dans  le  second  membre  ne  dépend  évidemment 
que  de  C,,  Cj,  ...,  C„_,  et  des  coefficienls  a,*.  On  vérifie  bien 
de  cette  façon  que  les  coefficients  C„  se  calculent  par  les  seules 
opérations  d'addition  et  de  multiplication. 

La  méthode  s'étend  sans  difficulté  à  un  système  d'un  nombre 
quelconque  d'équations  du  premier  ordre.  Soit 

(10)  -T-7   =//<-^,.Tl,  J'2-    ■  •  ■i.X")  -(2  =  1,2, II) 

un  système  d'équations  dillérentielles,  où  les  (onctions  _//  sont 
bolomorphes  dans  le  voisinage  des  valeurs  x„,  [yt  ),,,  .  •  ■  ,  (y«  )o- 
Ces  équations  admettent  un  système  d'intégrales  holomorphes 
dans   le   domaine  du   point  .ro,    se   réduisant  respectivement 

''  (j'i!>0'  (.rOo^ {y„)o  pour  X  =  xo. 

En  reprenant  des  raisonnements  tout  pareils  aux  précédents,  la 
démonstration  de  ce  théorème  se  ramène  à  établir  que  le  système 
d'équations  auxiliaires 

,      rfV,        d\,  f/V,,  M 

(II) 


d.r  dx        '  '  '        d.r 


{-^){-¥)-{'-¥) 


admet  un  système  d'intégrales  holomorphes  dans  le  voisinage  de 
l'origine,  s'aiinulanl  toutes  pour  .r  =  o  ;  les  fonctiousy",-  sont  su)j- 
posées  holomorphes  tant  que  1  on  a  \x  —  j;„  |  Sa,  |  },■ —  (^'1)0!  =  ^' 
et  M  désigne  encore  une  limite  supérieure  des  ]/)  \  dans  ce  domaine. 
Ces  intégrales,  ayant  leurs  dérivées  égales,  et  s'annulant  toutes 
pour  a;  =  o,  doivent  être  identiques,  et  il  suffit  de  considérer 
l'équation  unicpie 

d\  M 

dx 


où  l'on  peut  encore  séparer  les  variables.  Cette  équation  admet 
l'intégrale. 

1=0  —  O    i/i-l-  ^ r^ Los  M ' 
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(lui  esl  liolomorplie  dans  le  cercle  de  rayon  o  =^  a  \\  —  e  ""*"'""/, 
et  qui  esl  nulle  poura^^ro.  Les  intégrales  du  système  (lo)  sont 
donc  holomorphes  dans  le  même  cercle. 
Une  équation  unique  d'ordre  /( 


(12) 


d"y        ^,  /  ,ly 


-H 


d.r'  \     '  •^  '  dx 


peut  être  remplacée  par  un  système  équivalent  formé  de  /(  éqxia 
tions  du  premier  ordre 


dv 

'Iv, 

d.r 

dx 

dx.,,_ 
dx 

=  y- 

-1- 

dx 

i  =F( 

en  introduisant  comme  inconnues  auxiliaires  les  dérivées  succes- 
sives àe  y,  jusqu'à  l'ordre  ii  —  i.  On  déduit  alors  du  théorème 
f;énéral  que  Véqiialion  (12)  admet  une  intégrale  liolomorphe 
dans  le  domaine  du  point  .r„,  et  telle  que  cette  fonction  et 
ses  (  n  —  i)  premières  dérivées  prennent  pour  x  =  x^  des  valeurs 
données  à  r  a\-ance  y\,,  y\^,  ...,  )•',,"'  ,  pour'.u  que  la  fonction  F 
soit  holomorphe  dans  le  voisinage  du  système  de  valeurs  x,,, 

Jc/o-   •••,.)•„"""• 

Il  résulte  de  la  démonstration  quil  ne  peut  y  a\oir  plus  dune 
intégrale  liolomorphe  de  l'équation  (1)  prenant  pour  x^Xg  la 
valeur  )'o.  Mais  rien  ne  permet  d'affirmer  jusqu'ici  qu'il  n'existe 
pas  d'intégrale  non  holomorphe  satisfaisant  à  la  même  condi- 
lion  (').  C'est  un  point  qui  sera  établi  plus  loin  d'une  façon  rigou- 
reuse (n»  388). 


(')  Voii-i  le  raisonnement  employé  par  Briot  et  Bouquet  pour  traiter  cette 
([iiestion.  Soit  _k,  l'intégrale  holomorphe  de  l'équation  (1)  prenant  la  valeur  _r„ 
|iiiur  j;  =  a:,|.  En  posant  y  =  y,  +  j,  l'équation  (i)  prend  la  forme 

Ubh)  ^=.-^(.r.  ^), 

•^{.E,  z)  étant  holomorphe  pour  x  =  x„,  z  =  o.  Supposons  que  cette  équation 
admette  une  intégrale,  autre  que  c  =  o,  tendant  vers  zéro  lorsque  la  variable  x 
décrit  une  courbe  C  aboutissant  au  point  a:„.  Soient  j;,,  x.,  deux  points  de  cette 
l'ourbe  auxquels  correspondent  deux  valeurs  3,  et  c.  de  z.  On  déduit  de  l'équa- 
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38o.  Systèmes  d'équations  linéaires.  —  On  trouvera  plus  loin, 
par  une  autre  méthode,  une  valeur  plus  yrande  en  général  pour  la 
borne  inférieure  du  rayon  de  convergence  des  séries  qui  repré- 
sentent les  intégrales  (n"391).  Lorsque  les  fonctions  y,-  ont  des 
formes  spéciales,  on  peut  parfois,  en  se  servant  toujours  du  calcul 
des  limites,  employer  des  fonctions  majorantes  plus  avantageuses. 

C'est  ce  qui  arrive  en  particulier  dans  le  cas  très  important  des 
équations  linéaires.  Soient 

'h-i 

(l4)        -7—    =  «/ij)'! -+-  «12 /2  +  -  ■■--  rt;(i„rn-*-  ^;  (  (  =  I  ,  2,   .  .  . ,  /i  ) 


un  système  d'équations  linéaires,  où  les  fonctions  </,a  et  />,  sont  des 
fonctions  de  la  seule  variable  x,  holomorphes  dans  le  cercle  C  de 
rayon  R.  décrit  du  point  x^  comme  centre.  Ces  équations  admet- 
tent un  système  dHntégrales  holomorphes  dans  le  cercle  C,  se 
réduisant  respectivement  ci  (j)'i  )i)5' (jK2)o)  ••■i  {yn)o  pour  x  =  x^,. 
On  peut,  pour  la  démonstration,  sujiposer 

(  .Kl  )o  =  (72  )„  =  ...=  (  r„  )o  =  o, 

car,  si  Ton  change  -)■,■  en  (jK()o+JKo  ^^  système  (i4)  ne  change  pas 
(le  forme  et  les  nouveaux  coefficients  sont  encore  holomorphes 
dans  le  cercle  C.  Soit  M  la  valeur  maximum  du  module  de 
toutes  les  fonctions  <7,a,  6,  dans  un  cercle  C  de  centre  x„  et 
de  rayon  /■  <  R.  La  fonction  • (  i  +  ^  ,  -i-  ^  ^  +  ■  •  ■  -t-  Y„) 


est  majorante  pour  toutes  les  fonctions  ai, y,  +.  .  •  +  ai„yn-\-  bi, 
et  nous  sommes  conduits  à  considérer  le  système  auxiliaire 

o      -^  =  ---^=...=  -7-^  = [  +  Yi+Y2  +  ...+  Y„). 

ax  a.r  dx  x  —  :r,, 


lion  (  I   bis) 


.C"  -.c 


•l^{x,  z)  dx. 


Lorsque  .r,  tend  vers  x„,  ;,  tend  vers  zéro,  et  le  module  du  premier  membre  de 
celte  égalité  augmente  indéfiniment,  tandis  que  le  module  du  second  membre 
conserve  une  valeur  finie;  il  ne  peut  donc  y  avoir  une  inlégrale  tendant  vers 
zéro,  dilTérenle  de  ::  =  o.  Mais  le  raisonnement  suppose  que  le  point  x  tend 
vers  x„  en  décrivant  une  courbe  C  de  longueur  finie. 
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Les  fondions  Y,.  Y-,,  ....  Y„,  devant  être  nulles  pour  a:  =  x„ 
el  avant  leurs  dérivées  égales,  sont  identiques,  el  le  système  (i  j) 
peut  être  remplacé  par  l'équation  unique 

d\  M  .  ., 

(i6)  -j- =  (i-i-zA), 


qui  s'intègre  en  séparant  les  variiibles.   L'intégrale  qui  est  nulle 
pour  X  =  Xja  a  pour  expression 


v=i[(-^^r""'-i 


et  elle  est  holomoiplie  dans  le  cercle  C.  Il  en  est  donc  de  même 
des  intégrales  du  système  (M)?  et,  comme  le  nombre  /•  peut  être 
pris  aussi  voisin  de  R  qu'on  le  veut,  il  s'ensuit  que  ces  intégrales 
>ont  liolomorplies  dans  le  cercle  C. 

3SG.  Équations  aux  différentielles  totales.  —  Suieni  .r,.  .r>,  ....  .r„ 
un  5V5léme  de  n  variables  indépendantes,  z  une  fonction  inconnue  de  ces 
variables,  et  fi.  f^.  . .  .,  f„,  n  fonctions  données  de  Xi,  .ci.  .  .  .,  .r„.  ;. 

Une  équation  aux  difTérenlielles  totales  est  une  relation  de  la  forme 

117)  dz  =  fi  dxi  -h/s  dxi  -f-  .  .  .  — /,,  dx,,  ; 

elle  est  équivalente  en  réalité  à  ti  équations  distinctes 

.\dmettons  qu'il  existe  une  fonction  z  de  x^,  a:j,  ...,  x„,  satisfaisant  à 
ces  n  relations;  nous  pouvons  calculer  de  deux  façons  différentes  la  dérivée 

seconde- (i^k).  En  écrivant  que  les  résultats  obtenus  sont  iden- 

dxi  dx/; 

,  ,      n(  n  —  i)      ,     . 

tiques,  nous  obtenons  les relations 

^  1.2 

àf,         dfi  ùfk    ,    df,  ,.,,_,„ 

dx/,.         dz  O.Ti         dz 

et  la  fonction  z  ne  peut  être  prise  que  parmi  les  fonctions  qui  satisfont  à 
ces  relations.  Nous  allons  considérer  seulement  le  cas  très  important,  oii 
ces  relations  sont  vérifiées  identiquement.  On  dit  alors  que  l'équation  (171 
ou  le  sjslème  équivalent  (i8)  sont  complètement  intégrables. 

Étant  donnée  une  équation  aux  différentielles  totales  complètement 
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intégrable,  où  les  fonctions  fi  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  du  sys- 
tème de  valeurs  (xi^D,  (^^2)01  ■••i(3'n)oi  -So,  cette  équation  admet  une  inté- 
grale holomorphe  dans  le  voisinage  du  système  de  valeurs  (a'i)o,  ..., 
(  .r,i)a,  se  réduisant  à  ;(,/)0Kr  a^i  =  (.r,  )(,.   .  .  . ,  .r„  =  (x„)o. 

Les  équations  (18)  et  celles  que  l'on  en  déduit  par  des  diffërentiations 
successives  permettent  d'exprimer  toutes  les  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion inconnue  3  au  moyen  de  z,  Xi,  a:;,  ....  x„,  et,  par  suite,  les  coefliGients 
du  développement  de  l'intégrale  holomorphe,  si  elle  existe.  Mais,  tandis 
qu'il  est  évidentqu'on  ne  peut  calculer  que  d'une  seule  façon  les  dérivées  telles 

que  — -•  il  faut  un  peu  plus  d'attention  pour  s'assurer  que  l'on  obtiendra 

toujours  la  même  expression  pour   une  dérivée  d'ordre  quelconque,  telle 

que — ;)  que  l'on  peut  calculer  de  plusieurs  façons  différentes.   Il  en 

'       û.rf  dxl     '  *^  '  • 

est  ainsi  pour  les  dérivées  du  second  ordre,  lorsque  les  conditions  (19)  sont 
vérifiées  identiquement.  Pour  vérifier  que  la  propriété  est  générale,  il  suffit 
de  montrer  que,  si  elle  est  vraie  jusqu'aux  dérivées  partielles  d'ordre/?, 
elle  est  encore  vraie  pour  les  dérivées  partielles  d'ordre  p-hi.  Nous  nous 
appuierons  pour  cela  sur  la  remarque  suivante  :  Soit  V (xi,  v,.  ....  x„,  z) 
une  fonction  quelconque  de  ar,,  Xf,,  ...,  x^,  z;  posons 

dV        dV        àV  ^  d'-V  d    /dV\  ,  .    , 

-i —  =  -, r-  -^—fh     -} — 3 —  =  -; —  (  -7—  1  (i,  k  =  1,  -2,  . . .,  n): 

dxj        dxi        àz  dx,  dx/.        dx/,  \  dx,  / 

des  conditions  (19)  on  déduit  immédiatement  (|ue  l'on  a,  quelle  que  soit 
la  fonction  U, 

d'-V      _      d-^V 
dxi  rf.r/,         dxi;  dxj 

Cela  posé,  soient  !<  et  v  deux  dérivées  partielles  d'ordre/?,  qui  ne  diJfèrent 
qu'en  ce  qu'une  dérivation  par  rapport  à  x,  a  été  remplacée  par  une  déri- 
vation par  rapport  à  X/;.  Tout  se  réduit  à  démontrer  que  l'on  a 

du  Ou  dv         dv 

ôx'u  ~  ^•^''  ~  dr7  ~  'ôz  •'" 

du  f/i'      ,,   .  ■    .     I  ,,•.,, 

ou  -; —  =  —, Alais  u  et  v  ont  ete  obtenues  en  prenant  les  dérivées  d  une 

.     dx/^        dxi 

dérivée  partielle  w  d'ordre  p  —  1,  par  rapport  aux  variables  xi  et  T/-  res- 
pectivement. On  a  donc  u  =  -r—i  c  =  -; — ,  et  l'ésalité  à  établir  se  réduit 
dxi  dxi; 

d'"-  '/"'"■  ,     .  ,,  .  ,      ,. 

a  —, ; —  =  -; ; — ,  Tclatiou  que  1  on  vient  de  démontrer. 

dxi  dx/,        dx/,  dx,  ' 

Pour  démontrer  la  convergence  du  développement  ainsi  obtenu,  on  peut 

donc  remplacer  les  fonctions  /"/par  des  fonctions  majorantes  o,,   pourvu 

que  l'on  choisisse  ces  fonctions  ip,-  de  façon  que  l'équation   aux  diflcren- 

tielles    totales   auxiliaire    soit   elle-même   complètement  intégrable.  Sup- 
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posons  pour  simplifier  (3;,  )„  =  (3:2)0=.  ..  =(a^B  )o=  s,,  =  o;  on  peut  prendre 

pour  foiiciion  majorante  de  toutes  les  fonctions  /(  une  expression  de  la 

M  ,,.  ■,■   • 

lornie  • ; — t;—-,  el  1  iMiuation  auxiliaire 


M  ( (ia;i  -+-  dx^  -4-  ...  -I-  dx,i  ) 
(  9.0  )  dL  = 


a?  I  -I-  a?2  - 


)(-?) 


est  toraplètement  intégrable,  d'après  la  symétrie  du  second  membre  rela- 
ti\eiuenlau\  n  variables  î,.  Pour  obtenir  une  intégrale  liolomorplie  s'an- 
nulanl  avec  ces  variables,  il  sufliL  de  chercher  une  intégrale  qui  soit 
fonction  de  la  seule  variable  X  =  Xx-\-  x^-v- .  .  .-^  Xn,  ce  qui  conduit  à  une 
équation  din'érentielle  ordinaire  de  la  forme  (6) 

î^  /  I  —  — 

r 

Cette  intégrale  étant  représentée  par  un  développement  en  série  conver- 
gente où  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  rp«i . . .  a;*"  est  réel  et  positif, 
le  développement  obtenu  pour  z  est  a  fortiori  convergent  dans  le  même 
flomaine. 

r.e  théorème  s'étend  sans  difficulté  aux  systèmes  d'équations  aux  diffé- 
rentielles totales  entre  ?i  variables  indépendantes  x^^  x^,  ...,^n  et'"  fonc- 
tions de  ces  variables  ^i,  -2,  .  .  . ,  s,„, 

//(  =  1,  •>- "i\ 

(21)     dz,,=fuidxi-^...~fiudxi-^...^fn„d.r„         (    ,•  ^  ,    ^  ni' 

En  calculant  de  deux  façons  dillérentcs  les  dérivées  de  la  forme 


dxi  ôxic 
on  est  conduit  aux  conditions 

le  système  (■  21)  est  dit  complètement  intégrable  lorsque  les  conditions  (22» 
sont  vinilices  identiquement,  et  l'on  a  le  théorème  suivant  qui  se  démontre 
comme  le  précédent  : 

Tout  système  complètement  intégrable,  où  1rs  fonctions  fih  sont  ho- 
Icmorphes  dans  le  voisinage  d'un  système  de  valeurs  (.^1)0,  (-î'o^oi  •••! 
(a-„)o,  ('3i)o,  ...,  {z„l^a  admet  un  système  d'intégrales  holomorphes 
dans  le  domaine  du  point  (xi  ),,,  ....  (.r„  )„,  prenant  respectivement  les 
valeurs  (zi)„,  (32)0,  .  •  -,  (3m)o  pour  a-i  =  (Xi)o,  .  .  .,  x,i  =  {x„)a. 

3ST.  Application  du  calcul  des  limites  aux  équations  aux  déri- 
vées partielles.  —  Le  calcul  des  limites  permet  aussi  de  démontrer 
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l'existence  des  intégrales  d'un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles.   Considérons   d'abord  une   équation  du   premier  ordre 

àz  J  dz       ôz  dz   \ 

'  àTi       ^  \^    '       ''  ^^^     i)j..^  'J.r„/ 

OÙ  le  second  membre  ne  renferme  pas  la  dérivée  -r-f  •  Celte  équa- 
tion et  celles  que  l'on  en  déduit  par  des  différentiations  succes- 
sives permettent  d'exprimer  toutes  les  dérivées  partielles  de  s  au 
moyen  de  ar,,  x-,,  ■■  ••  3"«,  ^.  et  des  dérivées  partielles  de  z  prises 
par  rapport  aux  variables  x-,,  Jr,,   . . .  ,  x„  seulement.  La  propi'iélé 

d'--+ ■■+"■"->-' z 

est  évidente  en  eiïet  pour  les  dérivées  de  la  forme  -r :nr' 

"  àxi  ôx^' . . .  dxfn 

comme  on  le  voit  en  dillerenliant  les  deux  membres  de  l'équa- 
lion  (aS)  %.;>  fois  par  rapport  à  x-,,  . .  .,  a„  fois  par  rapport  à  Xn- 
Si  l'on  difTérentie  les  deux  membres  de  l'équation  (aS)  une  seule 
fois  par  rapport  à  a;, ,  et  un  nombre  quelconque  de  fois  par  rapport 
aux  autres  variables  x<,  x^,  . . .,  :r„,  puis  qu'on  remplace  dans  le 
second  membre  les  dérivées  partielles  où  figure  une  fois  la  va- 
riable X|  par  les  expressions  déjà  obtenues,  on  obtiendra  de  même 

les  dérivées   ,   „  .  „ :--r-  exprimées  de  la  façon  annoncée,  et  il 

dx\  t^x«> . . .  dxj^'t       ' 

est  clair  qu'on  peut  continuer  à  aj^pliquer  le  mèm'e  procédé  indé- 
fiuiment. 

Cela  posé,  supposons  la  fonction  f  bolomorplie  dans  le  voi- 
sinage d'un  système  de  valeurs  {Xi)„,  ...,  (.r7,)o,  '-a,  {p2)<si  ■■•, 
iPn)o  et  soit  tp(x2,  Xi,  .  .  . ,  x,,)  une  fonctioii^des  (n  — "i)  variables 
X2,  X3,  ,  .  . ,  x„,  holomorplie  dans  le  domaine  du  point  (')  (Xi),,, 
(^73)0,  ....  (.r„)o,  et  telle  que  l'on  ait,  pour  ces  valeurs  |>articu- 

>•'-='-   (5).='".)-.   (A).=">'>-  •■■■    (ê).="->- 

Ces  conditions  étant  supposées  vérifiées,  /'équation  ("i'i)  admet 
une  intégrale  régulière  clans  le  domaine  du  point  (a7,)o,  ..., 
{xn)i,t  ^t  s^  réduisant  à  ^(Xo,  X3,  .  . .,  Xn)  pour  x,  ^  (x,  )„. 


(')  Pour  abréger,  nous  appellerons  point  tout  syslème  de  valeurs  particu- 
lières, réelles  ou  imaginaires,  attribuées  aux  variables  qui  figurent  dans  la  ques- 
tion. 
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La  fonction  'j(.r2.  -Tj.  .  .  .,  x„)  peut  par  hypothèse  être  déve- 
loppée en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  positives  des 
variables  x^ — {^i)f)i  et  les  coefficients  sont,  à  des  facteurs  numé- 
riques près,  les  valeurs  des  dérivées  partielles  de  cette  fonction  au 
point  (jrj)^,  ...,  (:r„)o.  La  fonction  ;;,  dont  nous  voulons  dé- 
montrer 1  existence,  devant  se  réduire  à  'j(.rQ,  X3,  ...,  X/A 
pour  x,=:  {■Xi)a,  nous  connaissons  par  là  même  les  valeurs  au 
point  (ar,  )o,  (^2)0.  .  .  .,  (^«)o  Je  toutes  les  dérivées  partielles  de 
celte  fonction  où  la  variable  Xt  ne  figure  pas.  On  vient  de  voir  à 
l'instant  comment  on  peut  exprimer  toutes  les  autres  dérivées  par- 
tielles de  z  au  moyen  de  celles-là.  Nous  pouvons  donc  calculer 
de  proche  en  proche  tous  les  coefficients  du  développement  de  z 
suivant  les  puissances  des  variables  Xi  —  (■2?/)o  au  moyen  des  coef- 
ficients des  deux  développements  de  la  fonction  y  et  de  la  fonc- 
tion es,  et  ce  calcul  se  fait  par  les  seules  opérations  d'addition  et 
de  multiplication.  Pour  démontrer  la  convergence,  nous  pouvons 
donc  encore  employer  des  fonctions  majorantes  :  si  la  série  obtenue 
en  remplaçant  dans  le  calcul  précédent  y"  par  une  fonction  majo- 
rante F,  et  3  par  une  autre  fonction  majorante  $,  est  convergente, 
il  en  est  forcément  de  même  de  la  série  obtenue  pour  -  (  '  ). 

On  peut  tout  d'abord,  par  une  suite  de  transformations  faciles, 
remplacer  lés  conditions  initiales  par  d'autres  plus  simples.  On 
peut  supposer  (^,  )„  ^  (^2)0  =  ...==  {x„  )„  ^i^  o,  car  cela  revient  à 
écrire  j,  au  lieu  de  .r,  —  (xi)(,;  si  Ion  pose  de  plus 

^  =  o(i-o,  X3,  ...,  x,i  )  -^  u, 
(')  Dans  le  cas  particulier  d'une  équation  de  la  forme 

ôx,  ~~  ■' '    '  ■'"-  f*x,  '^-  ■■'^  J"  ,Jx„  ' 

où  /,,/-,.  ....  /„  sont  des  fonctions  des  variables  x,.   x.. a;,,  seulement,   la 

convergence  peut  se  démontrer  plus  simplement.  Par  une  série  de  transformations 
analogues  à  celtes  du  texte,  on  est  ramené  à  démontrer  que  l'équation  auxi- 
liaire 

M  (—  .     d7.  \ 


dx. 


('-^){-^ 


admet  une  intégrale  liolomorplie  dans  le  domaine  du  point  X[=o,  ...,  x„=o, 
s'annulant  pour  x,  =  0.    Cherchons  pour  cela    une  intégrale  particulière   de    la 
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la  nouvelle  fonction  inconnue  «doit  se  réduire  à  zéro  pour  j;,=;  o. 
On  peut  supposer  aussi  qu'après  ces  transformations  le  second 
membre  ne  renferme  pas  de  terme  constant;  si  le  développement 
commençait  par  un  terme  constant  a  difTérent  de  zéro,  il  suffirait 
de  poser  u  :=  aXi  +  c  pour  le  faire  disparaître,  loutes  ces  trans- 


forme 

Z  =  K(,r,,  H), 

uii  u  =  X..  + .. .+  x,^.  L'équation  (E)  devienl 


ou,  en  posant  F  = h  <1<, 


(E.)  -7-  = 

['        «A'        b, 
On  salisfail  à  l'équation  (  E™  )  en  posant 


/         x-,\d<P_M(n  —  i)   >)'!> 
\  ei  /  âxj  u       Ou 


b 
d'où  l'on  tire  l'intégrale  particulière 


<1>,  =  —  a  Log 


a  J        M  (  /j  —  I  )  \  nbj 

et  l'équation  (  E,)  peut  s'écrire 

D(^i,  u) 
On  en  déduit  rintégrale  générale  de  fE,)  et  par  suite  celle  de  (E,) 

F  =  -^^  +  .!-aLog(',_£l')+— ^— („-4)' 
71  —  I         ■  (  \  a  I        M  (  /i  —  I  )  \  -1  b  I  I 

•j  étant  une  fonction  arbitraire.  Pour  que  cctle   intégrale  soit   nulle   pour  .r,  =  o, 
la  fonction  œ  doit  satisfaire  à  la  relation 

.  1  /  u' \ 

a  ou  I  on  tire  en  posant  v  — [u r    > 

iM  (n  —  ij  \  nb  I 

9  (  ^'  )  =  ;^  [  *  -  v6'— 2M6(«-.)i']  ■ 

L'intégrale  de  l'équation  (E)  ainsi  obtenue  est  bien  lioloinorplie  dans  le  domaine 
du  point  a;,  =  a;„=  . .  .=  a;„=  0. 
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formations  étant  ell'ecttiées,  si  nous  remplaçons  le  second  membre 
par  une  fonction  majorante  convenable,  la  démonstration  du 
itiéorème  se  ramène  à  établir  que  réqualion 

, .      ^  ^  M .. 

'  '''     àxi  ■  ÔZ  (iZ\        '   ' 

I         .r ,  ^  .r^  ^  .  .  .  -4-  .7-,,  -^  Z  \  (  dx-i        •  •  •        , 


OÙ  M,,/-,  p  sont  des  nombres  positifs  déterminés,  admet  une  inté- 
grale liolomorphe  dans  le  domaine  de  l'origine,  se  réduisante  zéro 
pour  .r,  =  0.  Si  Ton  remplace  dans  le  second  membre  x^  par  —  > 
a  élaiil  un  nombre  positif  moindre  que  l'unité,  on  augmente  les 
coefficients,  et  le  théorème  sera  a  fortiori  établi  si  l'on  démontre 
la  proposition  pour  la  nouvelle  équation 

àl  M 


'^  dxi 


-){.-^ 


Il  suflit  même  de  montrer  que  celte  équation  admet  une  inté- 
grale régulière,  représentée  par  une  série  entière  dont  tous  les 
coefficients  sont  réels  et  positifs.  Car  les  coefficients  de  ce  troi- 
sième développement  sont  au  moins  égaux  à  ceux  de  la  série 
obtenue  en  supposant  que  Z  s'annule  pour  x^  =^  o,  puisque  tous 
les  coefficients  se  déduisent  par  voie  d'addition  et  de  multiplica- 
tion des  coefficients  des  termes  indépendants  de  Xf.  Pour  établir 
ce  dernier  point,  cherchons  à  satisfaire  à  l'équation  (20)  en  prenant 
pour  Z  une  fonction  de  la  seule  variable  X  ^  —  -^  x->  -î-  ...  +  x,,\ 

I  5(  -  '■■  7 

nous  sommes  conduits  à  l'équation  dillérehtielle  du  premier  ordre 
/  I         n  —  I  . ,  ',  dX        n  —  I  /  dZ  \  - 


dx  ysj      \d\)  \^Z 


Supposons  a  choisi  assez  petit  pour  que  le  coefficient  de  -7^  dans 
le  premier  membre  soit  positif.  PourX  =  Z  =  o,  l'équation  (26) 
admet  deux  racines  distinctes,  dont  l'une  est  égale  à  zéro.  Cette 
équation  admet  donc  une  intégrale  holomorphe  dans  le  domaine 
de  l'origine,  nulle  ainsi  que  la  dérivée  première,  pour  X  =  o.  Il 
est  aisé  de  vérifier  directement  que  tous  les  coefficients  du  déve- 
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loppemenl  de  celle  inlégrale  sonl  des  nombres  posilifs.   On  peut 
écrire,  en  eflet,  l'équalion  (16) 


=.(iy..,x,z„ 


dX 


A  étant  positif,  et  "tC*^,  Z)  désignant  une  série  dont  tous  les 
coefficients  sont  positifs.  Après  une  première  dérivation,  il  vient 

d'-Z  _     K^^^'^       (>*  (/Z 
rf\î  ~'^'    rfV  rfX-       o\  "*"  âZ  d\'' 

V-  'I         dZ  ,      rf'2  Z  ,  •  •  /.  I 

pour  \  ^=  o,  A  et  -rrr  sont  nuls,  -rp-  est  donc  positif,  et  on  le 
'  d\  d\-  ^ 

vérifie  de  la  même  façon  pour  les  dérivées  suivantes. 

Li  série  obtenue  pour  le  développement  de  l'intégrale  cliercliée  ; 
est  donc  convergente  tant  que  les  modules  des  diflérences  Xi  —  {Xi)o 
restent  plus  petits  qu'un  nombre  positif/'.  La  somme  de  cette 
série  est  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  {x,)^,, 
(x.,)(,i  ■••,  (c«)o ,  se  réduisant  à  s(x2,X3,  ...,  j?„)  pour  x,  =  (jri)o- 
Gette  fonction  satisfait  bien  à  l'équation  proposée;  en  effet,  si  l'on 

remplace    dans   f  les    variables    z,   -, —  ,  •  •  •  >  — ^  par   la    fonction 

'  •'  '    a.r,  dx„   ' 

précédente  et  par  ses  dérivées  partielles,  le  résultat  est  une  fonc- 
tion régulière  '^(.^1,  x-^,  ...,  .r„)  dans  le  domaine  du  point  (x,  )o^ 
{x.,)o,  ...,  (x„)„,  et,  d'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  les 
coelficienls  de  la  série  z,  les  deux  fonctions  'i  et— ^  sont  égales, 

'  ÔXi  ° 

ainsi  que  toutes  leurs  dérivées  partielles,  au  point  (j;i)o,  ("r2)o)  ••■7 
(.r„)(i;  elles  sont  donc  identiques. 

La  démonsiralion  est  la  même  pour  un  système  d'équations 
simultanées  du  premier  ordre 

dont  les  seconds  membres  ne  renferment  que  les  variables  x,, 
Xt,  ...,  x„,  les  fonctions  z,,  z-,,  ...,  Zp,  et  les  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  autres  que  les  dérivées  par  rapport  à  Xj.  En  sup- 
posant les  seconds  membres  holomorphes  dans  le  voisinage  d'un 
système  particulier  de  valeurs  attribuées  à  toutes  les  variables  qui 
y  figurent  (.r,)o,  (-*)oi  {Pi)oi  c^^  équations  admettent  un  système 
iV  intégrales  holomorphes  dans  le  domaine  du  point  {X\)o,  •  ■ . , 
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(t„)o,  et  se  réduisant  pour  X,  =(j?,')„  à  p  fonctions  données  a,, 
'J2,  •••,  '^p  des  (n  —  i)  variables  x^,  Xj,  .  . . ,  x„,  liolomorphes 
dans  le  domaine  du  point  {x^)»,  (-^3)0)  ■■■■,  (^h)o)  ^'  <eZ/es  ^rue 
les  valeurs  de  s^  e/  de -^  en  ce  point  soient  précisément  (za)o 
et  {pf)o  (A-  =  i ,  2. .  . .  ,  /;;  i=  -i,  3 .  /?). 

388.  Intégrale  générale  d'un  système  d'équations  différentielles. 
—  I-e  théorème  précédent  peiinel  de  compléter  sur  plusieurs 
points  importants  la  tliéorie  des  équations  différentielles.  Ainsi 
l'existence  d'une  infinité  de  facteurs  intégrants  pour  une  expres- 
sion telle  que  r'(jr,  y)  dx  +  Q  {x,  y)  dy  en  est  une  conséquence 
immédiate  lorsque  P  et  Q  sont  des  fonctions  analytiques  des 
variables  x  et  j-  (n"  374). 

Reprenons  l'équation  du  premier  ordre  y'  ^^f  [x,  y)^  et  soit 
(x„,yo)  un  couple  de  valeurs  pour  lesquelles  la  fonction_/'(a;,_j') 
est  régulière.  L'intégrale  liolomorphe  dont  on  a  élaljli  l'existence, 
qui  prend  la  valeur  •)■„  pour  x  =  Xq.  peut  être  considérée  comme 
une  fonction  de  trois  \ariables  indépendantes  x,  x^,  yo\  c'est  à 
ce  point  de  vue  que  nous  allons  l'étudier.  Pour  fixer  les  idées, 
supposons  V.i  fonction  /(x,  y)  régulière  dans  le  domaine  d'un 
point  (,r  =::;  7.,  T  =  |3).  Nous  pouvons  évidemment  considérer 
l'équalion  proposée  comme  une  équation  aux  dérivées  partielles 

définissant  une  fonction  y  des  trois  variables  .r,  x„,  yg,  et  nous 
proposer  de  déterminer  une  intégrale  de  celte  équation,  liolo- 
morphe dans  le  voisinage  du  point  x  =:  a,  x^  =  a,  y,,  =  p,  et  se 
réduisant  ky^,  pour  x  =  Xo.  Celte  dernière  condition  n'est  pas  de 
la  même  forme  que  celle  du  paragraphe  précédent;  mais  il  suffit, 
pour  tourner  la  difficulté,  de  prendre,  au  lieu  de  x  et  de  r,,,  deux 
nouvelles  variables  indépendantes  m  =  o"  +  .r„,  r  =  ,/•  —  X(,. 
L'équalion  (28)  devient 

,       .  àvdy/ii  —  i-\ 

cl  l'on  est  ramené  à  trouver  une  intégrale  de  cette  nouvelle  équa- 
tion,   holomorphe  dans  le   voisinage  des  valeurs  f<  ^  2  a,   c=ro, 
G..  II.  ,/, 
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y,  =  p.  el  se  réduisant  à  j„  pour  r=o.  D'après  le  tl.éorèmr 
général,  il  existe  une  inlégrale  liolomorpho,  el  une  seule,  remplis- 
sant ces  conditions;  nous  la  désignerons  par  o{x,  :r„,  J„),  en 
supposant  qu'on  ait  remplacé  a  et  v  par  leurs  expressions.  Soit  !> 
un  domaine  défini  par  les  conditions  \x  —  a.\<r,  |a;„  — a|-/-. 
|,-,,_p|<p,  où  cette  fonction  o(.r,  ./cro)  est  régulière.  Elle 
possède  dans  ce  domaine  les  propriétés  suivantes. 

D'abord,  d'après  la  façon  même  dont  on  l'a  obtenue,  si  jr„  cl  )„ 
sont  constants,  elle  rep.ésentc  l'intégrale  de  l'éfiuation  dilleren- 
tielle  )•'=:/(./•, 7)  qui  prend  la  valeur,)»  pour  x  ^  Xo-  Cette 
intégrale  est  certainement  iioloniorplic  tant  que  |.r  —  a|  est  in(é- 
rlcur  à  r,  quels  que  soient  .r„,  j„  dans  le  domaine  D. 

J.e  développement  .le  (f  (./■,  ./'o,  .l'o)  e^l  «'e  la  forme 
y  =_y„+(x  — .To)  V(j-,  ■!■«,  y«), 

P  désignant  aussi  une  fonction  régulière.  Inversement,  d'après  la 
théorie  générale  des  fonctions  implicites,  on  peut  tirer  de  cette 
relation  r,  =  '!^{x,  a:o,y),  le  second  membre  étant  aussi  une  série 
entière.  '  Celle  fonction  \{x,  x„  y)  esl  idenlique  à  «(^o,  x,y). 
Enellet,  soient  x^elx,  deux  points  du  domaine  D;  l'intégrale 
qui  est  égale  à  j„  pour  x  =  x.  prend  au  point  x,  une  certaine 
valeurj,,  et  l'on  a  /.  =  »(.*•„  a.«,Jo).  Mais  d  j  a  évidemment 
réciprocité  entre  les  deux  couples  de  valeurs  (.r„,  Jo)  (.^^i  >  .)i)' 
et  l'on  a  aussi  par  conséquent  jo  =  9  (•'o^  "fi'.'i  ^■ 

Soit.i;',  une  valeur  quelconque  de  iF  telle  (pie  l'on  ail  |.<„  — «!<''• 
Toute  intégrale   holomorphe   de   l'équation  (28  ),  passant  par  un 
point  quelconque  ix„y„)  du  domaine  D,  satisfaite  une  relation 
de  la  forme 
(3o)  o(,r;,r,  j)  =  C. 

En  elfet,  considérons  l'inlégrale  holomorphe  égale  à  J„  pour  j=J"„; 
celte  intégrale  prend  pour  x'^  une  valeur  V,,  et  l'on  a  par  coii.é- 
quent,  d'après  la  définition  de  la  fonction  9,  o(<,  J-,n /o) —.!'„• 
Soient  X  une  autre  valeurde  la  variable  dans  le  même  domaln^ct.r 
la  valeur  correspondante  de  l'intégrale  ;  on  a  aussi  cp«,  x,y)  —  y„. 
et  par  suite  l'intégrale  holomorphe  considérée  satisfait  bien  à  une 
relation  de  la  forme  (3o).  En  dlfférentiant  par  rapport  à  a,  et 
remplaçant   )'  par  sa  valeur  f{x,  j),  on  en   conclut  que   la  fouc- 
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lion  3(^0,  ■J^,  y)  salislait  à  la  relalioii 

(3ii  —^^-^f(x.y)  —  ci: 

■  Ox        dy-'^      -^  ' 

celle  relation  se  réduit  forcément  à  une  idenlilé,  car  elle  doit  être 
vérifiée  pour  j?:=  .Tq,  _i'  =  yoi  et  le  point  {x„,  y^)  est  un  point 
<|nelconque  du  domaine  1). 

Ceci  permet  de  répondre  à  une  question  laissée  en  suspens 
(n"  38 i.  p.  35g).  Soit  dans  le  plan  de  la  variable  x  une  courbe 
quelconque  F  se  rapprochant  indéfiniment  du  point  x»'.  nous 
dirons  qu'une  fonction  y  de  la  variable  .r,  dont  on  peut  poursuivre 
le  prolonjjement  analvti<|ue  tout  le  long  de  1",  fend  vers  i,,  lorsque  x 
tend  vers  x»  sur  I",  si  à  tout  nombre  positif  £  on  peut  faire  corres- 
pondre un  ;iulre  nombre  posilif  t,  tel  que  \y — y„\  reste  inférieur 
à  £  pour  toutes  les  valeurs  de  x  situées  sur  F  à  l'intérieur  diin 
cercle  de  rayon  r,  et  de  centre  j"o.  f.e  raisonnement  de  Briot  et 
Bouquet  ne  prouve  pas  quil  uexisle  pas  d'autre  intégrale  que 
l'intégrale  holomorplie  tendant  vers  ya  lorsque  x  tend  vers  x^. 
au  -icns  qui  \u'nl  d  Tire  précisé.  C'est  pourtant  ce  qui  a  lieu.  En 
efiet,  considérons  un  point  déterminé  (xo,  ya)  du  domaine  D,  et 
prenons  dans  l'équation  (28)  pour  nouvelle  inconnue  la  fonction 
définie  plus  haut  '\  =  ■j(Xo,  x^y).  On  a 

d\        àa        d-j  dy 

dx        Ox        Uy  dx 

cl.  d'après  la  relation  (m),  l'équation  dili'érentielle  proposée  se 
1 .  (luit  à  -j-  =  o.  Or,  si  y  tend  vers  }'o  lorsque  x  tend  vers  x„,  il 
en  est  de  même  de  Y,  et  la  seule  intégrale  de  l'équation  nou- 
velle -j-  ^^=  o  qi'i  satisfait  à  cette  condition  est  évidemment  Y=j'||. 
I/intégrale  cliercliée  doit  donc  satisfaire  à  la  relation 

o(a-„,  x,y)=yo, 
ou 

(3-2>  y„  =  y^(x-~Xa)Vix,y,  x„), 

et.  d'après  la  théorie  des  fonctions  implicites  (I,  n"  193),  il  n'y  a 
qu'une  racine  de  l'équalion  (32)  tendant  vers  y^  lorsque  x  tend 
vers  To.  et  cette  racine  est  bien  une  fonction  hoiomorphc  /'  1. 

(')  PicAiiD.  Traité  d'Analyse,  t.  Il,  i'  édition,  p.  3.3J-3)S.  —  Faixlevé,  Le- 
çons de  Stockholm,  p.  18-ao  el  p.  Sij^-SgG. 
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Il  s'easuit  que  lovile  intégrale  de  l'équation  (28)  qui  passe  par 
un  point  du  domaine  D  vérifie  une  relation  de  la  forme  (3o).  On 
dit  pour  cette  raison  que  cette  équation  représente  l'intégrale 
générale  de  l'équation  dilférentielle  dans  ce  domaine;  C  esl  la 
constante  d'intégration  qui  reste  arbitraire,  au  moins  entre  cer- 
taines limites.  Nous  avons  vu  que  Ton  pouvait  aussi  mettre  l'équa- 
tion (3o)  sous  la  forme  équivalente  j'=  'f  (rr,  x\,y',),  la  constante 
d'intégration  étant j^,. 

Toutes  ces  propriétés  peuvent  être  étendues  à  uu  système 
d'équations  différentielles 

rf'  ,        ^  ,  dy,  _  dyn^  . 


(B) 


dx 


Supposons  les  seconds  membres  holomorphes  dans  le  voisinage 
du  système  r  =  a,  y,  =  ?,,•■•,  J«  =  ?«•  ^^  l'^"!  encore  regarder 
les  équations  précédentes  comme  un  système  d'équations  au.v 
dérivées  partielles  entre  /(  fonctions  y^,  J'2,  •••)  Jn  et  « -+- 2 
variables  indépendantes  ^,  a;„,  (,»-,)o,  ••■,  (j'«)o,  cl  chercher  les 
intégrales  de  ce  système  qui  sont  régulières  dans  le  voisinage  des 
valeurs  a:=a,^„=a,  (j,)o  =  ?i>---'(j'')o  =  ^  et  se  rédui- 
sent respectivement  à  (:Ki)o,  (:>'2)oi  •••)  (.''n)o  poura;  =  Xo. 

Soient 

(  j/,  =  ç,[.r,  3-0,  (/,)o,  ..-,  (r")o]>         J2=?-:!' 

^^^^        i  y,=  o„[.T,.T,Ay^^^,■■■■^yn)A 

les  n   fonctions  ainsi   définies  que  nous  supposons  holomorphes 
dans  le  domaine  D  défini  par  les  conditions  |x  —  a|<7-,  |Xo  —  a|^/-, 
|}-,  —  1  V,  )o|=p-  l^es  formules  {ii)  on  lire  inversement 
(35)     (/,)o=-f.(^o,  :r,j'„...,J'„),      ...,     ( j'„)o  =?-,(. ro,^,.r,,... :J„)- 
et  chacune  des  fonctions  »,  satisfait,  quel  que  soit  x^,  à  la  relation 

On  le  démontre  comme  tout  à  l'heure  en  observant  que  les 
intégrales  holomorphes  qui  prennent  les  valeurs  (  j-()o,  ••••  L'«)i) 
pour  x  =  x^  vérifient  les  relations  (35)  et  par  suite  les  relal  ions  (36) 
que  l'on  en  déduit  en  dilTérentlanl  par  rapport  à  la  variable  indé- 
pendante X  et  remplarant  la  dérivée  -^  pjr  /',.  Ces  relations  (36) 
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doivent  se  réduire  à  des  identités;  en  efïet,  j?o  élant  supposé  fixe, 
on  montre  comme  plus  liaut  qu'on  peut  disposer  de  (j'()o)  ••■>  (^'n)o 
de  façon  que  la  courbe  intégrale  (')  passe  par  un  point  quelconque 
du  domaine  D.  Le  premier  membre  de  ia  formule  (36)  doit  donc 
être  nul  pour  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  ce  do- 
maine. 

Si  dans  les  équations  proposées  (3!)  on  prend  pour  nouvelles 
fonctions  inconnues  les  n  fonctions  Y,  z= -i,(xo,  :y.^»'( ,  ...,y„), 
x„  étant  couslant,  ces  éc[ualions  deviennent,  d'après  les  condi- 
tions (36), 

ofYi   _  d\^  _  d\n  _ 

dx  '  d.v  '  '    "  '  dx 


(37) 


Il  s'ensuit  (jue  toutes  les  intégrales  du  système  (33)  satisfont  à  des 
relations  de  la  forme  (35),  où  (j'i  )o,  i--i  (j'n)o  sont  des  constantes, 
tout  au  moins  celles  de  ces  intégrales  qui  ont  un  point  à  l'intérieur 
du  domaine  D,  où  les  fonctions  9  sont  régulières.  Nous  dirons 
encore  que  les  formules  (35)  représentent  l'intégrale  générale  du 
système  (33)  dans  ce  domaine. 

On  peut  aussi  déduire  de  ces  équations  (pi'il  n'y  a  pas  d'autre 
système  d'intégrales  que  les  intégrales  holomorplies,  tendant  vers 
(j'Oo)  •••)  {Vn)o  lorsque  x  tend  vers  Xg.  On  a  en  effet 

9i  =  n-^  (^  —  ^0)  y ii-^o,  3:,  y ,y„). 


et    le  jacobien  p,  ^'  '  '  ''    "  '  '"'  se  réduit  à  lunilé   pour   x^=Xg. 


U(  -yi  ,    9.,,   .  ..    ,■  tS„) 

D(.ri,j2..  .,.;•«) 

D'après  la  théorie  générale  des  fonctions  implicites,  les  équa- 
tions (35 j  n'admettent  qu'un  seul  système  de  racines  en  _y,. 
Va,  ....  r„,  tendant  vers  (j'i)o  •••<  (j'«)o  lorsque  x  tend  vers  j"o- 
et  ces  racines  sont  liolomoiplies. 

En  résumé,  par  tout  point  du  domaine  D  il  passe  une  courbe 
intégrale  et  une  seule,  représentée  par  n  équations  )•/  = 'I;/(a?),  où 
les  fonctions  A,  sont  holomorphes  tant  que  l'on  a  \x  —  a  |^/-. 


(  ')  Par  extension,  nous  dirons  que  tout  système  d'intégrales  des  équations  (33) 
définit  une  courbe  intégrale. 
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II.  —  METHODE  DES  APPROXI.M.VTIONS  SLCGESSI\ES. 
MKTHOtiE  DE  CAUCHY-LIPSCHITZ. 

380.  Approximations  successives.  —  La  niLlliode  des  appioximalions 
successives  a  été  emplovée  avec  succès  par  M.  E.  Picard  pour  les  équa- 
tions différentielles  el  pour  un  grand  nombre  d'équations  aux  dérivées 
partielles.  Nous  l'appliquerons  aux  équations  différentielles  avec  un  com- 
plément important  dû  à  M.  Ernst  Lindclof. 

Soit  r  (  ^)  une  intégrale  de  l'équation  dillérentielle  -^  =^(^1  ,V)  pre- 
nant la  valeur  j'o  pour  :?■=  .?■,).  Cette  fonction  l'i  .r  )  satisfait  à  la  relation 

(38)  y{x-)=y,^  f    f{t.y(t)]dl. 

et  réciproquement.  L'équation  (38)  est  une  équation  intégrale,  qui  peut 
évidemment  remplacer  à  elle  seule  les  deux  conditions  ^y'^.r)  =/[a-,j/'(x)], 
y  (ara)  =  yo,  cl  tj"'  se  prête  facilemejît  à  l'emploi  des  approximations  suc- 
cessives. Nous  développerons  la  méthode  sur  un  svstènie  de  deux  équa- 
tions du  premier  ordre 

^^9^  È^-^^^'-''-"''  È  =  '?^^'->''^'' 

en  supposant  d'abord  les  variables  réelles;  nous  admettrons  que  les  deux 
fonctions  f  et  œ  sont  continues  lorsque  a:  varie  de  Xo  à  x^  -h  a,  el  que  y  et  z 
varient  respectivement  entre  les  limites  (y^ — b,yQ-hb)et  (zd  —  c,  So-f-c), 
que  la  valeur  absolue  de  chacune  de  ces  fonctions/et  o  reste  inférieure  à 
un  nombre  positif  M  lorsque  les  variables  x,  y,  z  restent  comprises  dans 
les  limites  précédentes,  enfin  qu'il  existe  deux  nombres  positifs  A  et  B  tels 
que  l'on  ail 

quels  que  soient  les  poiids  {x,  y,  z)  et  (  ,r,  y',  z')  dans  le  domaine  pré- 
cédent. 

Supposons,  pour  la  commodité  du  raisonnement,  a  >  o,  et  soit  h  le  plus 

ù      c 
petit  des  trois  nombres  positifs  «i  irî>  tt-    Nous  allons  prouver  que    les 

équations  (ig)  admettent  un  système  d'intégrales,  continues  dans 
rintervalle  (a^o,  x^-r-  h),  prenant  les  valeurs  y^  et  Zq  pour  x  =  Xq.  Pour 
cela,  nous  écrirons  les  équations  (Sg)  sous  forme  d'équations  intégrales 


(411  j(.r)=/o-t-  /"  f[l,y(t),zit)]dt,      z[x)  =  Zo-i-J'    o[t,  yit),  z{t)]dt, 
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it  nous  lésoudi'ons  ces  équalions  par  appioxiaiations  successives,  de.  la 
même  façon  qu'un  système  d'cqualions  simultanées  (I,  n"  3S,  p.  83),  en 
prenant  pour  premières  valeurs  approchées  les  valeurs  initiales  elles-mêmes 
y(,el:f,-  Nous  sommes  ainsi  conduits  à  poser 

ïy-2{-v)  =  yo+  f  f[t,rdi),  z.,(n]di, 

\    z,(3:)=  zo-h  f    'f\t,j',if).z,in\dl. 
il.  d'une  façon  générale, 

Lk«(^')=j>'o-+-  f  f[i,r„-i(t),z„^,<j)]dt, 

I   ;„i.r)=  jo-+-  I     o[t,y„^t(t),  z„-,(t)]d/. 

Démontrons  d'abord  que  ce  procédé  d'approximation  peut  être  continué 
indéfiniment  si  a:  est  compris  dans  l'intervalle  (a-o,  .Tq  +  A).  En  premier 
lieu,  nous  avons,  si  x  est  compris  dans  cet  intervalle, 

et  de  même  |  ;;i  —  Jo  I  <  c.  Si  l'on  remplace,  dansy'  et  ç,  y  et  z  par  /,  et  z,^ 
les  fonctions  de  .r  ainsi  obtenoes  sont  donc  continues  entre  .r^  et  a"„ -1-  /(. 
et  leur  valeur  absolue  reste  inférieure  à  M.  Pour  la  même  raison  que  tout 
à  l'heure,  j'>  et  ^2  sont  des  fonctions  continues  de  .?■  dans  l'intervalle 
(xo,Xo-i-  h  ),  et  l'on  a,  dans  cet  intervalle,  |  )-■>  — ^0  I  ^  ^,  |  ~i —  ^o  1  '  <"•  Le 
raisonnement  peut  être  poursuivi  indéfiniment;  toutes  les  fonctions  y„  et  z,, 
sont  continues  entre  x^  et  xt,-^  h,  et  l'on  a  toujours  \yn — J'o\<ib, 
I  Sn  —  ^ol  <  c  dans  cet  intervalle. 

Pour  prouver  que^„  et  z„  tendent  vers  des  limites  lorsque  n  augmente 
indéfiniment,  remarquons  qu'on  déduit  d'abord  de  la  première  des  rela- 
tions (.i>) 

(  i't)      Ij-iC-?-)  -.>'<.  I  <  M(.r  -  .ro),         I  -.(..Î-)  -  -^0  1  <  M(^-  .'■„), 

X  étant  une  valeur  quelconque  de  l'intervalle  (xo,Xo-^/i).  Il  vient 
ensuite 


i-Ji(-<-J=   f    \/[ 


y-Ax)^y,t.r)=  /      i/[^.»uO•  ~-i(n]-J\t,r<„  ^«)\di, 
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et,  en  tenant  compte  de  la  première  des  inégalités  (4o), 
et,  par  conséquent,  d'après  les  inëgaRtés  (44)) 


On  a  une  formule  analogue  pour  l3.2(.r) —  Zi(x)\,  et,  en  continuant  delà 
sorte,  on  voit  que  l'on  a  d'une  façon  générale 

(45)  /'l"v, 

Les  deux  séries 

vo  +  (  j'i  —xo  )  +  (fi  —  yi  )  —  ■■■+(  r.;—yn~\)  +  • . . , 


(46)        ,   ^^^, .__  .  -,_^.^.,_  .^)_..      _^(  - 

dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x  dans  l'intervalle 
(Xo,  x^-i-h),  sont  donc  uniformément  convergentes  dans  cet  intervalle. 
Les  sommes  de  ces  deux  séries  ^(x)  et  Z(ar)  sont  par  suite  des  fonctions 
continues  de  x  entre  X(,  et  a-,,  +  h.  Lorsque  le  nombre  11  augmente  indéfi- 
niment, les  relations  (43)  deviennent  à  la  limite 

y{x)=yo^  f  f[t,\{t),Z(t)]dt,      Z(T)  =  z,+  f    (p[/,  Y(0,Z(/)]rf/; 

en  effet,  nous  venons  de  voir  que  les  diflérences  \{x) — ^'«-i  (-^j, 
Z(,r)  —  Zn—\(x)  tendent  uniformément  vers  zéro  dans  l'intervalle  (.r,,,  Xf,  +  li), 
et  par  conséquent,  en  vertu  des  relations  (4o),  les  intégrales 


s: 


\f[t,  \(t),Z{t)]-f\/,yn  Al),  ^n^dt)][dt, 
!<?[/,  Y(0,Z(n|-9[/,r„_,(0,  z„.,{t)]\dt 


tendent  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment.  Les  fonctions  Y(ar)etZ(a?) 
satisfont  donc  à  toutes  les  conditions  de  l'énoncé. 

La  méthode  précédente  s'applique  évidemment,  quel  que  soit  le  nombre 
des  équations  du  système.  Les  inégalités  (4o),  qui  jouent  un  rôle  essentiel 
dans  la  démonstration,  sont  certainemejit  vérifiées,  pour  des  valeurs  con- 
venables de  A  et  de  B,  toutes  les  fois  que  les  fonctions  _/"  et  cp  admettent 
des  dérivées  partielles  par  rapport  aux  variables  y  et  3,  continues  lorsque 
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les  variables  resleiil  comprises  entre  les  limites  indiquées;  c'est  une  con- 
séquence facile  de  la  formule  des  accroisseraenls  finis  (I,  n°  17,  p.  38-3g  i. 
Remarquons  aussi  que,  si  les  fonctions  /  et  o  restent  continues  lorsque  x 
varie  entre  t„  —  a  el  .r^-i-  a,  et  les  variables  y  et  z  entre  les  mêmes  limites 
que  plus  haut,  le  même  raisonnemcut  prouve  l'existence  d'un  système 
d'intégrales  Y(a:)  et  7.{x\,  prenant  les  valeurs  y^  el  z^  pour  x  =  xo,  et 
continues  dans  l'intervalle  (a-Q—  /',  3:0-!-  h),  h  ayant  la  même  signification 
q  ue  tout  à  l'heure. 

//  n'existe  pas  d'autre  système  d'intégrales  que  \'ix)  et  Z(x)  pre- 
nant les  valeurs  yo  et  Za  pour  x  =  Xi,.  Le  raisonnement  étant  toujours  le 
même,  prenons  pour  simplifier  une  seule  équation  -j-  =^/{x,  y),  et  posons 
comme  tout  à  l'heure 


=  J'o  ■ 


-f   f{'.yo)dt,  ...,  y„=y,^J    f[t,y„-,(t)]dt. 


Soit  Y, (a-)  une  intégrale  de  l'équation  prenant  la  valeur  yo  pour 
X  ^=  Xo,  et  continue  dans  un  intervalle  (x,,,  x,i-i- a' ),  a'  étant  inférieur 
au  plus  petit  des  nombres  a  et  -rri  et  tel  que,  dans  cet  intervalle,  on  ait 
Y,(a7) — y„\  <6.  Puisque  Y,  satisfait  à  l'équation  proposée,  on  peut  écrire 

Y,(x)-j-o=  /     /[/,Y,(M],^. 

it,  par  suite. 

\,(x)-y„(x!=  f     \f[l,\\it>]-f[t,y„,(t)]:dt. 
-''0 

Faisons  successivement  dans  cette  relation  n  =  i,  2,   >.  . .  .  ;  on  a  d'abord 

\\,(x)—yt(x)\<Xb{x  —  Xo), 
puis 

I  Y, M-  '  -yi<x)  I  <  A  f'  A  bit  -  xo)dt  =  A^^-'^y;^"-', 
et  d'une  façon  générale 

|Yi(j-i-^„(xi|<A"6''^~-'"°'"- 

Le  second  menibie  de  cette  inégalité  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente 
indéfiniment;  l'intégrale  Y,  est  donc  identique  à  la  limite  de  y„,  c'est- 
à-dire  à  Y  (  •). 

(')  Pour  ce  qui  coacerne  l'intégration  approcUée  des  équations  différeutielles, 
je  renverrai  le  lecteur  aux  travaux  de  M.  E.  Cotton  {Acta  niatheinatica. 
t.  XXXI;  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXXVI,  XXXVIl 
et  XXXVIII;  Annales  de  l'Université  de  Grenoble,  t.  XXI). 
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;ii10.  Cas  des  équations  linéaires.  —  Le  raisonnement  général  prouve 
que  les  Milégiales  sont  sûrement  continues  dans  l'intervalle  (.r,, ,  3*0 -t- /i  ) 
défini  plus  liaut.  Mais  on  peut  dans  bien  des  cas  affirmei'  l'existence 
d'un   intervalle    plus   étendu    où    ces    intégrales    sont    continues.    Si    l'on 

reprend   en   effet   la    démonstration,   on   voit  que  les   conditions  ^  <  tt  > 

,         c       ,.  .  ,        .         .  .  , 

«  <  -jrT  n  interviennent  que  pour  assurer  que  les  jonctions  intermé- 
diaires j-j,  «1,  r-),  -2,  ...  ne  sorteiU  pas  des  intervalles  (_/o — b,  fo-^  f>)^ 
(  3o  —  c,  z^-i- c),  de  façon  que  les  fonctions  f(-v,  yi,  Zj),  o(.f,  y,-,  3,) 
soient  des  fonctions  continues  de  .7;  entre  ocq  et  .r|)+  h.  Lorsque  les  fonc- 
tions y"(rr,_r,  .3),  o(x;j,  3)  restent  continues  quand  .c  varie  de  .r^  à  Xj-l-  a, 
et  que  y  el  z  varient  de  —  »  à  -i-  00,  il  est  inutile  de  tenir  compte  de  ces 
conditions.  Toutes  les  fonctions _>',■,  z/sont  continues  dans  l'intervalle  (o,  n). 
Pour  pouvoir  démontrer  la  convergence  des  deux  séries  (46),  il  sufût 
encore  qu'il  existe  deux  nombres  positifs  A  et  B,  tels  que  les  inéga- 
lités (.'(o)  soient  vérifiées  quelles  que  soient  les  valeurs  de  y,  y\  z,  3', 
lorsque  T  reste  compris  dans  l'intervalle  (.<o,  Xo-t- a).  On  reconnaît,  en 
effet,  en  reprenant  les  calculs  faits  plus  haut,  que  les  inégalités  (45)  sub- 
sistent, pourvu  qu'on  désigne  par  M  une  limite  supérieure  de  |/(a7,  joi  ^0  )  | 
et  de  I  o(.r,  _yo,  So)  |  dans  l'intervalle  (x^,  Xo-i-  a). 

Ces  conditions  sont  satisfaites,  d'après  la  formule  des  accroissements 
finis,  lorsque  les  fonctions  /(ar,  v,  .»  ),  a(.r,  y.  z)  admettent  des  dérivées 
partielles  par  rapport  aux  variables  )-  et  z,  qui  restent  finies,  quels  que 
soient  y  et  z,  lorsque  .r  varie  de  a-(,  à  .r„-(-fl.  Tel  est,  par  exemple,  le  cas 
de  l'équation 

dy 

dx 


=  .r+  sinji-; 


le  second  membre  est   une  fonction  continue,  quels  que  soient  .;  et   i',  et 

la  dérivée  partielle  -=—  est  au  plus  égale  à  un  en  valeur  absolue.  Toutes 
ày 

les  intégrales  de  cette  équation  sont  donc  des  fonctions  continues  lorsque  x 
varie  de  —  »  à  -f-  ce  (  '  1. 


(')  On  peut  déduire  un  théorème  analogue  du  calcul  des  limites.  Soit  /'(x,  j') 
une  fonction  analytique  réelle  pour  tout  système  de  valeurs  réelles  de  x  et  de^', 
et  holomorphe  dans  le  voisinage.  Supposons  en  outre  i|ue  \f(x,y)\  reste  infé- 
rieur à  nn  nombre  fixe  M  lorsqu'on  a  respectivement  \S\.{  -r|=a,ett'tl(VH^6 
(voir  p.  J75);  x„,  y„  étant  un  système  de  valeurs  réelles  quelconques  pour  a; 
et  y,  la  fonction  f{x,  y)  est  holomorphe  dans  le  domaine  défini  par  les  inégalités 
I  X  —  x,  1^(7,  \y  — yc\  =  f't^^  5°°  module  est  inférieur  à  M.  .-Vlors,  d'après  le  calcul 
'des  limites,  l'intégrale  de  l'équation  y'  =  f(x,  y),  qui  est  égale  à  ^\,  pour  x  =  x,,, 
est  sûrement  holomorphe  dans  un  cercle  C  dont  le  rayon  ;■  est  indépendant  de  Xj, 
yç,.  On  peut  poursuivre  le  prolongement  analytique  de  celle  intégrale  le  long  de 
l'axe  réel,  au  moyen  de  cercles  de  rayon  r,  et  l'on  voit  qu'elle  est  holomorphe  à 
l'intérieur  de  la  bande  limitée  par  deux  parallèles  à  l'axe  réel,  à  une  dislance  r 
de  cet  axe. 
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Les  coiiclusiims    précédentes  sappliquenL  en   particulier   aux   système» 
«l'équalions  liiiéaiies 

.      dv, 


où  les  coefficients  a,/,,  6,  sont  des  fonclions  de  .r.  Si  toutes  ces  fonctions 
sont  continues  dans  un  inteivalle  (xj,  .l:^),  toutes  les  intégrales  de  ce  sys- 
tème sont  également  continues  dans  cet  inteivalle.  Lorsque  les  coefficients 
sont  des  polynômes,  toutes  les  intégrales  sont  donc  continues  lorsque  ■>: 
varie  de  —  oo  à  -4-  oc. 

En  se  limitant  aux  variables  réelles,  on  voit  que  les  inlëgrales  des  équa- 
tions linéaires  ne  peuvent  avoir  d'autres  points  singuliers  que  ceux 
des  coefficients.  Cette  propriété  si  importante  ne  s'étend  pas  à  d'autres 
équations  en  apparence  aussi  simples,  par  exemple  à  l'équation  j' =>"*. 

Remarque.  —  On  a  souvent  à  étudier  des  systèmes  d'équations  linéaires 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  analytiques  de  certains  paramètres. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  coefficients  </,^  et  6,  des  équa- 
tions (47)  soient  des  fonctions  continues  de  x  dans  un  intervalle  (a,  ù), 
et  dépendent  en  outre  analytiquement  d'un  paramètre  ).,  dont  ils  sont  des 
fonctions  holomorphes  dans  un  domaine  D. 

Les  intégrales  de  ce  système  qui  prennent  des  valeurs  initiales  données 
pour  une  valeur  .r^  de  .r  comprise  entre  a  et  b  sont  représentées  dans 
tout  l'intervalle  (a,  b)  par  des  séries  uniformément  convergentes,  et, 
d'après  la  façon  même  dont  on  les  obtient,  il  est  clair  que  tous  les  termes 
de  ces  séries  sont  des  fonctions  holomorphes  du  paramètre  X  dans  D.  Ces- 
intégrales  sont  donc  elles-mêmes  des  /onctions  holoinorplies  de  A  dans 
le  domaine  D  (n°  297). 

Dans  les  cas  les  plus  fréquents,  les  coefficients  a,/.-  et  6,-  sont  des  fonc- 
tions entières  du  paramètre  )>;  les  intégrales  sont  donc  elles-mêmes  des 
fonctions  entières  de  X.  On  peut  obtenir  directement  les  développements 
des  intégrales,  prenant  des  valeurs  initiales  données,  suivant  les  puis- 
sances de  X,  en  substituant  dans  les  deux  membres  des  équations  (4")  des 
développements  de  la  forinc 

Vi  =  'liO-i-  "a^  -(-.  .  .4-  Ui,,'k!'-^  ...  (/  =  I  ,',,...,  ni, 

les  îf,7,- étant  des  fonctions  de  .r,  et  en  identifiant.  Les  fonctions  «,„  doivent 
prendre  les  valeurs  initiales  données  pour  ,r  =  .co,  tandis  que  les  fonc- 
tions Un-,  où  /l  ^  I,  doivent  être  nulles  pour  .x  =  .;,,. 

En  opérant  ainsi,  on  trouve,  pour  déterminer  ces  coefficients  de  proche 
en  proche,  des  systèmes  d'équations  linéaires.  On  reviendra  plus  loin  sur 
ce  sujet.  (  ^^oir  les  n°'  462-463  du  tome  III,  2'  édition,  p.   ig-2j.) 

301.  Extension  aux  fonctions  analytiques.  —  La  méthode  peut  être 
éicndue  aux  variables  complexes.   Il   suffit  d'observer  pour  cela  qu'on  a. 
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pour  une  fonction  analytique  d'une  ou  plusieurs  variables,  des  inégalités 
analogues  aux  inégalités  (4o).  Soit  d'abord  y(.x')  une  fonction  holomorphe 
d'une  variable  complexe  x  dans  une  aire  Q  limitée  par  une  courbe  convexe  C 
et  sur  cette  courbe  elle-même,  et  soit  A  la  valeur  maximum  de  |y'(x)| 
dans  cette  région.  La  différence _/"( ./a)  — /(■'^i),  où  .r-i  et  .rj  sont  deux  points 
quelconques  de  cette  région,  est  égale  à  l'intégrale  définie  j  /'{.t)  d,r, 
prise  le  long  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points.  On  a  donc 

Soit  de  même  f(.v,  r)  une  fonction  holomorphe  des  deux  variables  .r 
et  y,  lorsque  ces  variables  restent  respectivement  dans  deux  régions  Q 
et  Q',  limitées  par  deux  courbes  fermées  convexes  G  et  C,  et  soient  A  et  B 
les  valeurs  maxima  de  \/^\  et  de  |/y|  dans  ce  domaine.  On  peut  écrire, 
.Tj  et  .Tj  étant  deux  valeurs  quelconques  de  r  dans  Q,  et  ri,  f2  deux  va- 
leurs quelconques  de  j"  dans  12', 

/(ar-2,  J'-.)— /(a-,,  j.'i)=  [/(^Ti,  Xi)  ~/{x,,  y^)]  -h  [f(x,,y,}  —f{xi,y,  i], 

et,  par  suite,  d'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  on  a 

l/(-?2,  y^)  -/(^-i.  y,)\<>^\x.2-x,\^  B\y,-y,  \. 

La  démonstration  est  la  même,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables 
indépendantes. 

Cela  posé,  bornons-nous,  pour  simplifier  l'écriture,  au  cas  d'une  équa- 
tion unique 

dont  nous  supposons  le  second  membre  holomorphe  dans  le  domaine  défini 
par  les  inégalités  \,r — .ro|  =  <ï,  \y — ^^0  1  =  ^-  Soient  M  la  valeur  maxi- 
mum de  \/{x,y)l  dans  ce  domaine,  et  h  le  plus  petit  des  deux  nombres  « 
et  irr  •  Dans  le  plan  de  la  variable  .r,  décrivons,  du  point  Xf,  comme  centre, 
un  cercle  C/,  de  rayon  h  et  posons,  comme  on  l'a  déjà  fait, 

yi=yo+J  f{t,y«)cli,        yi  =  yo-^  f  .f[t,y,{i)]di, 
yn^y.+  f  f[t,yn-i(t)\dt; 

la  limite  supérieure  -i'  étant  un  point  intérieur  à  C/i,  on  démontre  d'abord 
de  proche  en  proche  qu'on  a 

\yx-yA<b,       \y2-yo\<b,       ...,      \yu~yA<b, 
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Toutes  ces  fonctions  _)'|.  rs,  ■■■,  J'u,  •••  sont  donc  des  fonctions  holo- 
murphes  de  .r  dans  le  cercle  C/,,  et  le  |irocédé  peut  étie  continué  indéfi- 
niment. Nous  pouvons  encore  écrire 

(49)     yn{x)-yn-i(.^)=  f    \f[t,y„-,(t)\-f[t,y„-.,t^][dl. 

l'intégrale  étant  prise  suivant  la  ligne  droite  qui  joint  les  deux  points  .r^,  .r. 
Soit  A  la  valeur  maximum  de  -^  lorsque  l'on  a  |  .r  —  J'o  |  =  /',  \y  —  )oI  =  b\ 
d'après  la  remarque  qui  \ieut  d'élre  faite,  nous  avons  toujours 

\.f[t..  yn-^{l  )]  -  f\t..  y,.^,{t)]\  <  k\  y„-^{i)  -yn-,(t)\. 

Pour   démontrer   qu'on   a    une   inégalité   analogue  aux   inégalités  (45), 
supposons  qu'on  ait 

I  ^„-,  (j)  -y..-,{t)  I  <  MA-^  ,.',' ~.'r;'l"', ,  ' 

ce  qui  a  lieu  évidemment  pour  n  =  2.  Soil  .r  =  j'o-H  re'''  ;  le  changement 
de  variable  Z--  .i,v=pe8'  ramène  l'intégrale  (49)  à  une  intéj^rale  prise  le 
loiig  de  l'axe  réel  de  o  à  r,  et  l'on  a  l'n"  302) 


\yn{X)-yn-l{T)\<    f     MA"-'- 


2  ...  I  n  —  1) 


[  y,Aoo)-yn^^{cc)  I  <  .MA"-'  '''',,     ''"'''" 


La  suite  de  la  dénionstiation  s'achève  comme  plus  haut.  La  série  dont 
le  terme  général  est  )„ — yn-\  est  uniformément  convergente  dans  le 
cercle  C/,,  et,  comme  tous  ses  termes  sont  des  fonctions  holomorphes, 
la  somme  de  cette  série  est  une  fonction  holomorphe  dans  le  même 
cercle  (n"  297),  qui  satisfait  à  l'équation  (48)  et  qui  prend  la  valeur  jo 
pour  j- ^  .II).  Le  développement  en  série  entière  de  celte  intégrale  est 
forcément  identique  à  celui  que  fournil  le  calcul  des  limites,  mais  la 
limite  obtenue  pour  le  rayon  de  convergence  est  en  général  supérieure  à 
celle  que  donne  la  première  méthode. 

La  remarque  relative  aux  équations  linéaires  s'clend  aussi  aux  fonctions 
analytiques.  Supposons  que  les  coefficients  0,7.  et  6,  des  équations  (471 
soient  des  fonctions  analytiques  de  la  variable  complexe  .t.  Marquons  dans 
le  plan  les  points  singuliers  de  ces  fonctions  et  supposons  que  de  chacun 
de  ces  points  singuliers  on  traoe  une  demi-droite  indéfinie  suivant  le  pro- 
longement du  segment  joignant  .r^  au  point  singulier.  On  appelle  étoile 
correspondant  au  système  de  points  singuliers  l'ensemble  des  points  du 
plan  qui  ne  sont  situés  sur  aucune  des  lignes  précédentes.  La  droite  qui 
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joint  ]e  point  .r„  à  un  point  -i  de  l'i'toile  ne  passe  par  aucun  des  points 
singuliers,  et  la  méthode  du  n"  390  prouve  que  toutes  les  intégrales  du 
système  (47)  sont  des  fonctions  holomorplies  le  long  de  cette  droite.  Le 
point  ./■  étant  un  point  quelconque  de  l'étoile,  il  s'ensuit  que  toutes  les 
intégrales  du  système  linéaire  (4/)  sont  des  fonctions  holomorphes  dans 
toute  l'étoile,  résultat  qui  sera  établi  plus  tard  d'une  autre  façon  (n°  399). 
La  méthode  des  approximations  successives  permet  en  outre  d'obtenir 
pour  les  intégrales  des  développements  en  séries  convergentes  dans  toute 
l'étoile.  Soit  A  une  région  du  plan  limitée  par  un  contour  fermé  C  appar- 
tenant tout  entier  à  l'étoile;  les  séries  fournies  par  la  méthode  des  approxi- 
mations successives  sont  uniformément  convers'enles  dans  A.  Nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  de  développer  la  démonstration,  qui  se  fait 
toujours  de  la  même  façon. 

392.  Méthode  de  Cauchy-Lipschitz.  —  La  première  démonstration 
donnée  par  Caucliy  de  l'existence  des  intégrales  d'un  système  d'équations 
différentielles  nous  a  été  conservée,  grâce  aux  leçons  recueillies  par 
l'abbé  Moigno  et  publiées  en  i844-  Elle  a  été  notablement  simplifiée  par 
!VI.  Lipscliitz,  qui  a  bien  mis  en  évidence  les  hypothèses  nécessaires  pour 
la  validité  de  la  démonstialion. 

Pour  bien  saisir  la  suite  des  idées,  reprenons  l'équation  simple 

È-/(-' 

On  a  établi  (I,  n°  78)  que  l'intégrale  de  cette  équation  qui  prend  la  va- 
leur Ko  pour  .r  =  .1,,  est  la  limite  de  la  somme 

('w)     j-„+/(.r(,)(.r,  — .J7f,)-f-/(a7,)(.r,— a?,) +•••+/( •'•/'-i)  (^  —  ^n-i), 

.ii,  .)■.,,  ....  .)•„_!  étant  n  —  i  points  de  l'intervalle  (.iq,  .)■),  lorsque  le 
nombre  /(  augmente  indéfiniment  de  façon  que  tous  les  intervalles  (.r, — .ïv_i  ) 
tendent  vers  zéro.  C'est  ce  procédé,  convenablement  généralisé,  qui  con- 
duit 5  la  première  méthode  de  Gaïuhy.  Pour  simplifier  l'exposition,  nous 
prendrons  le  cas  d'une  seule  équation 

(■'">  i'=f^'''^^' 

la  fonction  y(.r,^)  des  variables  réelles  J7,j-  est  supposée  continue  lorsque  .' 
varie  de  Xo  à  .l'u-hd-,  et  que  jf  varie  de  j  j  —  b  k  .)o-+-  ^,  et  il  existe  un 
nombre  positif  K  tel  qu'on  ait,  )■  et  )  '  étant  deux  nombres  quelconque» 
nimpris  entre  r,, —  ù  et  ),i-r-6,  et  .;■  étant  compris  entre  .;■„  et  .r„-h  a, 

I  '-^  )  I  f(  ^-  y.  )  -  /(  •'-,  j  )  I  :  '<  I  >'  -  y  I- 

Celle  condition,  dont  l'importance  a  été  mise  eu  lumière  par  M.  Lip- 
schitz,  sera  appelée,  pour  abréger,  condition  de  Lipschitz;  elle  a  déjà  été 
utilisée  dans  la  méthode  des  approximations  successives  (1,  n"3S;  II,  n°3i<9). 
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Soient  M  la  borne  supérieure  de  |/(  5^,^)1  dans  le  domaine  précédent 

et  /(  le  plu<  petit  des  deux  nombres  «  et  —  ("o"'>  supposons  «>  o,  &>oi. 

Pour  démontrer  que  l'équation  (5i)  admet  une  intégrale  prenant  la  va- 
leur jo  pour  X  =  .Vq  et  continue  dans  l'intervalle  (.lo,  ''o-*-  h),  nous  imite- 
rons autant  que  possible  la  marche  suivie  pour  établir  l'existence  d'une 
fonction  primitive  de  /{■>').  Soit  x  une  valeur  de  la  variable  appartenant 
à  cet  intervalle;  prenons  entre  Xo  et  .r  un  certain  nombre  de  valeurs  inter- 
médiaires Xi,  Xj,  ..,,  x,_i,  x,,  ...,  x„_|  allant  en  croissant  de  x,,  à  r. 
Nous  poserons  successivement 

et  d'une  façon  générale 

(54)  J/  =  ri-i-^/(^i-i,y/-i)(3V— x,_|)         (i  =  i,-2,  ...,«  — M. 
La  somme 

(55)  rn-ro-^/i-î^o:  jro)(vr,  — aro)-^/(X|,  jCiJC.ïi  — a-,)— ... 

-l-/(-''/i-i!  r-n-i  )(:r  —  x„_,  ) 

offre  une  analogie  évidente  avec  la  somme  (5o_i  à  laquelle  elle  se  réduit 
lorsque  la  fonction  /(.v,  y)  ne  dépend  pas  de  y.  On  est  donc  conduit  à 
rechercher  si  cette  somme  tend  vers  une  limite  lorsque  le  nombre  /( 
augmente  indéliniment.  Nous  généraliserons  la  question  en  définissant 
d'abord  deux  sommes  analogues  au\  quantités  S  et  *•  (I,  a"  72). 

Considérons  le  triangle  \BC  formé  par  les  droites  ayant  pour  équation* 

X  =  x„-T-/i.         V=J•„^.M(X  — xoi,         Y  =_r„— .M(\  — .r„). 

D'après  la  façon  dont  on  a  défini  h,  la  fonction  /(x,  ))  est  continue  lorsque 
le  point  ( .r,  r)  reste  à  l'intérieur  ou  sur  les  cotés  de  ce  triangle,  et  sa  valeur 
absolue  est  au  plus  égale  à  .M. 

Les  parallèles  à  l'axe  des  r,  X  =  ./'i,  X  =  x,,  ...,  X  =  x-  décomposent 
ce  triangle  ABC  en  un  certain  nombre  de  trapèzes  isoscéles  dont  le  premier 
se  réduit  à  un  triangle.  Soient  Mi  et  nii  les  valeurs  maximum  et  minimum 
de  /(x,  r)  dans  ce  triangle  A  6i  Ci  ;  on  a  — M  iî  mi  <  Mj  5  M.  Par  le  point  A 
menons  les  droites  de  coefficients  angulaires  Mj  et  m,  qui  rencontrent  la 
droite  X  =  Il  en  deux  points  Pj  et  pi  dont  les  ordonnées  sont  respective- 
ment V, =_)(,— Mi(x,  —  .ro)  et  }-,  =j„-t-rtii(.ti  — .ro)  [la  lettre  j;  ne 
désignant  plus  la  même  quantité  que  dans  les  formules  (53)  à  (55)].  Ces 
points  P,  et  p,  sont  évidemment  à  l'intérieur  du  triangle  ABC  ou  sur  les 
côtés,  et  l'on  a  Yi>ji.  Par  le  point  Fi  menons  la  droite  de  coefficient 
angulaire  M  jusqu'à  sa  rencontre  en  Qj  avec  la  droite  i^Cs,  et  par  /),  menons 
de  même  la  droite  de  coefficient  angulaire  — .M  jusqu'à  sa  rencontre  en  </., 
avec  la  même  droite  b,Cî.   Soient  M»  et  //tj  les  valeurs  maximum  et  mi- 
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ilimum  de/(.<-.  v)  dans  le  trapèze  PiQîyayO,:  la  droite  de  coefficient  angu- 
laire M2  menée  par  Pi  rencontre  la  droite  62^2  en  un  point  F2  dont  l'or- 
donnée est 

■^2=  Vi-t-  M2(.r2— J-1,1, 

et  la  droite  de  coefficient  angulaire  111.2  menée  par/)i  rencontre  b^c-,  en  un 
point  p2  d'ordonnée  y2=ji-hnit{.T^—.ri).  On  a  évidemment  V2>:>"2, 
et  Y, —  )'2  =  Yi^  >i,  l'égalité  ne  pouvant  avoir  lieu  que  si  la  fonction /(.v,  j) 
était  constante  dans  le  trapèze  PiQiq^Pi-  Le  procédé  peut  être  continué; 

Fie.  S3. 


ajant  obtenu  deux  points  P,_i  et  />,-i  sur  la  droite  c,_i6;_i,  menons 
par  P,-i  une  parallèle  à  AB  et  par  pi-i  une  parallèle  à  AC;  nous  formons 
ainsi  un  trapèze  isoscêle  P,-i  Q/ÇiPi-i.  Soient  M,-  la  valeur  maximum 
dey(.r,  ^)  dans  ce  trapèze  et  ni,  la  valeur  minimum;  la  droite  de  coeffi- 
cient angulaire  M,  menée  par  P,-i  rencontre  la  droite  c,6,-  en  un  point  P,, 
et  la  droite  de  coefficient  angulaire  »!,  menée  par  yt),_i  rencontre  c,6,  en 
un  point  p,.  Nous  formons  ainsi  deux  lignes  polygonales  parlant  du  point  A, 
APi  P2  .  .  .  P,-iP,  ...  P„  ou  ].,  et  A.pip.2  .  .  ■  Pi-tPi  ■■■  Pn  ou  /,  aboutissant 
à  deux  points  P„  et  />„  de  la  droile  X  =  .r.  D'après  la  construction  même 
de  ces  deux  lignes,  il  est  évident  qu'elles  sont  l'une  et  l'autre  dans  le 
triangle  ABC,  que  la  ligne  1..  est  tout  entière  au-dessus  de  I,  et  que  la  dis- 
tance de  ces  deux  lignes  comptée  sur  une  parallèle  à  l'axe  Oj    ne  peut 
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(liiiiiiiiiei'  lorsque  l'iibscissiî  croit  de  ./„  à  .r.  Les  ordoini-ées  Y„  ot,  )'„  des 
deux  points  extrêmes  sont  tout  6  l'ail  analogues  aux  sommes  S  cl  s 
I  I,  n°  72).  Nous  poserons  S  =  Y„,  s  =.)/,. 

A  chaque  mode  de  subdivision  de  l'intervalle  (.!„,  .t)  correspond  une 
somme  S  et  une  somme  s.  Si  l'on  subdivise  chacun  des  intervalles  par- 
tiels (a;,_i,  X,)  en  intervalles  partiels  plus  petits  d'une  façon  arbitiaire, 
la  construction  géométiique  préctédente  montre  immédiatement  que  bt 
ligne  L'  correspondant  à  celte  nouvelle  division  est  tout  entièie  au- 
dessous  de  L  et  la  ligne  l'  au-dessus  de  /.  On  a  donc  S'-;  S,  s'^s,  en  dési- 
gnant par  des  lettres  accentuées  les  sommes  relatives  à  la  seconde  division. 
On  en  conclut,  comme  au  n"  72,  que  si  S,  s.  Si,  Si  représentent  respecti- 
vement les  sommes  relatives  à  deux  modes  quelconques  de  division,  de 
l'intervalle  {Xn,  a:),  on  a  s  <  S,,  .s,<S.  En  désignant  par  I  la  borne  infé- 
rieure des  sommes  S  et  par  I'  la  borne  supérieure  des  sommes  i.  on  a 
donc  l'î  I. 

Pour  que  les  sommes  S  et  .s  aient  une  limite  commune  loisque  l'ainpli- 
tude  niaxima  des  intervalles  partiels  tend  vers  zéro,  il  faut  et  il  suffit  que 
S  — .s-  tende  vers  zéro.  Xous  pouvons  écrire,  en  effet, 

S  -  j(  =  S  —  I -^  I  —  r  —  r  -  .V  : 

la  différence  S  —  s  ne  peut  être  inférieure  à  un  nombre  £  que  si  cliacur) 
des  nombres  S  —  I,  I  —  1',  1' — i  (dont  aucun  ne  peut  être  négatif)  est 
lui-même  inférieur  à  t.  Le  nombre  positif:  étant  arbitraire,  ceci  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  l'on  a  1=1,  et  il  faut  en  outre  que  S  et  s  aient  pour 
limite  commune  I.  Pour  établir  que  S  —  sa  zéro  pour  limite,  il  ne  suffit 
pas  de  supposer  la  fonction /(.r,  ^j')  continue,  et  c'est  ici  qu'intervient  la 
con<lition  de  Lipschitz. 

Soient  Y,  et  yi  les  ordonnées  des  points  P,  et  p,,  et  o,  la  dill'érence 
Y, — y,:  La  fonction  y(a7,  ^)  étant  continue  dans  le  triangle  ABC,  à  tout 
nombre  positif  ).  nous  pouvons  faire  correspondre  un  autre  nombre  ])o- 
sitif  7  tel  qu'on  ait 

\f(-r.y)~f{^\y')\<K 

pourvu  que  la  distance  des  deux  points  (x,  y)  et  (r'^y')  du  triangle  ABC. 
soit  inférieure  èi  7;  nous  supposerons  toutes  les  différences  x,  —  t,_i  infé- 
rieures à  rs.  D'après  la  construction  qui  donne  le  i.iints  P,.  /),  au  moyen 
des  points  P,-i.  p,^],  nous  avons 

S,  =  0,-1  ^-  (  .M,-  —  «(,  )  (•'^:  —  ■^1-1  )  : 

d'autre  part,  on  peut  écrire 

M, -«,,  =  /{..•;,  ^;)-/(.r;,j-;) 

=f{-r:,  y,)-f{T:,  y',)  -^  [/(^:,  y,)-f{^':.y,)]- 

(■v'i,  y'j)    et   {je,,  y',)   étant    les    coordonnées  de   deux   points   du   liapézc 
G..  II.  35 
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P,_i  Q,(jf,yj,_,.  On  a  donc,  en  tenant  compte  tie  la  condition  (  j>). 

M,  — /H,<), -i-K|  r;— j;|; 

mai?  la  dift'eience  \  y] — v)  |  est  au  plu?  égale  à  o/_i -h  2iM(  .r,  —  .^,-1),  et 
nous  avons  encore 

M,  —  m,  <  ),  -H  2  MK(.r,  -  j-._,  )  -;-  K5,_,. 

Supposons  tous  les  intervalles  assez  petits  pour  que  tous  les  produits 
>.yMi(Xi  —  .^V— i)  soient  inféiieurs  à  a;  la  dilTérence  M,  —  ni,  sera  infé- 
rieure à  2/, -i- Ko,_i,  et.  par  suite,  nous  avons  l'inégalité 

(  j'j  I  w  <  2i-L  [  I  -H  K  (  r,  —  Xi-i ,)]  -^-  2  /.  (  Xi  —  xi-i  ) 

iju'on  peut  encore  écrire 

■il        /.  2X\  r 

On  a  donc  a/or/iori 


K 


<-  eM.r,-r, 


En  fai'^ant  (' =  r,  2,  ...,  n  successivement  dans  celle  dernière  formule, 
et  en  multipliant  membre  à  membre  les  inégalités  obtenues,  Il  vient 


^  —  i  =  8„  <  -—  r(.K'.j-...._  ,1. 
K 

I.e  nombre  positif  ),,  pouvant  être  pris  aussi  petit  qu'on  le  veut  pourvu 
que  tous  les  intervalles  partiels  soient  eux-mêmes  inférieurs  à  un  autre 
nombre  positif  convenablement  choisi,  on  voit  que  les  sommes  S  et  s  ont 
une  limite  commune.  Cette  limite  est  une  fonction  de  x,  F (x),  définie 
dans  rintcrvalle  Cj-o,  Xo-i- h).  Nous  allons  montrer  maintenant  que  cette 
fonction  F(x)est  une  intégrale  de  l'équation  proposée  {il  ),  se  réduisant 
à  ya  pour  x  =:  .iq.  Nous  continuerons  pour  cela  à  nous  servir  de  la  repré- 
sentation géométrique. 

Lorsque  tous  les  intervalle?  partiels  tendent  \cr?  zéro,  non  seulement 
les  extrémités  des  deux  lignes  polygonales  I-  et  /  tendent  vers  un  point 
limite,  mais  ces  lignes  elles-mêmes  tendent  vers  une  courbe  limite.  Une 
droite  quelconque  paiallèle  au  coté  BC  rencontre  la  ligne  L  en  un  point  P 
et  la  ligne  /  en  un  point  p,  et  la  distance  V p  est  inférieure  à  S  —  s.  D'après 
les  propriétés  de  ces  lignes  polygonales,  tous  les  points  P  ont  leurs  ordon- 
nées supérieures  aux  ordonnées  des  points  p:  comme  la  distance  P/)  tend 
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v.T.  zéro,  il  s'ensuit  que  les  points  I'  et  /;  tendent  vers  un  seul  point 
Innitc  -  situé  sur  la  droite  considérée.  Le  lieu  de  ces  points  ti  est  évidem- 
ment une  courbe  C  située  entre  les  deux  lignes  polygonales  L  et  l  et 
passant  au  point  A.  L'ordonnée  d'un  point  de  cette  courbe  d'abscisse  x 
est  é-ale  i  la  fonction  F(^)  définie  tout  à  l'heure,  car,  pour  avoir  la  posi- 
tion du  point  -  sur  la  droite  X  =  x,  on  n'utilise  que  les  portions  des  deux 
lignes  polygonales  qui  sont  à  gauche  de  cette  droite.  Supposons  les  deux 
lignes  polygonales  L  et  /  prolongées  jusqu'au  côté  BC,  tous  les  intervalles 
partiels  étant  inférieurs  au  plus  petit  des  deux  nombres  3,  — i_,  et 
soient  P(.r),  Q(3.)  les  deux  fonctions  continues  qui  représentent  les  ordon- 
nées d'un  point  de  la  ligne  L  et  de  la  ligne  /  dans  l'intervalle  (.r„,  .,„+/,  ^. 

La  différence  P(x)_Q(^)  est  inférieure  à  22:(,K/,_,,^  ,^  ^h^^„„^  ^,^^ 
fonctions  P(ar),  Q(.r)  diffère  de  F(.r)  d'une  quantité  moind.e.  Comme  X 
peut  être  rendu  aussi  petit  qu'on  le  veut,  on  voit  que  l'on  peut  former 
une  série  uniformément  convergente  de  fonctions  continues  avant  pour 
somme  F(.r)  dans  l'intervalle  (.,■„,  .r„+A);  cette  fonction  est  donc  aussi 
continue.  {Voir  t.  I,  p.  72.) 

Toute  ligne  polygonale  comprise  entre  L  et  /  a  évidemment  pour  limite 
la  même  courbe  C.  Telle  serait  la  ligne  polygonale  A  dont  les  coordon- 
nées (.;•,.;:,)  des  sommets  successifs  s'obtiendraient  parla  loi  de  récurrence 

=/  =  -/-  1  +./"(  ^,-1 ,  i,_,  )  (  ,r,  —  .r,_,  ), 

le  premier  sommet  étant  le  point  (..„,  y,);  „ous  retrouvons  les  expie- 
s.ons  (34)  qui  nous  ont  servi  de  point  de  départ.  Remarquons  aussi  que 
SI  I  on  applique  la  construction  à  partir  d'un  point  M' {x\  y')  de  la  courbe  C 
on  obtient  deux  lignes  polygonales  L'  et  /'  comprises  entre  L  et  ^  et  qui 
se  rapprochent  elles-mêmes  de  plus  en  plus  de  la  portion  de  C  comprise 
entre  M'  et  la  droite  BC.  .Soient  d'après  cela  M'(.r',y)  et  W [x"  y")  deux 
points  voisins  de  G(.r"  >  .r').  Le  coefficient  angulaire  de  ia  droite  M'iVl"est 
compris  entre  les  valeurs  maximum  et  minimum  <ie  f(x.  y)  lorsque  le 
point  (.r,  j)  décrit  le  triangle  formé  par  les  droites 

X=.r",         V-y^MCX-a-'),         V-.v'  =  _M(X -.,•'): 

si  la  dilTérence  .,■'-.,■  est  inférieure  à  un  nombre  positif  choisi  convena- 
blement, ces  deux  valeurs  de/(.r,  _,  )  différeront  de/( ./■',/)  et  de  /( ,"  /' , 
daussi  peu  qu'on  le  voudra.  Si  l'un  des  deux  points,  M"  par  exemple  se 
rapproche  indéfiniment  du  premier,  le  coefficient  angulaire  de  M"M'  a 
donc  pour   limite /(.,',.,' ,.  La   fonction  F(,;)  satisfait   par  conséquent  à 

1  équation  différentielleproposée(5,);  il  est  d'ailleurs  évident  que  lacourbcC 
passe  au  point  A,  c'est-à-dire  que  l'on  a  F(.r„)  =  j„. 

La  courbe  C  est  la  seule  répondant  à  la  question.  S'il  en  existait  une 

seconde  C,  cette  courbe  C  ne  pourrait  être  à  la  fois  au-dessous  de  toutes 

les  lignes  L  et  au-dessus  de  toutes  les  lignes  /,  puisque  ces  lignes  tendent 
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vers  la  courbe  C.  On  pourrait  donc  trouver,  par  exemple,  une  ligne  L  qui 
serait  rencontrée  par  cette  ligne  C.  Comme  C  est  au-dessous  de  la  ligne  L 
dans  le  voisinage  du  point  A,  supposons  qu'elle  passe  au-dessus  de  L  en 
traversant  cette  ligne  en  un  point  n,  du  côté  P,-,P„  et  soit  m,_,  le  point 
de  C  d'abscisse  .r,--,.  Le  coefficient  angulaire  de  la  corde  m,-,",  est  égal, 
d'après  le  théorème  des  accroissements  finis,  à  la  valeur  de  la  fonction 
/•(r  r)  en  un  point  de  l'arc  m,-,«,;  ce  coefficient  angulaire  ne  peut  donc 
être  supérieur  au  coefficient  angulaire  du  cùté  P,- ,  P„  puisque  l'arc  «!,_,«, 
est  dans  le  trapèze  P,_,  Q,?,?, -,.  Or  la  figure  montre  qu'il  devrait  lui  être 

'"ra'prèmiére  méthode  de  Gauchy,  et  celle  des  approximations  succès^ 
sives  donnent,  on  le  voit,  la  même  limite  pour  l'intervalle  dans  lequel 
l'intégrale  existe  certainement.  Mais,  au  point  de  vue  théorique,  la  méthode 
de  Gauchy  possède  une  supériorité  incontestable;  nous  allons  montrer, 
en  effet,  que  cet/e  méthode  permet  de  trouver  l'intégrale  dans  tout  inter- 
valle fini  où  celle-ci  est  conlimie.  D'une  façon  précise,  supposons  que 
l'équation  (50  admette  une  intégrale  Y  =  F(.r)  continue  dans  1  inter- 
valle (,r„,x„+/),  que  la  fonction /(.r.  Y)  soit  elle-même  continue  dans 
la  région  (E)  du  plan  des.xj  limitée  par  les  deux  droites  .r  =  .r„,  .r_.r„+/, 
et  les  deux  courbes  Y  =  F(.r)  ±  ^,  v,  étant  un  nombre  positif  pris  a  volonté, 
et  vérifie  la  condition  (52)  dans  ce  domaine.  Imaginons  que  1  on  décompose 
l'intervalle  (.r,„  ..0+  /)  en  intervalles  partiels  plus  petits  et  que  1  on  cons- 
truise la  ligne  polygonale  A,  dont  on  vient  d'expliquer  la  construction 
partant  du  point  (.r„,  J»)  et  relative  à  ce  mode  de  subdivision.  Pourvu 
aue  tous  les  intervalles  partiels  soient  moindres  qu  un  nombre  posUcf 
convenable  .,  cette  lif^ne  polygonale  sera  tout  entière  dans  la  ré- 
gion E  et  la  différence  des  ordonnées  de  deux  points  de  même  abscisse, 
pris  sur  la  courbe  intégrale  G  et  sur  la  ligne  A,  sera  inférieure  a  un 
nombre  positif  donné  à  l'avance  z. 

Soient  ,.„,.,„.-,,  ...,..V-„.'V .„_.,.,,+  /  les  abscisses  des  points 

de  division,  ,„,  ru  .  -  . ,  Y  les  ordonnées  correspondantes  de  la  courbe  G 
^  ,  ^  2"  '  ;,...,  3«  les  ordonnées  des  sommets  de  la  ligne  A. 
Idmèttons  d'abord"  que'  tous  les  sommets  à  gauche  du  sommet  (.r„  z,) 
soient  dans  la  région  .E),  et  proposons-nous  de  calculer  une  borne  supé- 
rieure de  la  différence  di=  1-/  — .i/l- 

Nous  avons  d'une  part,  d'après  la  définition  même  de  A, 

3,  =  ô,_,-!-/C:r,-,,  z,-,)(«/-.r,-i): 

d'autre  part,  d'après  la  formule  des  accroissements  finis,  on  a  aussi 

y,  =  J,_,  -^  /(  X'„  y',  ){X,-  Xi-,  ),        ■ 

(y,,  y,)  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  G,  et  .r\  étant  compris  entre  r,-, 
et  r,.  On  en  déduit 


m.    —    IXTKGBALBS    PREMIÉBES.    —    Mt LTIPLICATEI  II.  i8() 

le  coefficient  <le  (.r, —  iV-i)  peut  encore  s'éciire 

i/(^,_„^/-,)-/(.r,-„r,_,)]  +  [/i^<-.,j'/-.)-/(^;,r;)]- 

La  vali.-ui- ulisi'lin'  delà  première  dilïéience  est,  d'après  la  comlilion  (5'.>  j, 
inférieure  à  Wd,-,.  It'iiii  autre  coté,  la  fonction  ,/"(.»',  y),  étant  continue 
rians  la  région  (E),  est  une  fonction  continue  de  r  le  long  de  C,  et  l'on 
peut  prendre  un  nombre  positif  rs  assez  petit  pour  que  \/{.i\  ,>  )  — /(•«^',  t')\ 
soit  inférieur  à  un  nombre  donné  positif  aX,  pour  deux  points  quelconques 
{.v,y),  {x' ,  y')  de  la  courbe  C,  pourvu  que  | .': —  r'  |  soit  •<  i.  Le  nombre  a 
étant  choisi  de  cette  façon,  on  a  donc 

(58)  (li<di--^-^{Xi  —  Xi^i)(i'h  -T-K</,-i}, 

relation  toute  ))areille  à  la  relation  (56),  et  d'où  l'on  déduira  par  consé- 
quent 

rf,<^  [<;«'■••.- '«•--]. 

Supposons  le  nombre  A  assez  petit  pour  que  l'on  ait  2/.(e''' —  i)<  Kr,  ; 
on  établiraxde  proche  en  proche  que  rfi,  t/o.  ...,  rf„  sont  inférieurs  à  r,. 
Tous  les  sommets  de  la  ligne  polygonale  A  sont  donc  dans  la  région  (E). 

Soit  Y'(x)  l'ordonnée  d'un  point  de  la  ligne  A;  soit  de  même  Q(x) 
l'ordonnée  d'un  point  de  la  ligne  polygonale  auxiliaire  A'  obtenue  en 
joignant  les  points  de  C  d'abscisses  .to,  J^i,  -"^-i-,  •■■,   'n-it   'o^  /•  On  a 

P(.r)  —  ¥<x}=  P(x}  -Q(.r)-T-Q(x)  — F(a-i; 

si  loscillatiou  de  la  fonction  F(.r)  dans  chacun  des  intervalles  partiels 
est  inférieure  à  -,  on  a  constamment  |  Q(x)  —  F(.r)|  <  -  (voir  t.  I,  p.  509). 

Si  de  plus  le  nombre  Tj  est  inférieur  à  -,  on  aura  |  P(.i')  —  Q('")|  <  -> 
et  par  suite  |  P('') — F(.r)l<£.  La  fonction  continue  P(.r)  représente 
donc  la  fonction  F(.r)  avec  une  approximation  moindre  que  £  dans  tout 
l'intervalle  (.t'o!  ■'"o-l-  0- 

La  méthode  de  Cauchy-Lipschitz  s'étend  aux  systèmes  d'équations  diffé- 
rentielles sans  aucune  difficulté  que  quelques  complications  dans  les  for- 
mules. Elle  s'étend  aussi  aux  variables  complexes.  Les  recherches  de 
M.  E.  Picard  {Traité  d'Analyse,  t.  II,  1'  édition,  p.  332-34o)  et  de 
.M.  Painlevé  ont  montré  que  la  méthode  conduisait  à  des  développements 
en  séries  convergentes  des  intégrales  dans  tout  leur  domaine  d'existence 
lorsque  les  seconds  membres  des  équations  proposées  restent  holomorphes 
dans  ce  domaine. 
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393.  Intégrales  premières.  —  Elanl  donné  un  svstème  de  {n  —  i) 
équations  différentielles  analytiques  du  premier  ordre,  muis  écri- 
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ions  ces  équations  s(jiis  la  torme  symétrique 
dx,        dx.2  dx„ 


(  ^"'9) 


X,       X,      •••      x„ 


les  dénominateurs  X,,  X^.,  ....  X„  étant  des  fonctions  des  n 
variables  x^^  x^,  ...,  x„.  Celte  forme  des  équations  différentielles 
ne  suppose  rien  sur  le  choix  de  la  variable  indépendante,  qui  peut 
être  Tune  des  variables  .r,-,  ou  être  prise  d'une  façon  quelconque. 
Nous  avons  vu  plus  haut  que,  sous  certaines  conditions  (|ui  ont 
été  précisées,  toutes  les  intégrales  de  ce  système  qui  passent  par 
un  point  quelconque  d'un  domaine  D  sont  représentées  par  nn 
svstème  d'équations  de  la  forme 

\.  f\yxi,x,,  . .  .,x„)  =  Cx,         f-,(x,,  x-,,  . . .,  x„)  =  C,         .... 
(60)  \  ■'  ■' 

Ji,/>-  ...,y„_t  étant  i^n — 1)  fonctions  holomorphes  dans  D, 
et  Cl,  C2,  ....  C«_(  des  constantes  que  l'on  peut  choisir  arbitrai- 
rement, au  moins  entre  certaines  limites  (n°  388).  Les  formules  (60) 
représentent  Vinlégrale  générale  du  système  (ofj)  dans  le  do- 
maine D,  qui  n'embrasse  pas  forcément  tout  l'ensemble  des  valeurs 
possibles  pour  les  variables.  Il  peut  se  faire  que  l'on  ait  plusieurs 
systèmes  de  formules  différents  pour  représenter  lintégrale  géné- 
rale dans  des  domaines  différents.  Il  est  clair  aussi  que,  dans  un 
même  domaine  D,  le  système  des  formules  (60)  n'est  pas  unique: 
on  peut  remplacer  les  in- —  i)  fonctions  y,  par  i  «  —  l 't  fonctions  F, 
ne  dépendant  que  des  fonctions  y,-,  pourvu  que  ces  («  —  1)  fonc- 
tions F,-  soient  des  fonctions  distinctes  des  variables/,. 

Quelle  que  soit  la  façon  dont  on  ait  pris  les  fonctions  /,-,  si  les 
formules  (60)  représentent  l'intégrale  générale  du  système  (5g), 
les  fonctions  _//  satisfont  à  une  même  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre.  En  effet,  supposons  les  coordonnées  d'un 
point  Xi,  X21  •••,  Xn  d'une  courbe  intégrale  exprimées  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  variable;  si  l'on  remplace,  dans  y,-,  les  coor- 
données aTi,  Xi,  ....  Xi,  par  leurs  expressions  en  fonction  de  ce 
paramètre,  le  résultat  se  réduit  à  une  constante.  On  a  donc  dfi=^o, 
et,  en  remplaçant,  dans  df(.  les  différentielles  dx^.  dx-,,  ...  par 
les  quantités  proportionnelles  X,,  X.i,  ...,  on  trouve  que  _/,■  satis- 
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l;]il  à  la  relation 

Celle  relation  iloil  se  rédnire  à  nne  identité,  quand  J  est 
lemplacée  par  /,,  puisqu'on  peut  disposer  des  constantes  C,  de 
laçon  que  la  courbe  intégrale  passe  par  un  point  quelconque  de  D. 
Les  {n —  i)  fonctions  J\,  /o,  ...,  _/,,_(  sonl  donc  [n  —  i)  inté- 
grales de  Téipiation  X(/)  =  o;  toute  fonction  n(/i,  /"j,  ...,  /„„i) 
est  aussi  une  intégrale  de  la  même  équation,  quelh'  que  soit  la 
fonction  H,  d'a|)rés  la  relation  facile  à  vérifier 

^-(11;  =  -j-  -\  (/,  )  +  77-  ^  (fi  )+■■■-  -rj- —  ^(.^  -1  )• 

Inversement,  on  obtient  ainsi  toutes  les  intégrales  de  l'équation 
\(y")^o.  Des  n  relations 

X(/)  =  o,      \{j\)  =  o,       ....      x(/;,^,)  =  o. 

on  déduit  en  eflet,  en  éliminant  les  coefficients  X,, 

D(A/|./.,    ■■■./n-O   _    ^ 

D(j-t,  a"2, >•„  )  ' 

ce  qui  montre  que  /  est  une  fonction  U^/,./-,,  ....  /„-i) 
des  {n  —  i)  intégrales  particulières  J\.f2,  ■■■,fn-\  (',  n"  oa). 
On  peut  encore  le  vérifier  |)ar  un  changement  de  variables.  Ima- 
ginons en  effet  que  Ion  prenne  un  nouveau  système  de  variables 
indépendantes  ji ,  j'o,  ...,  y„,  les  /(  —  i  variables  ^'ijj'o,  ...,  r„_i 
étant  précisément  les  fonctions  y, ,  /o,  ...,/,,_  i  elles-mêmes,  et  la 
variable  y„  étant  choisie  de  façon  à  former  avec  j',,  ■)'2,  ..-,  jKn-i 
un  système  de  n  fonctions  distinctes  des  variables  primitives  x,, 
a-o,  ....  x„.  L'équation  X(/)  ^  o  est  remplacée  par  une  équation 
de  même  forme 

^6.;  Y(/)  =  Y,^  +  V,f +...+  Y„-;^  =  o, 

(pii  doit  admettre  les  [n  —  i)  intégrales  particulières 

f  =  ru       ■■■■      /=r«-i- 

On  a  donc 

Y,=  Y,  =  ...=  Y„_,  =  o, 
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el  l'équalion  (62)  se  réduit  à  -^  =  o.  L'inlégiale  générale  esl  donc 

une  fonction  arbitraire  de  y,,  y-x,  ...,  j-„_  ,  ('). 

L'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  X(/)  =  o  est 
donc  ramenée  à  l'intégration  du  système  d'équations  différen- 
tielles proposé  (Sg).  Inversemeni,  supposons  que  par  un  moyen 
quelconque  on  ait  obtenu  une  intégrale  /de  l'équation  X(  /  )  =  o. 
Si  l'on  remplace  dans  cette  fonction  x,,  x.>.  . . . ,  a"„  par  lis  coor- 
données d'un  point  d'une  courbe  intégr.ile,  supposées  exprimées  en 
fonction  d'un  paramètre  variable  qui  peut  être  l'une  des  coordon- 
nées elles-mêmes,  le  résuUat  oblenu  se  réduit  à  une  constante. 
En  effet,  si  l'on  suppose  que  x,,  a-o,  ...,  x„  soient  des  fonctions 
d'un  paramètre  variable  vérifiant  les  relations  (og),  la  différentielle 
totale  f//' de  In  fonction  précédente  se  réduit  àRX(/"),  Iv  dési- 
gnant la  \al(Mii-  roinnume  des   ra|ipoils-^-  Lcqiiatlon   /"=  C  est 

ilonc  une  conséquence  du  système  d'équations  dillérenlielles  pro- 
posé; on  dit  pour  cette  raison  cpie  la  fonction  /est  une  intégrale 
première  de  ce  système  (-). 

Si  l'on  connaît  n  —  i  intégrales  premières  distinctes,  on  peut 
écrire  immédiatement  Finiégrale  générale  du  système  (5());  si  l'on 
connaît  seulement  p  intégrales  premières  distinctes  {p<^n  —  1), 
on  jjeut  ramener  l'intégralion  du  système  proposé  à  l'intégration 
d'un  système  de  n — p  —  i  équations  différentielles.  Soient,  en 
ollet,  /, ,  /"o,  ....  fp  ces  p  intégrales  |)remièies  ;  des  p  relations 

/,  =  G,,        .A=G,,         ...,        f„=C„ 

on  peut  tirer  p  des  variables  .r,,  x^,  ...,  x„,  par  exemple  a'i, 
.r..,  ...,  X p  en  fonction  des  n  — ji  xailabic^  rc-lantes  .r,,_,_,,  .  .  .,  x,,. 
et  des  />  constantes  arinlralres  ('.|,  (ij.  ...,  ('./,.   11  suflira  donc  de 


(')  Les  tleiix  raisonnements  n'exigent  pas  que  la  fonclion  /  soit  analytique. 
Les  seules  ciindilions  nécessaires  so:U  celles  qui  soiil  exigées  pour  que  l'on  puisse 
appliquer  les  formules  du  cliangemenl  de  variables,  c'est-à-diie  l'existence  el  la 
continuité  des  dérivées  partielles  de  la  fonclion  clierclice /. 

(-)  Le  iaisonneincnt  ne  s'appliquerait  picis  si  le  facteur  K  était  infini  pour 
tous  les  points  de  la  courbe  intégrale,  ce  qui,  aurait  lieu  si  les  coordonnées  de 
tous  lés  points  (le  celle  courbe  annulaient  les  /(  fondions  \,.  Il  faut  aussi  faire 
exception  pour  les  intégrales  qui  sont  telles  que  l'une  au  moins  des  fonctions  X,. 
X,,  . . .,  X„  n'est  pas  holomorplie  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  de  cette 
courbe.  Ce  cas  se  présente  pour  les  intégrales  singulières. 
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déterminer  ■/>_,.,,  Xp+2,  ...,  x,,  en  fonction  d'une  seule  \ariable 
indépendante.  Si  l'on  dé-sifine  par  X^_^,,  X^_,_2.  ...,  X,i  ce  que 
deviennent  les  fonctions  Xp+,,  ...,  X„  apn's  (|u"on  y  a  remplacé 
X,.  ^2,  ...,j:p  par  leurs  expressions,  il  sul'lira  d.mc  d'intégrer  le 
nouveau  système 
g  dx,,^.,  _  dr,,^,  _        _  dr„ 

OÙ  les  dénominateurs  dépendent  de  p  constantes  arbitraires. 

On  peut  encore  raisonner  d'une  autre  façon.  Si  l'on  prend  un 
nouveau  système  de  variables  indépendantes  j'( ,  y^.  •  •  ■■  Vn^  où 
les  p  variables  y,,  y^i  ••-!  yp  soient  identiques  aux  p  inté- 
grales premières  connues/,, /^j  •  •  -i/p!  l'équation  K(f)  ^o  est 
remplacée  par  une  équation  de  même  forme  Y[f)^o  qui  doit 
admettre  les  intégrales /  =  ^', ,  .  .  . .  f=rp:  cette  équation  est 
donc  de  la  forme 

'    '"J'p^i  <')■,. 

et  son  intégration  se  ramène  à  celle  dun  système  de  /; — p — -  i 
équalioiis  dilTérentielles  du  premier  ordre 

dyj^^       ^  dy,. 

Vp+i      ■  ■  ■      v„  ■ 

On  voit  par  là  de  quelle  imporlance  est  la  recherche  des  inté- 
grales premières.  Dans  chaque  cas  particulier,  la  découverte 
dune  intégrale  première  nouvelle  constitue  un  pas  de  plus  vers 
la  solution  com|)lète.  On  ne  saurait  donner  à  cet-  égard  une  règle 
bien  précise;  observons  seulement  que  'le  problème  revient  à 
former  une  combinaison  inti'grahlc  des  équations  (Sgï,  c'est- 
à-dire  à  déterminer  /(  facteurs  u.,.  'j..),  .  .  .,  li„,  tels  que  Ion  ait 

îjL,  M,  -H  ;jL2  N.1  -t- .  .  .  -f-  ;ji„  \„  =  o, 
et  que 

;ji|  dXi-^  \x.i  dxi -^ .  .  . -^  ;ji„  dx,,, 

-oit  une  dilVérenlielle  exacte  d'^.  Il  est  clair  en  efl'et  que  Ion  peut 
déduire  des  équations  (09)  un  nou\eau  rapport  égal  aux  premiers 

dxi  _  fil  dx,-i-. .  .^-  p.„  dx„  _ 

X,  Ul  Xj  -j-  .   .   .  -7-   [Jl.„  X;,       ' 
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la  relation 

da  =  ijii  </,ri  + . .  .+  \x„  ilxn  =  o 

est  donc  nne  conséquence  îles  équations  (09)  si  l'on  a 

(a  I  \  I  +  ...  -H  iJi„  X  „  =  o, 

et  l'on  aura  une  intégrale  première  o  par  des  quadratures,  con- 
naissant les  facteurs  |j.,.  Il  en  est  ainsi  en  particulier  toutes  les  fois 
que  l'on  peut  trouver  /(  facleuis  a,,  ij.^,  .  .  .,  u.,,,  le  facteur  |jl,  ne 
dépendant  que  de  la  \  ariahle  .r,,  de  façon  que  l'on  ait 

V,.,X,  =  o. 

Observons  aussi  que,  lorsqu'on  a  obtenu  p  intégrales  premières 
du  système  (Sg),  il  peut  se  faire  que  le  nouveau  système  (63) 
puisse  être  intégré  complètement  pour  des  valeurs  numériques 
particulières  des  constantes  C, ,  C2,  ...,  C^,  tandis  que  l'inté- 
gration effective  est  impossible  pour  des  valeurs  arbitraires  de  ces 
constantes. 

Exemples.  —  i"  Soit  à  intégrer  le  système 

du  dv  diV 

(fi4)  -j-  =  CH',  -j-  =  ir»,  — —  =  ;n': 

d.r  d.r  dx 

on  aperçoit  aisément  doux  combinaisons  intégrables  n  du  —  c  dr  =  n'  dw. 
On  a  donc  deux  intégrales  premières  u^ — v^=Ci,  u- — h'^— c,^  et,  en 
portant  les  valeurs  de  v  et  de  iv  tirées  de  ces  relations  dans  la  première 
fies  équations  (64  ),  on  a  pour  déterminer  u  1  équation  dilTérentielle 

(65)  ^  =  ^/(i,-.i— C,)(mS— Gî), 

dont   l'intégrale   générale   est  une   fonction   elliptique  fn"  373),   pouvant 
comme  cas  particulier  se  réduire  à  une  fonction  simplement  périodique  ou 
même  rationnelle.  Comme  le  système  proposé  est  symétrique  en  u,  f,  «•  > 
on  en  conclut  que  r  et  »•  sont  aussi  des  fonctions  elliptiques. 
2"  Considérons  le  système 

du  dv  dw 

(6G)         -p- =  rc  —  oif,  -—  =  nn— r«,  -^-=qu—pi\ 

dx  d.r  d.r 

où  p,  q,  y  sont  des  fonctions  données  de  x.  On  a  encore  une  combinaison 
inlégrable  u  du  +  v  dv  \  w  c^w  =  o,  d'où  l'on  lire  l'intégrale  première 
M-4-1'2-!-  (!'-=  G.  Laissant  de  côté  le  cas  où  G  serait  nul,  on  peut  sup- 
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l>oser  C  =  I,  car  le  système  (66)  ne  change  pas  quand  on  multiplie  «,  f,  ir 
par  un  même  facteur  constant.  Au  lieu  de  tirer  l'une  des  inconnues  de 
la  relation  u- -h  v' -i- w- =  i,  on  peut  opérer  d'une  façon  plus  symétrique 
en  considérant  u,  f,  tv  comme  les  coordonnées  d'un  point  d'une  sphère  de 
rayon  un,  et  les  e\primer  au  moyen  de  deux  paramètres  variables,  par 
exemple  au  moyen  des  paramètres  qui  déterminent  les  génératrices  recti- 
lignes  de  la  sphère.  Posons  pour  cela 


I  —  I 
qui  donne 


En  substituant  ces  valeurs  de  ii,  v,  w  dans  le  s\stème  (66),  on  trouve, 
après  quelques  calculs  faciles,  que  ),  et  ;ji  doivent  vérifier  une  même 
équation  de  Riccati 

i^  =  _  ,/-3-  H-  f  "'f  ^  y  -^  'V'  -; . 

dx  "'  2  2  ' 


(67) 


l'intégration  du  système  proposé  est  donc  ramenée  à  l'intégration  d'une 
équation  de  Riccati  (i). 

1  "  Prenons  encore  l'équation  intégrée  par  Liouville 

7"-^ç(:r)K'-/(j-)y^=.K 

en  posant  1  '  =  .:,  on  la  remplace  par  le  système 
dx        dy  —  dz 

d'où  l'on  tire  la  combinaison  intégrable  ^^  -+-  a(.r)d.i: -T-f(r)  df  =  o. 
L'équation  du  second  ordre  proposée  admet  donc  l'intégrale  première 

Ç    9|r)rf.v      Ç'  f{})dy 

y'e'  '»  e'  ■'■•  =  C, 

que  Ion  pourrait  aussi  obtenir  directement,  en  divisant  par  )'  tous  les 
termes  de  l'équation  du  second  ordre;  l'équation  du  premier  ordre  précé- 
dente est  de  la  forme  j' =  CXY,  et,  les  variables  étant  séparées,  on  achè- 
vera l'intégration  par  deux  quadratures. 

Remarque  I.  —  On  remplace  quelquefois  le  système  (09)  par  le  système 
<7,ri         d.r,  d.r„ 


(')  roi';-  Darboux.  Théorie  des  surfaces,  t.  I.  Cliap.  II.  La  niélhode  précédente 
ramène  â  l'intégration  d'une  équation  de  Riccati  la  détermination  d'une  courbe 
gauclie  dont  on  connaît  les  équations  intrinsèques  R  =  f  (s),  T  =  3(s). 
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t  étant  une  variable  auxiliaire  qui,  dans  bien  des  cas,  n'est  introduite  que 
pour  plus  de  symétrie  dans  les  raisonnements.  Si  l'on  a  intégré  le  système 
primitif  (39)  on  obtiendra  t  par  une  quadrature,  car,  si  l'on  remplace  a-o, 
.«'3,  ...,  .r,i  par  exemple  par  leurs  expressions  en  fonction  de  .»i  et  des 
constantes  C|,  C».  ...,  C„-i  dans  Xj,  on  est  conduit  à  une  relation 

rf«  =  P(a-,,  Cl,  C2,  ...,G„_i)<^.ri, 

d'où  l'on  déduira  l  par  une  quadrature.  Il  suit  de  là  que  l'intégrale  géné- 
rale du  nouveau  système  (68)  sera  représentée  par  les  n  équations 

fi'  /■!•  ■■•■  fii-i  étant  (n  —  1)  intégrales  distinctes  de  \(/)  =  o,  et  /„ 
une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Inversement,  pour  obtenir  la  courbe  intégrale  du  système  (,  âg  )  passant 
par  un  point  donné  r^,  ./f),  ...,  .rjl,  on  peut  chercher  les  intégrales  du 
système  (6!:!),  où  t  est  considéré  coniine  la  variable  indépendante,  qui 
pour  /  =  o  prennent  les  valeurs  j",  rS,  .  . . ,  .rf,  respectivement.  Soient 

j  a-,  =  tsi  (  ^  :  a:} ,  . .  . ,  .r"  ),         .r.,  =  tsj (  /  :  .rj,  .  .  . ,  x?,  ),  .... 

(  70  )    s 

I  ^n=  '■?«(<;  ^n  ■■  ■■.■rf,) 

ces  intégrales;  il  est  clair  que  les  formules  précédentes  représentent  la 
courbe  intégrale  cheichée.  11  n'y  aurait  exception  que  si  toutes  les  fonc- 
tions .X,  étaient  nulles  pour  les  valeurs  initiales  .1"  et  holomorphes  dans 
le  voisinage.  Dans  ce  cas  les  formules  (70)  se  réduiraient  à  .r,  —  .r" .  Mais, 

dx2  dxii  ,  -  .,,.,. 

les  rapports  -- — ,  •••,  -j —  se  présentant  sous  lorme  indéterminée,   rien 

ne  permet  d'affirmer  jusqu'ici  qu'il  n'y  a  pas  de  courbe  intégrale  passant 
par  le  point  donné.  C'est  un  cas  qui  sera  examiné  plus  loin  (n"  417). 

Remarque  II.  —  La  liaison  qui  existe  entre  le  système  d'équations  diffé- 
rentielles (59)  et  l'équation  linéaire  (61)  prouve  que  X(y)  est  un  cova- 
i-iant  du  système  (jg).  Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  là.  Imaginons  que 
l'on  prenne  un  nouveau  système  de  variables  indépendantes  ii,  y\,  ....  r„. 
liées  aux  variables  .r,,  .co,  ...,  .r„  par  les  relations 

(7')  ^i=fi{yuyu  ■■■,yn)        (i=i,2,  ...,n); 

d'après   les  formules  du   changement  de   variables,   est   une    fonction 

'  dx,- 

linéaire  et  homogène  des  dérivées  -=— j  et  X(/)  se  change  en  une  expres- 
sion de  même  forme 

(,.,)  Y,/)  =  Y,;^^V.i^+...+  Y„i^  =  o,        ■ 

^'     '  ■'  '  àv,  dv„  àv. 


III.    —    l.NTÉGRALKS    PRKMIUBES.    —    ML'LTIPLICVTEUII.  Uj- 

\ I,  Vi,  ....  V„  étanl  (les  fonctions  de yi.  y:,  .  .  . ,  y„.  Cela  posi-,  je  dis  que 
le  même  clianj^ement  de  variables  appliqué  au  système  (59)  conduit  au 
nouveau  sj'stème  d'équations  dilTérentielles 

dvi  _  (ly-i  _        _  ((y II 

''''  "17  ~  T7  TT' 

On  pourrait  l'éiahlir  par  un  calcul  direct,  niais  cela  résulte  aussi  des  pro- 
priétés précédentes.  Soit  en  elîel 


(74) 


dy,  _  dvi  _       _  dy, 


le  système  auquel  ou  est  conduit  en  appliquant  au  système  primitif  (ôyi 
le  changement  de  variables  (71);  il  suffit  de  montrer  que  Zj,  Z2,  .  .  . ,  Z„ 
sont  proportionnels  à  Yi,  Y.,,  ...,  \'„.  Or,  soient /(a^i,  Xi.  ...,  x„)  une 
intégrale  première  du  système  (69)  et 

F(ri.j2 r«) 

la  fonction  déduite  de  ./(■''i,  -t-i.  ....  x„)  par  le  changement  de  variables  ; 
puisque  l'on  a  X  (/)  =  o,  on  a  aussi  Y'(  F  )  =  o.  D'ailleurs  ^ {y\,  _/«,  ...  ,y„) 
est  évidemment  une  intégrale  première  du  nouveau  système  (74),  c'est- 
à-dire  une  intégrale  de  l'équation  linéaire 

■7/1-  y    <^F  ,,      dV 

Zf  !•  I  =  Zi- ■-. .  .-\-  In =  o. 

Oy,  ûy„ 

Les  équations  linéaires  Y(F)  =  o,  Z(F)  =  o,  ayant  les  mêmes  intégrales, 
ont  leurs  coefficients  proportionnels,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Ce  dernier  point  résulte  de  ce  qu'une  équation  linéaire  X  (y)  =:  o  est 
complètement  déterminée,  à  un  facteur  prés,  quand  on  en  connaît  (n  —  i) 
intégrales  distinctes  fi,fo,  ...,f,i-i-  En  effet,  les  («  —  i)  équations  X(fi)=  o, 

linéaires  et  homogènes  en  Xi  .Xj .X„,  déterminent  les  rapports  de  ces 

coefficients  inconnus,  car  tous  les  déterminants  d'ordre  (n  —  i)  formés 
avec  les  dérivées  partielles  des  fonctions  y,  ne  peuvent  être  nuls  en  même 
temps  (I,  n"  00).  On  peut  remarquer  que  l'équation  linéaire  la  plus  géné- 
rale admettant  les  {n  —  i)  intégrales  y,-  peut  s'écrire 

l.(.r„.., .-,.)^y-^--^'  -^-^^o, 

D(a-,,3-2,  .  .  .,.r„) 

lli.Ci,  Xo.  ...,  .»',/)  étant  une  fonction  arbitraire. 


.îOi.  Multiplicateur.  —  La  théorie  du  facteur  intégrant  a  été  étendue 
parJacobi  aux  équations  différentielles  simultanées.  Soient yi,_/"2.  .•■,/it-t 
des  intégrales  premières  distinctes  du  système  (ïg);  l'équation   .X  (y)  =  o 
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est,  comme  on  l'a  déjà  remarqué,  identique  à  l'équation 

^i^  =  o. 

D(.r,,  X.2,  .  .  . ,  T„  ) 

<}f 
En  éciivaiu  (lue  les  coeflicients  des  dérivées  -^—    dans  les  deux  équations 

(Jxî 
sont  proportionnels,  on  est  conduit  à  n  relatiuns  que  l'on  peut  écrire 

(  7.5  )  A,-  =  MX,         (  j  =  I ,  -2,  . . . ,  /i  ), 

A,-  désignant  le  coefficient   de   — ^   dans   le  déterminant   A  ;    le    l'acteur   M 
axi 

s'appelle  un  multiplicateur. 

Cette  fonction  M  satisfait,  quelles  que  soient  les  intégrales  premicres/i, 
fi'  •••!  fn-\i  i>  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 

,    ./■  à(\\\,)    ,    ^(MX,)  c)(.MX„) 

(76)  — r . h.  ..H ; =  O. 

aa"i  ax^  Ox^ 

En  subsllluanl  à  la  place  de  chacun  des  produits  MX/=  A,-  son  expres- 
sion par  un  déterminant  d'ordre  n — i,  et  en  effectuant  les  dérivations 
indiquées,  chaque  terme  du  premier  membre  est  en  effet  le  produit  d'une 

dérivée  du  second  ordre  telle  que- — J-^{i^k)  par  (ra  —  2)  dérivées  par- 
t/a?,- OXIi 
tielles  du  premier  ordre.  Pour  vérifier  que  le  résultat  est  nul,  il  suffît  de 
vérifier  qu'il  ne  renferme  aucune   dérivée   du    second   ordre.   Prenons  par 

exemple  la  dérivée :^-!—  :  cette  dérivée   figure  dans  deux  termes;  dans 

'  OXi  dxî 

l'un  elle  est  multipliée  par  ^  /  '''  ■  ^'  '  '  •'■■'"-'    ,  et  dans  l'autre  par  le  même 

'  '  U(X3,    X,„     .  .  .  ,  Xn) 

coefficient  changé  de  signe.  La  somme  de  ces  deux  termes  est  donc  nulle, 
et  de  même  pour  les  autres. 

Si  M]  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (76),  la  substitution 
M  =  Mi|x  ramène  celte  équation  à  la  forme  X(ja)  =0.  Si  l'on  connaît  un 
multiplicateur  M  du  système  (59),  l'intégrale  générale  de  l'équation  (76) 
est  d'après  cela  MlI(/i,/2,  ...,/„_i),  n  étant  une  fonction  ai  bitraire. 
Toute  fonction  de  cette  forme  est  aussi  un  multiplicateur;  eu  d'autres 
termes,  il  existe  n — i  intégrales  premières  Fj,  ...,  F„_i,  telles  que 
Mn(/i,/2,  ..  .,/n-i)  puisse  se  déduire  de  F],  F2,  ...,F„_ide  la  même 
façon  que  M  se  déduit  defi,/^,  ...,/«  1.  Il  suffit  pour  cela  que  l'on  ait, 
en  supposant  Xi  ;a  o, 


I    D(F,.F2 F„_,)         I     D(F,,F,,  ...,F„_,)  D(/,,. A,  ...,/„-,) 


\,    ï)(x,,x,,...,x„)        X,   D(/,,/„,  ...,/„_,)      D(.- 

ou 

D(Fi,F, ,  F„^ 


=  IMI 


D(./.,/î,  ■■■'/„ 


=  ii(/,../;. ...../;,  ,). 


On  peut  satisfaire  à  cette  condition  d'une  infinité  de  manières,  et  même  se 
donner  à  l'avance  n  —  2  des  intégrales  premières  F,-. 


m.    —    INTEGRALES    PREMIERES.    —    MILTIPLICATEIR.  J99 

Considérons  le  système 

f/j|        dx=,  d.r„         , 

avec  la  variable  auxiliaire  /.  Ce  système  peut  èti-e  rainenè  à  la  foiine 
simple 

(78)  dy^=  (ly,  =  ..  .=  dyn-\  =  o,  dy„  =  dl, 

en  prenant  pour  variables  les  n  —  i  intégrales  premières /i,/»,  ...,/„_,  et 
la  fonction y„  qui  figure  dans  les  formules  précédentes  (69):  il  csl  facile 
d'avoir  l'expression  générale  des  multiplicateurs  au  moyen  des  variables  r,. 
En  effet,  tout  multiplicateur  est  de  la  forme 

I     D(r,,.i-., r«-i),w 

"  =  X7      r)(.r,.:r,.  ■■.,.-„)     "<-^"  ->'"•••'  •>'«-'>  = 

d'autre  part,  nous  avons 

.     _  rf.r,   _  dr,    rfv,  OTi    dvn  _  dx, 

'  ~    dl    ~  liyl  ~dt    ~"'       ^^     dt    ~  dy„' 

des  formules  T|  =  /", ,  ....  rn=/nj  1"'  définissent  le  changement  de 
variables,  on  lire,  en  dilférentiant  par  rapport  à  ^'„  el  en  résolvant, 


D.  .',->•., 


Dr.r,.  j-j,  ..  ..j-„) 


\^{,x^.  x-i,  .  . .,  .r„  j 

et  l'expression  générale  du  multiplicateur  peut  s'écrire 

I  Dl  r,.  X, a?n) 


M     "  b..r,.j.,  ....Vn) 


*(ri,j2,  ■■■,yn~ 


■l»  étant  une  fonction  arbitraire  de^'i ,  y^,   ....  yn-i  ■ 

Supposons  maintenant  qu'en  effectuant  un  cliangenient  de  variables  quel-- 
conque  ne  portant  que  sur  les  xi  sans  changer  la  variable  t,  on  ait  ramené 
le  système  (771a  la  forme 

dx'.         dx\  dx,, 

les  \j   étant  des  fonctions   des  nouvelles  variables  x'i  indépendantes  de  t. 
Si  M'  est  un  multrplicateur  de  ce  nou\eau  système,  on  a  encore 

,„  I  Uix.,x,, •■'„}  ^, 

''"  >F=Do-:-..'.-.--,r«)''^'^'^"----^^"-'^^ 

en  prenant  la  même  fonction  <1>  dans  les  deux  formules,   on  en  déduit,  en 
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les  divisant  membre  à  membre, 

D(xi,  3-2,  .  . . ,  X,i) 


(Sa)  M'=M 


D{x\,  x'„,  .  . . ,  x'„) 


ce  qui  prouve  que,  lorsque  l'on  coiinail  un  multiplicateur  M  pour  le 
système  (77),  on  peut  en  déduire  un  multiplicateur  'SV  pour  le  système 
transformé. 

GeUe  propriété  explique  l'importance  piatique  du  multiplicaleur.  Suppo- 
sons que  l'on  connaisse  n  —  2  intégrales  premières  du  système  (bg)  et  de 
plus  un  multiplicaleur.  On  peut  alors  ramener  ce  système  à  la  forme 


dx\  dx'„_^         dr[i_^         dx] 


.v„  -^'' 


pai'  un  chan;;ement  de  variables,   et   l'on  connaîtra  pour  ce  nouveau   sys 
tème  un  multiplicateur  M',  c'est-à-dire  une  solution  de  l'équation 


M'  est  donc  un  facteur  intégrant  pour  \\,dx„_.^  —  Xj,_,rfa?i,,  et  l'on 
achèvera  l'intégration  par  des  quadratures. 

Un  cas  particulier  qui  se  présente  fréquemment  en  Mécanique  est   celui 

où  l'on  a    y    -^  =0.  L'équation  (76)  se  réduit  alors  à  X(M)  =  0,  et  l'on 

connaît  immédiatement  un  multiplicateur  M  =  1. 

Cette  remarque  s'applique  aussi  à  l'équation  du  second  ordre  y"=:f{x.y), 
dont  l'intégration  revient  à  celle  du  système 

dx       dy  dy' 

~'^  y   ~  f{x,y)' 

si  l'on  en  connait  une  intégrale  première  ''i^{x,  y.  y' )  =  C,  on  peut,  d'après 
ce  qui  précède,  achever  l'intégration  par  une  quadrature.  Il  est  facile  de 
le  vérifier  comme  il  suit.  Supposons  l'équation  '^{x,  y,  ^'  )  =  G  résolue  par 
rapport  à  y' 

\.y'  —  f(x,  y,  C): 

toutes  les  intégrales  de  celte  équation  du  premier  ordre  devant  satisfaire 
à  l'équation  y":=f(x,  y),  quelle  que  soit  la   constante  C,   on  doit  avoir 

—  -H  -r-o  —  f,  et  par  suite,  puisque  f(x,  y)  ne  renferme  pas  C, 
dx        dy  •       •'         '^  1-      T      ^  V      ./  I 

0-  o  à-  <p  do   crç 

dCdx  '^  dCdy  '^  '^  dy  àC  ~  °' 

do  ...  j  j 

ce  qui  exprime  que  —^  est  un  facteur  intégrant  pour  ay  —  ce  ax. 


m.    —   INTEGRALES    PREMIERES.    —    MULTIPLICATEIU.  (OI 

395.  Invariants  intégraux.  —  La  propriété  d'invariance  du  multiplica- 
teur, relativement  à  tout  changement  de  variables,  peut  être  rattachée  à  la 
théorie  générale  des  Invariants  intégraux,  due  à  M.  l'oincaré  (  '),  et  dont 
nous  allons  dire  quelques  mots.  Considérons  en  parlirulier  un  ■^vsténie  de 
trois  équations  différentielles 

,  „  „ ,  d''^        <iy        dz 

(83)  _=^  =  _  =  rf,, 

X,  Y,  Z  étant  des  fonctions  de  .r,  y,  z.  Pour  faciliter  les  énoncés,  nous 
regarderons  ces  équations  comme  définissant  le  mouvement  d'une  molécule 
dans  l'espace,  la  variable  t  représentant  le  temps.  La  molécule  qui  au  temps 
/  =  o  est  en  un  point  Mo(xi,, yo,  Zq)  est  venue  au  temps  t  en  un  point  M,, 
de  coordonnées  (a",  j',  z).  Lorsque  le  point  Mo  décrit  un  certain  domaine  Do 
de  l'espace,  le  point  M,  décrit  un  domaine  correspondant  D,.  Cela  posé, 
soit  F  (x,  y,  z)  une  fonction  des  variables  x,  y,  z;  nous  dirons  que  l'in- 
tégrale triple  1=  /  /  /  F{x,y,  z)  dx  dy  d:  est  un  invariant  intégral 
du  système  (8î)  si  la  valeur  de  cette  intégrale  triple 


fil 


F{x,  y,  z )  dx  dy  dz. 


étendue  au  dortfaine  D,,  est  indépendante  de  t  et  é^ale  à  la  même  intégrale 
étendue  au  domaine  Dj.  Par  exemple,  si  les  équations  (83)  définissent  le 
mouvement  d'un  fluide  incompressible,  le  volume  du  domaine  D,  est  con- 
stant, et  l'intégrale   I    I    f  dx  dy  dz  est  un  invariant  intégral. 

On  définit  delà  même  façon  les  invariants  intégraux  de  lignes  et  de  sur- 
faces. Si  le  point  Mo  décrit  une  ligne  Lo  ou  une  surface  Soi  le  point  M; 
décrit  une  ligne  L,  ou  une  surface  S(.  Une  intégrale  curviligne 

/  a  rf.r  -4-  S  dy  -^  ■;  dz 

est  un  invariant  intégral  si  la  valeur  de  cette  intégrale  le  long  de  la  ligne  L, 
est  indépendante  de  t,  et  égale  à  la  même  intégrale  curviligne  prise  le  long 
de  L(|.  De  même  une  intégrale  de  surface 


f  fpdydz^qdzdx-r-l\  d.r  dy 


est  un  invariant  intégral,  si  la  valeur  de  cette  intégrale  étendue  à  la  sur- 
face Sf  est  indépendante  de  t. 
Ces  notions  s'étendent  sans  difficulté  aux  svstènies  d'équations  difiéren- 

(')  Les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  t.  III,  Chap.  .\XII  et 
suivants.  Voir  aussi  mon  Mémoire  Sur  les  invariants  intégraux  i^  Journal  de 
Mathématiques,  6'  série,  t.  IV). 

G.,   II.  2(i 
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tielles  les  plus  généraux  de  la  forme  (68).  Il  y  a,  pour  un  système  de  celle 
espèce,  n  classes  d'invarianls  intégraux,  du  i^'  ordre,  du  a''  ordre,  .... 
ilu  rt''°"' ordre,  suivant  le  nombre  de  dimensions  de  la  multiplicité  à  laquelle 
l'intégrale  est  étendue.  Les  conditions  pour  qu'une  intégrale  multiple 
d'ordre /?  soit  un  invariant  intégral  s'obtiennent  aisément  au  moyen  des 
formules  du  changement  de  variables  dans  les  intégrales  multiples.  Nous 
développerons  les  calculs  pour  une  intégrale  multiple  d'ordre  n.  Soit 

l(<  I  =   I     j  .  .  .   I   M{xi.  x^,  . .  .,x„)  dx,  dx.2  .  .  .  dxu 

une  intégrale  multiple  d'ordre  n  étendue  au  domaine  Df  qui  correspond  à 
un  domaine  déterminé  Do,  comme  on  vient  de  l'expliquer;  cette  intégrale 
sera  un  invariant  intégrai,  si  elle  est  indépendante  de  t,  c'est-à-dire  si 
l'on  a  \'{t)  =  o.  Pour  calculer  cette  dérivée,  nous  donnerons  à  ?  un  accrois- 
sement /(,  et  nous  calculerons  le  coefficient  de  h  dans  le  développement 
de  l{t  -\-  h).  Soit  x)  ce  que  devient  a-,  quand  on  change  /en  t  -\-  h\    on  a 

1(^-1-/1)=   f  [■■   fM{x\.  ...,x'„)d.r\  ...  dx',„ 

la  nouvelle  intégrale  étant  étendue  au  domaine  DJ  qui  correspond  point  par 
point  à  D,.  Nous  pouvons  encore  écrire  ^ 


d'autre  part,  nous  avons,  en  n'écrivant  pas  les  termes  en  /(  de  degré  supé- 
rieur au  premier. 

.rj  =  a;,  -f-  A  X,  -)- .  . . . 

M(.r', ,  x'„.  .  ...  .r'  )  =  M  (3-,,  x^,  ...,Xn)  +  /'  (-^1  -r 1- ••.-!-  X„ )  -I- . . .  , 

^     '        -  '  ■'     -1  y     '  dx^  (ix„J 


dxi 

àXi 

D(x', 

,  .r'2 .  . 

...x„) 

,  àX, 

,  àX, 

b(x, 

.r-2,  . 

.  ..  X„) 

h — - 
dXi 

dx-i 

MCa-'i,  a-j,  .  , 
Mi.r,.  .To,   .. 


i^„) 


XHx\,  x'.,,  . .  .,  x'„) 


D(a:i,  Xi,  .  .  . ,  x„) 
0\,     . 


Il    M  I 


Xi 


dM 


m.    —    INTKdULES    IMtKMlÈRES.    —    Mt  LTIPLIC ATKI  n. 
dt 


.       ..   .    .    d\ 

l,a  ilci'iNcc  —  w  iloiic  pour  expression 


dt       J    J  .  'i,    [       dr,  dxr.      J 

<n       ... 

Pour  que  I  soit  un  iiivarianl  iulrj;ral,  11  faul  el  il  sullil    que  —   soil  nJcnli- 
qiiemeiil  nul,  qin-l  que  soit  le  domaine  D,  et  par  suite  que  l'on  ait 
<>(iMXi)  (>(iMX„) 

•^\]  ; '-•••-^--— 3 =  "• 

(Ar,  02'„ 

Cette  eondilion  est  identique  à  l'équation  (  76),  et  nous  obtenons  le  théo- 
rème de  .Vl.  Poincaré  ;  Pour  que  l'intégrale  multiple 


./7  /'■ 


:/.r,  .  .  .  dxn 


soit  un  invariant  intégral,  il  faut  et  il  suffit  que  !\1  soit  un   muttipli- 
■  cateur. 

Cela  étant,  si  l'on  fait  un  changement  de  variables  quelconque 

.Ti  =  9,  l^/i,  /2,  .  .  .,  y„)         (  f  =  1 ,  2 n) 

dans  les   équations  (77),  on  obtient  un  nou\eau  système 

^■li  =  ^  =  .    .  =  ^  =  rf^: 

.M  étant   un  niiiltiplicatenr  du  système  (77),  l'intégrale  rt'''' 

fi  ...  j   Mdj;d.r.2  ...  d.r„ 

est  un  invariant  intéL;ial  de  ce  système,  et  l'intégrale    «''"  qui  se  déduit  de 
celle-là  par  la  même  transtoruiation 

r  r  f.,  lU.r,.  T, .r„) 

I    I   ...    /   M    .'■ '■„  I  ■:—. dvi  dy-,  . . .  dv„ 

est  evideniniiMil  aussi    nu    in\. niant    intégral    du   système  transformé  (  77'). 

Par  suite. 

U(.7-,,  .70 .r„) 


iM  =  M 


ii(fi,ri,  ■■■,y^:i 


est  un  multiplicateur  des  nouvelles  équations  1  77'  ,  coinnie  on  l'a  démontré 
directement. 
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Exemple.  —  Poiu'  que  le  volume   soit    un    iii\arinnt   inté^jrol  des  équa- 
tions (8)), M  =  1   doil  être  uu  nuiltiiilicaleur.  ee  qui  exige  que  l'on  ail 

(8j)  — u         =  o. 

ôx        tiy        Oz 

C'est  la  condition  d'incompressibilité  d'un   lluide  dont  les  équations  (83) 
définissent  un  mouvement  peiniauent. 
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396.  Groupes  à  un  paramètre  (  '  )•  —  Tout  ensemble  d'une  inrinilé  de 
iransfoiinations  d'une  nature  quelconque,  portant  sur  n  variables  Ti, 
X.2,  ...,  x„,  forme  uu  groupe  si  la  transformation  obtenue  en  elfectuant 
sucressivement  deux  transformations  quelconques  de  cet  ensemble  fait 
encore  partie  de  l'ensemble.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  deux  varia- 
bles .r,  y,  et  soit  T  la  transformation  définie  par  les  formules 

(86)  x'=f{x,y:  a),        y' =  o{x,  y:  a), 

où  a  désigne  un  paramètre  arbitraire.  Si  l'on  regarde  .r  et  y  comme  les 
coordonnées  d'un  point  M  dans  un  plan,  x'  et  y'  comme  les  coordonnées 
d'un  autre  point  M',  les  formules  précédentes  définissent  une  transforma- 
tion ponctuelle.  A  chaque  valeur  du  paramètre  a  correspond  ainsi  une 
transformation  déterminée;  en  faisant  varier  ce  paramétre,  on  obtient  une 
infinité  de  transformations  différentes.  Imaginons  que  1  on  elTectue  succes- 
sivement deux  transformations  différentes  de  cet  ensemble,  correspondant 
à  deux  valeurs  quelconques  a  et  6  du  paramètre.  La  première  transforma- 
tion conduira  du  couple  de  valeurs  (x,  y)  au  couple  de  valeurs  (a;',y') 
données  par  les  formules  (86);  la  seconde  transformation  conduira  ensuite 
du  couple  (x,  y'  )  à  un  troisième  couple  {x",  y")  où  l'on  a 

(87)  x"  =  fix,y';b),         y"  =  <f(x',  y' ;  b). 

Remplaçons  dans  ces  dernières  formules  x'  et  y'  par  les  valeurs  (^80):  les 
formules  obtenues 

(88)  x' =  F(x.  y.  a,  0),         y"  =  •P(r,  y;  a,  b) 
définissent  encore  une  transformation  ponctuelle  dépendant  des  deux  para- 


(')  La  théorie  des  groupes  continus  de  transformations  a  clé  développée  par 
Soplius  Lie  dans  un  graiid  nombre  de  .Mémoires  et  dans  son  Ouvrage  :  Tlieorie 
der  Transformationsgruppen. 
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inèlres  a  el  h.  Nous  dirons  que  l'ensemble  des  transfornialions  (80)  foriDe 
na  groupe  continu  à  un  paramètre  si  la  nouvelle  liansfornialion  i  88) 
appartient  à  cet  ensemble.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  les  formules  (88) 
soient  de  la  foime 

I  8y  )  x"  =  /(  .r,  y  :  c  ].  y"  =  -i  (^  .*-,  jk  :  c), 

c  étant  une  valeur  du  paramétre  ne  dépendant  que  de  a  et  de  ^,  c  =  '\{  a,b). 
La  définition  qui  précède  s'appliqne. évidemment  quel  que  soit    le   nombre 
des  variables,  en  particulier  s'il  n'y  a  qu'une  seule  vaiiable. 
Les  formules  x'  =  x  -^  «,  ou 

x'  =  X  -i-  a,  y'  ==  y  -^  la, 

.r'=  X  coia  —  )•  siurt.  y'  ^  -^  sin  a  -^  ^^^  cosa, 


donnent    des    groupes    à    uii     parajnétre.     Au    contraire,     les    tran^fonua- 

I  ions  .;■' =  .r-l- «,  y' =  y -h  a-  ne  forment  pas  un  groupe,  car  la  transfor- 
mation résultante  de  deux  transformations  successives  j' =  .r -h  « -t- /> , 
y"  =  y  -7-  a-  ■+-  b-  ne  fait  pas  partie  de  l'ensemble. 

Si  dans  les  formules  (86)  qui  définissent  un  i;roupc  de  ti  ansformations 
oa  pose  a  =  n(«j,  a  étant  un  nouveau  paramètre,  il  est  clair  que  les  for- 
mules obtenues  définissent  encore  un  groupe.  Il  en  est  encore  de  même  si 
l'on  fait  un  cbangenient  de  variables,  comme   on   peut  s'en  rendre  compte 

II  priori.  En  ellet.  si  un  ensemble  de  iransfoiinations  ponctuelles  dans  un 
plan  est  tel  que  la  transformation  résultante  de  deux  transformations  suc- 
cessives fasse  partie  du  même  ensemble,  il  est  clair  que  cette  propriété  est 
indépendante  du  choix  des  coordonnéesà  l'aide  desquelles  on  fixe  la  posi- 
tion d'un  point  dans  le  plan.  Du  reste,  la  vérification  est  facile. 

Supposons  que  l'on  pose  x  =  11(h,  c),  _k  =  n|(a,  i'),  et  soient  inverse- 
ment u  =  ll-'(.r,  _y),  v^  llyM-'',  ^),  de  façon   que  l'on  ait  idenliquement 

X  =  II[II-'(.r.  y),  lljW.r.  yll,  y=  n,  [II-' (  .r.  j'  i,  Hj '(■'',  J')]- 

l'ar  hypollièse,  les  transformations  considérées  forment  un  groupe  et  les 
formules  (Sg)  où  c^'h(a,  //)  sont  une  conséquence  des  formules  (86) 
i-t  (87).  Soient  (11,  r),  (u,  v'),  (u".  i>")  les'conples  de  valeurs  des  nouvelles 
variables  qui  coirespondent  respectivement  aux  couples  (x,y),  {x'.y'}, 
(.r",  J-"  ).  On  a 

!H  =  [l--i|.7'.  r')=  II-'  J/[n(»,c),  n,iî<,r):n],  ç|  Il  (;;,('),  II,  (»,  c);  o]  [ 
=  F(", '■;  a); 
c'=  II7 '(>',/)=  II7'  ]f  [U{u,t).  n,(  II,  V):  a]. 'f\n{  u,  1-), Il  1(11, i'r.a][ 
=  *(«,  c;  n), 

el  tout  revient  à  démontrer  que    les  formules  (90)  définissent  eucoie   un 
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groupe  de  tiansformalions.  Or  on  a  par  exemple  //' =  T (  u' .  r';  /j  j.  ou 
«"=  n-i  if[U  (!,',(''),  Uilu',  (-■');  ù\,  -i[II(H',  II.  ![,(/(■.  l'i;  A  I  ;, 
ce  qui  est  encore  égal,  puisque  les  formules  (  S6  )  définissent   urt   <;roupe.  à 

n-'[/(a-\  jk':  à),  '^{x',y:  b)]  =  11    i  [/f  ,r,  j^:  c),  -^(r.  y:  c)\. 
c'est-à-dire  à 

n-'  ]/[U{u,  fi,  lli(!/,  i-);c],  9fn((/,  iM,  II,  .  (/.  i^'i:  c]  I  =  F(«,  r;  c), 

et  l'on  versait  de  même  que  l'on  a  v"  =  *(«,  i' ;  c). 

Deux  groupes  de  transformations  que  l'on  ramène  ainsi  l'un  fi  l'autre  par 
un  changement  de  variables  sont  dits  semblables.  Par  exemple,  les  deux 
groupes  a-'=  «a-.  «'=  u-i-  b  sont  semblables,  car  on  passe  de  l'un  à  l'autre 
en  posant  M  =  logar,  b  =  loga. 

Nous  allons  déterminer  tous  les  groupes  à  un  paramétre  en  supposant 
que  les  fonctions /"  et  o  sont  analytiques,  et  en  supposant  de  plus  que  le 
groupe  renferme  la  transformation  ide;ilique,  c'est-à-dire  que,  pour  une 
valeur  particulière  Oq  du  paramètre,  on  a  /{.r.y;  nii)  =  x,  '^(x,y,  a(,)=y, 
quels  que  soient  x  et^. 

Dans  les  équations  de  condition 

^91)  f^x'.,y':b)=f{x.y;c),  o{x' ,  y' :  b)  = 'o(x,  y:  c), 

on  peut  considérer  .r,  y,  a,  c  comme  des  variables  indépendantes,  et  b 
comme  une  fonction  de  rt  et  de  c  définie  par  la  relation  c=  'l'(''j  ^)  • 
x'  et  y'  sont  des  fonctions  de  x,r,  a,  définies  par  les  formules  (Sd).  En 
prenant  les  dérivées  par  rapport  à  a,  on  tire  des  relations  (91) 

df   dx'         df   dy'        àf  db  _  àf    Ox'         6*0    dy'        ào   àb  _ 

dx'   da  ~^  f)y'   Oa        ôb  da  '        àx'   'ia  ~^  dy'   da   ~^  db  àa  ' 

.     Ob           ,         ,           ,         ,     ■        d'I        O'I  db  , .         j 

mais  — est  donne  par  la  relation  — ^  H r  —  =  o,  et  ne  dépend  par  con- 
fort                                                    da         db  da 

séquent  que  de  a  et  de  b.  En  résolvant  les  équations  précédentes  (\)i  )  par 

rapport  à  >  -^—1  on  obtient  donc  des  formules  de  la  forme 

'^'^  da      da 

—  =  l(a,  b)Ux',y',  b),  ^—  =  l(a,  b)r,(  x' ,  y\  b). 

da  da 

Or  x'  el y'  ne  dépendent  pas  de  è;  on  a  donc  le  droit  de  supposer  qu'il  en 
est  de  même  de  X,  f,  r,,  et  par  suite  x'  el  y'  sont  les  intégrales  du  système 
d'équations  différentielles 

dx'                  dy'  -  ,     ,    , 

(OB')  ;-  = =  h(a)da, 

qui  pour  a  —  «o  prennent  respectivement  les  valeurs  r  el  r.  Inversement. 
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quelles  que  soient  les  fonctions  z(:r,y),  r,(.r,y),  les  formules  .r  =/'(;r,  y,  a), 
r'=  !p('',  J',  «),  qui  représentent  les  intégrales  du  système  précédent,  se 
réduisant  respectivement  à  a?  et  à  jK,  pour  une  valeur  particulière  rtj,  du 
paramètre,  définissent  un  groupe  continu  de  transformations.  Nous 
pouvons  d'abord,  pour  simplifier,   introduire   un   nouveau   paramètre  /  en 

posant  '=  /     \'(a)da,    ce   qui    permet    d'écrire    les    équations  dideren- 

tielles(g5)  sous  la  forme  réduite 

/    /  .  dr'  dy' 

\(x  .  y  )        r,(.r  ,  y') 

L'intégrale  générale  de  ce  système  peut  s'écrire,  comme  on  la  vu  plus 
haut  (n''393), 

2i  (.?■',  y')  =  C,,  il,(x\  y')  =  «  -H  Cj, 

Si]  et  ilo  étant  des  fonctions  déterminées  de  x' ,  y'  et  C|,  Ci  étant  deux 
constantes  arbitraires.  Les  intégrales  qui  pour  f=o  prennent  les  valeurs  ,r 
et  y  sont  données  par  le  système  d'équations 

(g'j)  ili(x\  y  )  =  ili{x,y),  iU{x';  y)=^il.(x,y)  —  l. 

Les  formules  précédentes  définissent  bien  un  groupe  continu,  car,  si  l'on 
elfectue  successivement  les  deux  transformations  qui  correspondent  aux 
valeurs  t^  et  t^  du  paramétre,  la  tiansformation  résultante  correspond  à  la 
valeur  t\-k- t-î  du  paramètre.  Les  deux  transformations  qui  correspondent 
aux  valeurs  i  et  — /  sont  inverses  l'une  de  l'autre.  Si  l'on  a 

x'  =/(x,  y-t),         y'==  a(x,y:  t), 

inversement  on  peut  écrire 

■^=A^',y'-  ~t),       y  ='?(3^\y'-  —'>■ 

Prenons  pour  nouvelles  variables 

H  =  Q,(.r,j),  t'  =  iîi(x,y); 

les  formules  (95)  deviennent 

(96)  II' =  u,         f' =  i> -h  t : 

on  dit  que  le  groupe  est  ramené  à  la  forme  réduite.  Tout  groupe  continu 
à  un  paramètre  est  donc  semblable  à  un  groupe  de  translations. 

Prenons  par  exemple  le  groupe  a7'=  ax,  y'  =  a^y.  Nous  avons,  en  appli- 
(|uant  la  méthode  générale, 

dx'  X  dy  y' 

da  a  do        ~  a 
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Les  équations  din'érentielles  (g'S  i  sont  dans  ce  cas 


en  posant  t  =  log«.  Les  équations  finies  du  groupe  peuvent  s'écrire 
■=H- =  —  j  iogj-'=  loga- -i- <. 

et  on  les  mettra  sons  la  forme  réduite  en  prenant  pour  nouvelles  variables 
logjc  et  =—  ■ 


397.  Application  aux  équations  différentielles.  —  Supposons  qu'une 
équation  différentielle  donnée 


<97> 


^  /  dy     d-  V  d"y  \ 

F    ./■.  y,  -j-,  -j^,  ■■■,  -j-^)  =  o 
\  (/,(■     dx-  dx"  I 


admette  un  groupe  connu  de  transformations  à  un  paramètre,  c'est-à-dire 
soit  identique  à  l'équation  obtenue  en  eflectuant  sur  les  variables  x  tt  y  le 
changement  de  variables  défini  par  les  formules  (86),  quelle  que  soit  la 
valeur  numérique  du  paramètre  a.  On  peut  se  servir  de  cette  propriété 
pour  simplifier  l'intégration.  En  effet,  imaginons  qu'on  effectue  d'abord  un 
changement  de  variables  de  façon  à  ramener  les  équations  qui  définissent 
le  groupe  considéré  à  la  forme  simple  h' =  ii,  v'^v-\-a.  Le  même  chan- 
gement de  variables,  appliqué  à  l'équation  différentielle  proposée,  conduit 
à  une  nouvelle  équation  d'ordre  n 

.    o^  *  /  dv     du-  d"l\ 

(98)  ''("■''^di-rdIr-'---'di;^')  =  '' 

qui  ne  doit  pas  changer  quand  on  y  remplace  f  par  i'^a.  quelle  que  soit 
la  valeur  numérique  de  la  constante  a.  Ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  le 
premier  membre  <J>  ne  renferme  pas  la  variable  i^.  Si  l'équation  est  du  pre- 
mier ordre, on  obtiendra  l'intégrale  générale  par  une  quadrature;  si  n>i, 

on  abaissera  l'ordre  de  l'énuation  d'une  unité  en  prenant  -7-  pour  fonction 
'  du 

inconnue. 

Prenons  par  exemple  l'i'qiiation  homogène  du  premier  ordre 


ÎMiY 


Cette  équation  ne  change  pas,  quand  on  remplace  x  el  y  par  ax  et  ay 
respectivement,  quelle  que  soit  la  constante  a.  Or  les  formules  x'=ax, 
y' =:  ay   définissent  un   groupe  de   transformations,  que  l'on  peut  encore 
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■H-  =  —  '         ioe  K  =  log  y  -^  i. 

En  posant —  ^=  tt,  losrr  =  v,  on  sera  donc  conduit  à  une  éqnatiuii  s'inté- 

grant  par  une  quadratnre  (voir  n°  3().ï). 

Considérons   encore   l'équation    linéaiie    du    premier   ordre,    et   d'abord 

dy 
l'équation    liomogène    — 1-  P^'  =  o.    Cette    équation    ne   changeant    pas 

quand  on  remplace  y  par  ay,  quelle  que  soit  In  constante  a.  on  peut  dire 
qu'elle  ailmet  le  groupe  de  transformations  x'=:t,  _)/'=  aj'.  Elle  s'inté- 
grera donc  par  une  quadrature,  en  prenant  log^  pour  fonction  inconnue. 
Soit  en  second  lieu 

(99)  g^P^-KQ  =  o 

l'équation  linéaire  générale,  et  soit  y^  une  intégrale  particulière  non  nulle 

,.          .       dy 
de  l'équation  -^ Py  =  o.  Il  est  facile  de  vérifier  que  l'équation  (99)  ne 

change  pas  quand  on  remplace^  par  j- M- /5y,  ;  elle  admet  donc  le  groupe 
de  transformations  défini  par  les  formules 

>■'      y 

X  =  .r,  —  =  — H  a. 

En  prenant  pour  nouvelle  inconnue  -=— >  on  doit  donc  être  conduit  à  une 

....  •^' 

équation  intégrable  par  une  quadrature.  On  est  précisément  ramené  au\ 

calculs  du  n°  366,  et  l'on  verrait  de  même  que  les  différents  cas  d'abaisse- 
ment qui  ont  été  signalés  (n"381)  pour  les  équations  d'ordre  supérieur  ne 
sont  au  fond  que  des  cas  particuliers  de  la  méthode  précédente. 

Ces  différents  procédés,  qui  apparaissent  au  premier  abord  comme  des 
artifices  de  calcul  sans  aucun  lien  entre  eux,  peuvent  ainsi  être  rattachés 
à  un  point  de  vue  commun  au  moyen  de  la  théorie  des  groupes  de  trans- 
formations. A  tout  groupe  continu  de  transformations  à  un  paramètre 
entre  deux  variables  .r  et  y,  on  peut  de  cette  façon  faire  correspondre 
une  infinité  d'équations  du  premier  ordre  qui  s'intègrent  par  une  quadra- 
ture, et  d'équations  d'ordre  supérieur  dont  on  peut  abaisser  l'ordre  d'une 
unité.  Cette  remarque  peut  avoir  une  importance  pratique  dans  la  mise 
en  équation  de  certains  problèmes.  Supposons  en  elfet  qu'il  s'agisse  de 
trouver  des  courbes  planes  jouissant  d'une  certaine  propriété  et  que  l'on 
connaisse  a  priori  un  groupe  (G)  de  transformations  à  un  paramétre  tel 
que,  si  l'on  applique  une  transformation  quelconque  de  (G)  à  une  courbe 
possédant  la  propriété  en  question,  la  nouvelle  courbe  possède  la  même 
propriété.  Il  est  clair  que  l'équation  différentielle  de  ces  courbes  admettra 
le  groupe  donné  de  transformations.  Si  donc  on  choisit   un  système  de 
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coordonnées  lu,    r)   tel   que  les  équations  du   groupe  (G)  soient    ii'=u, 

(•'=(-t-a,  l'équation  différentielle  des  combes  chercliées  dans  ce  système 

,  ,         .  ,  dv     d^{'  „  , 

de  coordonnées  ne  renlermera  que  u,  -r- >  —, —  >  .  ■  •  •  Par  exemple,  sup- 

du     dti- 

posons  que  l'on  veuille  obtenir  les  projections  sur  le  plan  des  .rj  des 
lignes  asymptotiques  ou  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  hélicoïde, 
l'axe  O^  étant  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  qui  fait  glisser  la  surlace 
sur  elle-même.  Il  est  clair  que,  si  une  courbe  C  du  plan  des  .r}'  répond  à 
la  question,  il  eu  sera  de  même  de  toutes  les  courbes  que  l'on  obtient  en 
faisant  tourner  G  d'un  angle  quelconque  autour  de  l'origine.  L'équation 
différentielle  de  ces  courbes  admet  donc  le  groupe  formé  par  les  rota- 
tions autour  de  l'origine;  les  équations  de  ce  groupe  sont,  avec  les  coor- 
données polaires,  p'=p,  o/=(o  +  o.  Avec  le  système  de  variables  p,  o), 

l'équation  différentielle  ne  renfermera  donc  que  o  et -7— (voir  I.  n" '243). 

^       '         dp 

Jusqu'ici  nous  avons  supposé  le  groupe  G  connu.  Nous  sommes  donc 
conduits  à  examiner  le  problème  suivant  :  Une  équation  différentielle 
étant  donnée,  reconnaître  si  elle  admet  un  ou  plusieurs  groupes 
continus  de  transformations  à  un  paramètre,  et  déterminer  ces 
groupes.  C'est  une  question  très  importante,  que  je  ne  puis  songer  à  déve- 
lopper ici;  je  me  bornerai  à  quelques  indications. 

398.  Transformations  infinitésimales.  —  Etant  donné  un  système  de 
transformations  effectuées  sur  n  variables,  défini  par  les  formulés 

(100)  jr',  — //{xi,  îTn,  . .  .,  J7„',  a)  (  î  =  I,  2,  .  .  . .  «  ). 

où  les  fonctions  y,  dépendent  d'un  paramètre  arbitraire  a,  on  dit  encore 
que  ces  transformations  forment  un  groupe  si  la  transformation  résultant 
de  deux  transformations  quelconques  de  ce  système  effectuées  successive- 
ment appartient  encore  au  système.  On  démontre  comme  plus  haut  que 
tout  groupe  qui  renferme  la  transformation  identique,  c'est-à-dire  tel  que 
l'on  ait,  pour  une  valeur  «o  d"  paramètre,  quels  que  soient  3-,,Xi,  ...,T„, 

fi(xj,  x,,  .  .  .,  r„;  ao)  =  X,  ('(■=!,  2,  .  .  .,  n), 

s'obtient  en  intégrant  un  système  d'équations  différentielles 

:'  dx\  _  dx^ _ 

^       .^  \  ;i(-t',,  x'„,  ...,  x'„)  ~  l2i^\,  x'i,  ■■■,^'„) 

Soient 


=  rf/. 


(102)  x,  =  Oi(xx,  x<i,  . . .,  x„:  I)         (i  =  \,  1,  .. .,  n) 

les  intégrales  de  ce  système  qui  se  réduisent  à  xu  x-i,   ...,  x„  respective- 
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mont  poui'  <  =  o.  Les  formules  (102J  tléliiiissenl  un  groupe  continu  à  un 
paramètre,  la  variable  t  jouant  le  rôle  de  paramèlre.  Nous  avons  vu  en 
effet  (n°  393)  que  l'intégrale  générale  de  ce  système  peut  s'écrire 

Qi(ar;.  a-;, ...,  3-;,)  =  c,       ..., 

<2„_,(a:',,  x',,  .  .  .,  x'„)  =  C„-„  ii„(x',,  ....  .t'„)  =  e-^C„. 

i2i,  'Jj,  ••••  — n  étant  n  fonctions  des  variables  r}  que  l'on  a  définies  avec 
précision.  Les  intégrales  qui  pour  ?  =  1)  prrniipnt  les  valeurs  .r,.  x,,  ...,x„ 
sont  donc  fournies  par  les  relations 

(  Qi{x\.  . . .,  x',^)  =  ilj  (xi,  . . .,  X,,}         (i=i,  2,  ....  «  —  I ), 
(lo'i)     < 

/   Q,i(x\.  . . .,  x'n)  =  l!„(a"i,  Xi,  ....  x„)  -t-  t, 

équivalentes  aux  formules  (102  ).  Sous  cette  nouvelle  forme,  on  voit  immé- 
diatement que  ces  transformations  forment  un  groupe. 

Soit  F(a:i,  Xj,  ....  x,i)  une  fonction  des  n  variables  .r,  ;  si  nous  y  rem- 
plaçons les  variables  a-,  par  les  fonctions  x',  déduites  des  formules  (102), 
le  résultat  F(x\,  x',,  ...,  x'„)  est  une  fonction  de  Xi,  x»,  ...,  Xn,  i,  qui 
pour  ^  =  o  se  réduit  à  F(xi,  x^,  ...,  x„).  Proposons-nous  de  développer 
cette  fonction  suivant  les  puissances  croissantes  de  t. 

D'une  façon  générale,  nous  désignons  par  F'  ce  que  devient  une  fonc- 
tion F(X|,  X},  ...,  x„)  quand  on  y  remplace  xi  par  jrj,  et  nous  poserons, 
f  étant  une  fonction  quelconque  de  Xt.  x-i,  ....  x„, 

\{f)  =  «,Oi,  xj,  . . .,  x„) -...^-..{xu  a-o, .T„)  -i—; 

0X\  ox,i 

les  variables  x,-  étant  remplacées  par  Xj,  nous  poserons  de  même 

^(f)=id-[,x^,...,x;.)^-...^^.(x„x,,...,xi,)^. 
Cela  posé,  nous  avons,  d'après  les  équations  différentielles  (101), 

dt  dXy  f)x„ 

nous  avons  ensuite 

ig:  =  ^LX'(r)i  =  x[V(F')]. 

et  d'une  façon  générale 

dtP 
X'lp)(F')  désignant  le  résultat  de  l'opération  X'  effectuée/)  fois  successive- 


'''''^'=XV.(F'), 
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.       '  ,  .,    .  ,  /di'V\ 

ment.  Pour  t  —  o,  x ...r.,,  .  .  . ,  oc,,  se  réduisent  a  x<.  .r,.  ....  .r„.  (  — ; — 

est  égal  à  X'/''(F),  et  le  développement  de  F'  est  donné  par  la  formule 

1   F'(a-',,  ...,  .v'„)  =  F(a.-i,  ...,  3:„)-i-;X(F) 

(io4)    <  t-  ti' 

H X'2'(F)-f-...-)-— X(f'(F)-H.... 

[  1.2  p] 

La  fonction  F  étant  supposée  régulière  dans  le  voisinage  des  valeurs  Xi, 
a-2,  ...,  j-„.  la  série  du  second  membre  est  convergente  tant  que  \t\  est 
suffisamment  petit,  iin  particulier,  nous  avons 

(IOD)  J-,  =  Xi-^   - 

Donnons  à  f  une  valeur  infiniment  petite  St;  les  formules  précédentes 
peuvent  s'écrire  en  posant  Sxi=  x'j — Xj,  et  en  négligeant  les  infinimenl 
petits  d'ordre  supérieur  au  premier  par  rapport  à  et, 

(io6)  or,  =  ;|3/,         oXi=çiOl,  ...,         o.r,i  =  r„rjt. 

On  dit  que  ces  formules  définissent  une  transforma/ion  infinitésimale, 

etX(/),  ou    7   h-r—7  est  le  svmbole  de  celte  transformation  infinitésimale. 

A  tout  groupe  à  un  paramètre  correspond  une  transformation  infinitési- 
male, et  inversement;  on  peut  choisir  à  volonté  n  fonctions  ^i,  Çj,  ...,  f„ 
de  a^i,  Xi,  ...,  x„,  et  X(y)  est  le  symbole  d'une  transformation  infinité- 
simale définissant  un  groupe  continu  dont  on  obtiendrait  les  équations  en 
intégrant  le  système  d'équations  difl'érenlielles  (loi).  L'introduction  des 
transformations  infinitésimales  a  permis  d'appliquer  à  la  théorie  des 
groupes  les  méthodes  du  calcul  infinitésimal.  Du  reste,  dans  beaucoup  de 
questions  relatives  aux.  groupes,  c'est  la  transfoimation  infinitésimale  qui 
intervient  seule,  comme  nous  allons  en  voir  des  exem'ples. 

Considérons  Xt,  x-i,  ...,  x„  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans 
l'espace  à  n  dimensions,  et  l  comme  une  variable  indépendante  mesurant 
le  temps.  Lorsque  t  varie,  le  point  de  coordonnées  a-,,  x'^,  ...,  x'„  décrit 
dans  l'espace  à  n  dimensions  une  courbe  ou  trajectoire  partant  du 
point  (a-j,  x-i,  ...,  x„).  L'espace  à  n  dimensions,  ou  du  moins  un  domaine 
pris  dans  cet  espace,  est  ainsi  décomposé  en  une  infinité  de  multiplicités 
à  une  dimension,  chaque  point  de  ce  domaine  appartenant  à  une  seule 
multiplicité.  On  dit  qu'une  fonction  F(;ri,  ...,.r„)  est  un  invariant  du 
groupe  considéré  lorsqu'on  a,  quel  que  soit  t, 

V (x\,  .  . . ,  2-,', )  =  F(.r|,  .  .  . ,  x„). 

Il  est  aisé  d'avoir  tous  les  invariants  d'un  groupe.  En  effet,  en  divisant 
par  t   les  deu\   membres  de  l'équation  (io4),  où    l'on  suppose  F'^F,  il 
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X(F)-^-X;2'(F)-i-...-i X/';(F;-r-...  =  o: 

•2  l  .1.  .  .p 

cette  égalité  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  l,  il  faut  en  particulier  que 
l'on  ait  X(F)  =  o.  On  dit  alors  que  la  fonction  F  admet  la  transformation 
infinitésimale  du  groupe.  Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  car,  si 
l'on  a  X(F)  =  o,  on  a  aussi  X[X(F)]  =  o,  . . .,  et  par  suite  X'/''(  F)  =  o, 
quel  que  soit  p.  Les  seuls  ini'ariants  du  groupe  à  un  paramètre  sont 
donc  les  intégrales  de  l'équation  X(f)  =  o. 

Remarquons  que  si  deux  groupes  ont  respectivement  pour  transforma- 
tions infinitésimales  X(/)  et  II  X(/),  U{Xi,  x-z,  ....x„)  étant  une  fonc- 
tion quelconque,  ces  deux  groupes  ont  les  mêmes  invariants,  sans  être 
identiques.  Si  l'on  applique  à  un  même  point  les  transformations  des  deux 
groupes,  ce  point  décrira  bien  la  même  trajectoire,  mais  avec  des  vitesses 
différentes.  Inversement,  si  deux  groupes  ont  les  mêmes  inAariants,  les  deux 
transformations  infinitésimales  X(y)  et  Y(/)  ne  peuAent  différer  que  par 

un  facteur  11(^1,  x^, ,  Xn)  ne  dépendant  que  de  a"|,  x^,  . . . ,  a"„,  car  les 

deux  équations  X(/)  =  o,  Y(/)  =  o  doivent  avoir  les  mêmes  intégrales. 

Nous  introduirons  encore  une  notion  importante.  Soit 

<I07I  x,=f(x,y.  a).         yt  =  o{x,y:  a) 

un  groupe  continu  à  deux  variables.  Si  l'on  applique  une  transformation 
lie  ce  groupe  à  tous  les  points  d'une  courbe  plane  C,  on  obtient  une  autre 
courbe  plane  Ci.  Soient  _y',  _>»",  ...,  _)''"'  les  dérivées  successives  de  y  par 
rapport  à  a-  et  ^', ,  ^'(,  . . .,  ^<,'"  '^^  dérivées  successives  de  yi  par  rapport 
à  Xi;  nous  avons  vu  (I,  n°  89)  comment  on  peut  calculer  ces  dérivées  suc- 
cessives au  moven  de  t,  y,  y'.  ...,_)''"',  ce  qui  conduit  à  des  formules  de 
la  forme 

'  r'i'"  =  'T'n(x.  y,  y'.  . . .,  y'"';  fl). 

Les  formules  (107  i  et  (108)  définissent  encore  un  groupe  de  transforma- 
lions  à  n  H-  2  variables  x,  y,  y',  .  .  .,  y'"\  que  l'on  appelle  le  groupe  pro- 
longé du  premier.  Nous  admettrons  ce  point  dont  la  démonstration  n'oflVe 
d'autres  difficultés  que  quelques  longueurs  d'écriture.  Xous  montrerons 
seulement  comment  on  peut  calculer  la  transformation  infinitésimale  du 

groupe  prolongé.  Soit  l(x,  y) -y — t-  ilC^i  y^A  '''  transformation  infinité- 
simale du   groupe  donné.  Nous  pouvons  écrire  les  équations  de  ce  groupe 


('09) 


•'  (rr,  v)  -i (  t-^ 


ày^ 


Yi=  Y TiCJ",  y)  ~. ;-r^-i-Ti  — i     -(-..,, 

■'        •'         ,    '\    '.^^        x.ïydx         *  Oy  I  ' 
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el  l'on  en  déduit 


■'        I  \i)x  or  -^  1 


dx  -^  -  t  -^  dx  -^  -^  dy  )  -^ . .  . 

Le   coefficient  de   t  dans  le  second    membic,   le   seul   dont   nous   ayons 
besoin,  s'obtient  par  une  division,  et  il  est  égal  à 

Ox^\f)y        ôx)  dx        \()y)   \dxj 

Le   symbole  de  la   transformation   infinitésimale  du   groupe   prolongé  est 
donc,  pour  »  =  i , 

^^       -^  '  dx  ' -^    di-        yùx        \  ôy        ûx  1  -  dy  ~     J  ày 

Le   procédé   est   général.    Si   le  coefficient  de  t  dans  le  développemen; 

dej',''~"  est  ■7r(.r,  _K, /';  .  .  .,  ;k'"~"),  on  a  pour  y\"' 

,   ,„    .,  rfr'" -"+ -  c?7:  H-.  . . 

,  ,     dr\"'^'  I 


el  le  coefficient  de  t  dans  le  second  membre  est 

dx       ^        \  ôx  '*"  r)y  ^  )'  * 

On  peut  donc  calculer  de  proche  en  proche  les  transformations  infini- 
tésimales des  groupes  prolongés  que  l'on  peut  déduire  du  groupe  consi- 
déié,  en  s'arrêtant  à  telle  valeur  de  n  que  l'on  veut. 

On  dit  qu'un  système  d'équations  dilTérenlielIes 

dx^        dxi  dx„ 

admet  le  groupe  de  transformations  à  un  paramètre  G  défini  par  les  for- 
mules (loo)  lorsqu'il  se  change  en  un  système  de  même  forme 

dx.        dx',,  dx\^ 

quand  on  prend  pour  nouvelles  variables  x\^  x'„^  ...,  x',,,  au  lieu  de  .ri, 
x-i.  ...,  x,i,  et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramétre  a.  D'après  la 
liaison  qui   a  été  établie  entre  le  système  (iio)  et  l'équation  aux  dérivées 


larllelles 
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0.f  V      ">/      .  .     V       "/ 


(119.)  X(/)=X,-^^X.,-^--...--\.-^  =o, 

il    faut  et  il  suffit  pour  cela  nue  toute  transformaliori  du  groupe  G  con- 
duise de  réquation 


x-{f)=^\){x\,x\ x;,)-I-_ 


à  une  équation  linéaire  équivalente  à  X(/)  =  o,  quelle  que  soit  la  valeur 
du  paramètre  a.  Si  f(x,,  x,.  ...,  x„)  est  une  intégrale  de  X(/)  =  o, 
f(x\,xi,.  ...,  a:'„)  est  aussi  une  intégrale  de  \'(/)=o,  et,  par  suite, 
après  qu'on  y  %  remplacé  x\,  ...,  x'„  par  leurs  expressions  (loo), 
f{x\.  ....  x'„)  doit  encore  être  une  intégrale  de  X(/)  =  o.  Il  s'ensuit  que 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  système  d'équations  diffé- 
lentielles  (i  lo)  admette  le  groupe  de  transformations  G,  c'est  que  toute 
transformation  de  ce  groupe  change  une  intégrale  de  l'équatson  X(/)  =  o 
en  une  intégrale  de  la  même  équation. 
Soit 

àf     ,    .     àf  ,     df 


TC/)  =  c,-=i-  -^l 


(i.r->      ■  '    >->T, 


la  transformation  infinitésimale  du  groupe  G.  Nous  pouvons  écrire,  en 
remplaçant  le  paramètre  <7  par  le  paramètre  t  défini  plus  liaul. 

fiJ-'i-  r'^ x„)  =/(xi,x,,  ....  j-„}-h  -j-Ti/'H-  —  T[T^/)]— 

Si  fixi,  ...,Xi,)  est  une  intégrale  quelconque  de  l'équation   (112),   il 
doit  en  être  de  même  Ae  f{x\,  . . .,  x'„)  et  par  suite  de 

/(r'i,  ...,x'n)—f{Xi,  ...  x„), 
ou  de 

quel  que  soit  t.  En  particulier,  T(/)  doit  être  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (112).  Cette  condition  est  suffisante.  Soient,  en  effet,  fi,fi,  .■■,fn-i 
un  système  de  re  —  l  intégrales  distinctes:  si  T(/i),  T(/2),  ....  T(/„_i) 
sont  aussi  des  intégrales,  il  en  est  de  même  de  T(/),y  étant  une  autre 
intégrale  quelconque.  Nous  avons  en  effet  /=  U(f,./-,.  .  .  . , /„_i  ),  et  par 

Tl/)  étant  une  intégrale,  il  en  est  de  même  de  TfTi/iJ,  et  ainsi  de 
suite;  il  en  est  donc  de  même  de/(a:',,  x',,  . . .,  x'„). 
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Donc,  pour  que  le  système  (iio)  admette  le  groupe  G  de  transfor- 
mations, il  faut  et  il  suffit  que,  si  f  est  une  intégrale  de  \(f)  =  o,  il 
en  soit  de  même  de  T(f).  On  dit  pour  abréger  que  l'équation  X(/)  =  o 
admet  la  transformation  infinitésimale  T(f). 

Cela  posé,  reprenons  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

dx        dy 

Pour  nue  l'équation  X(  /■)  =  A  — — i-  B  —  =  o  admette  la  transformation 
'  ^  •'  d.r  riy 

infinitésimale  ;  -f^ — h  r  —  >  il  faudra  que  l'on  ait,  en  désienant  par  tufa:,  r  ) 
ày  Oy  '  ^  r  ~    'j 

une  intégrale  (autre  qu'une  constante)  de  \(f)  =  o, 

A— -+-B—  =o.  3— +  -,)  — =  n(io), 

Ox  dy  o.v  dy 

Il(io)  étant  une  fonction  indéterminée  de  lo.  On  tire  de  ces  relations 

()oj  _       Bn{(o)  riw  _  An(w) 

dx  ~       Atj  —  B  ç  '  dy  "  A  v-,  —  B  ;  ' 

et,  par  suite, 

(/u>  B  dx  —  A  dy 

n  (  to  )  "^     B  £  —  A  7)    ' 

-;—L 7 —  est  donc  un  facteur  intégrant  pour  ^  dx  —  k  dv-  Inversement. 

BÇ  —  At;  '  ■' 

soit  'a{x,y')  une  fonction  telle  que  sa  différentielle  totale  soit 
B  dx  -  A  dy 


B^  — At,     ' 

on  a  à  la  fois 

^  dx  dy  •  '  dx  dy 

T(o)  est  donc  aussi  une  intégrale  de  l'équation  X(o)  =  o,  et  nous  pouvons 
énoncer  le  résultai  comme  il  suit  : 

Pour  que  l'équation  différentielle  {\\.\  )  admette  le  i^roupe  de  trans- 
formations  déduit   de  la   transformation  infinitésimale  i— — t-ri— , 

il  faut  et  il  suffit  que-r— — soit  un  facteur  intégrant  pour  Bdx — kdy. 

Cette  nouvelle  méthode  n'exige  que  la  connaissance  de  la  transforma- 
tion  infinitésimale  du   groupe.   Comme  il  existe  une  infinité  de  facteurs 
intégrants,  on  voit  que  toute  équation  du  premier  ordre  admet  une  infi 
nité  de  transformations  infinitésimales. 

Revenons  au  cas  général  du  système  (iio).  Soient  X(/)  =  o  l'équation 
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linéaire  coiiespomlante  et  T(/)  le  symbole  d'une  transformation  inlinité- 
simale.  Considérons  l'équation 

<'i5)  Z(/)  =  \[T(/;]-T[\(/,]  =  o, 

où  X[T(/)]  représente  le  résultat  de  l'opération  X(/)  appliquée  à  T(/), 
et  où  T[X(/)]  a  une  signification  analogue;  Z(f)  est  encore  une  fonction 

linéaire    et    homogène    des    dérivées    du    premier  ordre  -=^  et    ne    ren- 

ferme  aucune  dérivée  du  second  ordre.  Il  suffit  de  vérifier  que  les  coeffi- 
cients  d'une  dérivée   du    second   ordre  sont  les   mêmes  dans  X[T(/)]  et 

dans   TfXf/")].    Or    le    coefficient    de   -^  est   X,:,    et    celui    de      "'■ 

axj  •  OXiOxi^ 

est  X,^A^  Xi;,-  dans  T[X(_/')],  et  il  est  évident  que  ces  coefficients  sont 

les  mêmes  dans  X[T(/)].  L'équation  Z(/)  =  o  est  donc  une  équation  de 

même  forme  que  l'équation  X(/)  =  o.  que  l'on  peut  écrire,  en  mettant  les 

roefficients  en  évidence. 

M>8,     Z(/)  =  [X(^,)-T(\,)];^-...+  [X(f,)-Tf.\,-,]i^-...=  o. 

Cela  posé,  si  T  ('/)  est  une  intégrale  de  l'équation  X(/)  =  o,  lorsque/ 
est  une  intégrale  de  cette  équation,  toute  intégrale  de  X(/)  =  o  satisfait 
évidemment  à  l'équation  linéaire  Zif)  =  o;  on  doit  donc  avoir  ^  n"  .393) 

mi;)  ^[T(/iJ  -T[X(/)]  =  ?,3-,,ar2,  .  .  .,  .r„)X(/), 

:  -tant  une  fonction  indéterminée  de  .ri,  x,^  ...,  .r„.  Réciproquement,  si 
ion  a  une  identité  de  celte  forme,  toute  intégrale  de  l'équation  X(/)=  o 
satisfait  aussi  à  l'équation  X[T(/)]  =  o,  et  par  suite  T(/)  est  aussi  une 
intégrale  de  l'équation  X(/j  =  o.  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  l'équation  linéaire  X(/)  =  o  admette  la  transformation 
infinitésimale  T(f)  est  exprimée  par  la  relation  (117),  où  p  est  une 
fonction  quelconque  de  x,,  x.,  . .  .,  x„. 

Cette  relation  est  équivalente  à  (n  —  i)  relations  distinctes 

'^'--1'  — T(X,  .  _  X(:,)--T(Xj,  X(:„)-T(X„. 


>^.  Xs       ~ —       x:^ 

Ktant  donnée  une  équation  dilTérentielle  d'ordre  n 

d"r  I  dy     d-Y  d"-'r\ 

•'"^  -d^^n^-y^^'d^^'-'-'d^)' 

pour  savoir  si  elle  admet   le   groupe  de   transformations  G   déduit   de   la 

dx  •'     ày 

jilacer  l'équation  iiiS)  par  un  système  de  n  équations  différentielles   du 

premier  ordre,  en  prenant  pour  inconnues  auxiliaires  les  (  «  —  1  )  première* 

G  .  II.  ,_ 
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(iérivées  ^',  j  ",  ...,>•"-■'.  et  d'examiner  si  ce  système  admet  la  transfor- 
mation infinitésimale  du  groupe  prolongé  de  G. 

Prenons,  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre  J'  =  -f  (a^,  j),  ^'),  que 
l'on  |)eut  remplacer  par  le  s\slème 

dr        dy  dy' 

1 

ou  par  l'équation  linéaiie 


?(-'■.  J'.J'  ) 


il   faudra  examiner  si   cette  équation   admet  la  transformation   infinitési- 
male 

Of  ,  df        XOr.        [Or,         <i-\     ,       ôl     ,^    df 

t(,r.  vl^  -4-  r(.r.   r)^  -4-      —  H-  (  — -]y Y  "  \  -T^ ' 

■        -^     d.r         '^       •   '  rjy        Y^x        \ily        <)x  j -^        Oy'    J   Oy 

En  développant  les  calculs,  on  trouve  une  condition  qui  renferme  x,  y 
et  y,  et  qui  doit  être  vérifiée  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces 
variables.  L'équation  du  second  ordre  étant  donnée,  si  l'on  veut  rechercher 
les  transformations  infinitésimales  qu'elle  admet,  les  indéterminées  dont 
on  dispose  \(x,y),  ri(x,y)  ne  renferment  pas  ^'.  En  écrivant  que  la  rela- 
tion précédente  est  indépendante  de  ^j'',  on  peut  avoir,  suivant  la  fonction 
donnée  a(x,  y,  y'  ),  un  nombre  limité  ou  illimité  d'équations  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  fonctions  l{x,  y)  et  r|(x,  k)-  En  général,  ces  équa- 
tions seront  incompatibles,  et  l'on  voit  qu'une  équation  du  second  ordre 
prise  au  hasard  n'admet  pas  de  transformation  inji/iitésima/e.  Il  en  est 
de  même  des  équations  d'ordre  supérieur,  et  l'on  comprend  par  là  comment 
Soplius  Lie  a  pu  classer  les  équations  diU'érentielles,  d'après  le  nombre  des 
transformations  infinitésimales  distinctes  iiu'elles  admetlenl. 


EXERCICES. 


1*.  Soit  i\Io  la  plus  grande  valeur  absolue  de  /(  .r,  ^o)  lorsque  x  varie 
de  Xt)  à  Xo-ha,  les  lettres  a,  b,  K,  Xo,  yo  ayant  la  même  signification 
qu'au  n°  392,  l'intégrale  de  l'équation  j'' =_/"(^i  .X)  qu'  prend  la  valeur  y,, 
pour  X  =  Xo  est   continue  dans  l'intervalle   (xq,  x^^  p),   p  étant   le  plus 

•    j        .  u  '    ,        /         K^> 

■  petit  des  deux  nombres  «  et  —  log  (  i  -i-  -rr-    • 

k      ''  V         >•«/ 
[  E.  Li.NDEt.itK,  Journal  de  Matliéinaliijues.  l'^tjj-] 

On  établit  de  proche  en  proche,  comme  au  n"  389,  les  inégalités 


EXERCICRS.  (KJ 

Cl    yn    resleia    compris    entre    y^ — b    et   yu-r//,    pourvu    que    I'kii    ail 
6  K   "1 

2.  Trouver  deux  intégrales  premières  des  svslémes  J'cquations  siniul- 
tanée> 

dy  riz 

.dy  riz 

dy  dz  —  dx 


y{-i'-^y}        {-r — y  }  (-IT -T- -ly  —  z)        xi  .r — yi 
'■'>.  Les  pression est  un  facteur  intégrant  pour  dy — fi  —  I  dr. 

i.   La  forme  générale  des  équations  différentielles  du   premier  ordre  qui 

,  ,  ^  •■    , (>/'  of 

admettent  la  transformation  infmitesimale  y— x -^  est 

•'  dx  dy 

■IZ^ZZ.  =o(x^--^y^,. 

En  déduire  un  facteur  intégrant. 

5.  Trouver  la  forme   générale  des  équations  différentielles  du  premier 

ordre   qui   admettent   la    transformation  infinitésimale  —  -r-  x  —  ,  ou    la 

ox  dy 

transformation  infinilésimale  x—  -\-ar  —  - 
dx  -^  dy 

6.  Trouver  un  groupe  de  transformations  pour  l'équation  différentielle 
dy 

-j—  =  9(27  J- fl  r)  où  a  est  constant,  et  en  déduire  un  facteur  intégrant. 
dx        '  -^    '  " 

7*.  Les  équations  différentielles  de  la  courbe  élastique  gauche 

y'z"  —  z'y"  =  Sx'  -h  -py,  ' 

z'  x" —  x'  z'  =  iy' [ix, 

x' y"  —  y' x"  =  oz' — a, 

où  a,  p,  0  sont  des  constantes,  admettent  les  deux  inlégrales  premières 
x'^-hy''-i- z'^— C,  ^{x--h y-)  —  ^z' =  C.  On  obtient  ensuite  a;  et  ^^  par 
l'intégration  d'une  équation  différentielle  du  deuxième  ordre. 

[Hermite.  Sur  quelques  applications  des  fonctions 
elliptiques  (p.  g'i);  Œuvres,  t.  III,  p.  36i.] 


CHAPITRE  XX. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES. 


I     -  PROPRIETFS  GENER  VLES.   —  SYSTÈMES  FONDAMENTAUX. 

Les  équalions  dlliéientielles  les  mieux  étudiées  jusqu'à  présent 
sont  les  équations  linéaires.  Elles  jouissent  d'un  ensemble  de 
propriétés  caractéristiques,  c|ui  les  distinguent  nettenienl  et  en 
facilitent  l'élude.  D'ailleurs,  elles  interviennent  dans  un  grand 
nombre  d'applications  importantes  de  l'Analyse,  et  leur  étude 
préliminaire  est  très  utile  avant  d'aborder  les  équations  difTéren- 
tielles  de  la  forme  la  plus  générale.  Nous  n'étudierons  ici,  sauf 
dans  les  cas  de  mention  expresse,  que  les  équalions  dont  les  coef- 
ficients sont  des  fonctions  analytiques  de  la  variable  indépen- 
dante. 

399.  Points  singuliers  d'une  équation  différentielle  linéaire.  — 

Une  équation  dilTérentielle  linéaire  d'ordre  /(  est  de  la  forme 

(h  y  r/"-i  Y  dy 

d.r"  d.r"-'  dx 

C(i,  a,,,  ....  an+\  étant  des  fonctions  de  la  seule  variable  x.   Son 
intégration  est  équivalente  à  celle  du  système 


dx 


«ir«-i-^-  --+-««-1^1-!-  ««JH-«n+l=  O. 


J  dy  _  dy,   _  dyn-i  _ 

[tx"^^'       lîiF^'^'-'        ■■■'        ~d^  ""^"~'' 

obtenu  en  prenant  pour  inconnues  auxiliaires  les  />  —  i  premières 
dérivées  de  y.  Supposons  les  coefficients  a,-  liolomorphes  dans  un 
cercle  Co  de  rayon  R  ayant  son  centre  au  point  Xq,  et  soit  y,,, 
")■„,  yl,  ...,  !"„""''  un  système  de  /;  constantes  arbitraires.  En 
appliquant   aux    équations    (2)    un    résultat   général  -établi    plus 
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haul  (n°38o),  nous  voyons  que  ^équation  (i)  admet  une  inté- 
grale holomorphe  dans  le  cercle  C,,,  prenant  la  valeur  )„ 
pour  x  =  Xo,  Candis  que  ses  n  —  i  premières  dérivées  ont  res- 
pectivement les  valeurs  y'^^r^.  ■■■■,  .>'„""  pour  x  =:  x^,. 

Nous  savons  d'ailleurs,  d'api-ès  la  théorie  générale,  que  c'est  la 
seule  intégrale  de  l'équation  (i)  satisfaisant  à  ces  conditions  ini- 
tiales; nous  dirons,  pour  abréger,  qu'elle  est  définie  parles  con- 
ditions initiales  (j;(,i  J'o  y\-,  yl,  ■•■■,  J'»""")-  Cela  posé,  suppo- 
sons d'abord,  pour  fixer  les  idées,  ([ue  les  coefficients  «,  sont  des 
fonctions  uniformes  de  x,  n'ajanl  dans  tout  le  planque  des  points 
singuliers  isolés.  Soit  L  un  chemin  joignant  deux  points  non  sin- 
guliers Xa  et  X,  et  ne  passant  par  aucun  point  singulier  ;  l'intégrale 
qui  est  définie  par  les  conditions  initiales  (jJojJKojyôiJ'ô)  ••m/'o""' ) 
est  représentée  par  une  série  entière  P(x  —  x^)  convergente  dans 
le  cercle  Co  de  centre  .r„  passant  par  le  point  singulier  lé  plus 
voisin  de  Xo-  On  peut,  au  moyen  de  cette  série,  suivre  la  varia- 
tion de  l'intégrale  le  long  du  chemin  L,  tant  que  ce  chemin  ne 
sort  pas  du  cercle  Co.  Si  la  ligne  L  sort  de  Cu  en  un  point  a,  pre- 
nons sur  ce  chemin  un  point  x,  intérieur  à  C„  et  assez  voisin 
de  a  pour  que  le  cercle  C|  de  centre  .r,  passant  par  le  point  singu- 
lier le  plus  voisin  ne  soit  pas  tout  entier  à  l'intérieur  de  Cq.  De 
la  série  P{x — 'Xg)  et  de  celles  qu'on  obtient  par  des  dérivations 
successives,  on  peut  déduire  les  valeurs  de  l'intégrale  et  de 
ses  n — 1  premières  dérivées  au  point  x^.  Soient  y,,  y\,  ..., 
y'"'*'  ces  valeurs;  l'intégrale  de  l'équation  (i),  qui  est  définie 
par  les  conditions  initiales  (.r, ,  ), ,  }', ,  ...,  y'"~"),  est  représentée 
par  une  série  entière  l*{{x  —  X|)  convergente  dans  le  cercle  C). 
Les  sommes  des  deux  séries  P(.r  —  Xo)  et  Pi(.p  —  x,)  sont  égales 
dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles  Co  et  C,,  puisqu'elles 
représentent  l'une  et  l'autre  une  intégrale  de  l'équation  (i)  sa- 
tisfaisant aux  mêmes  conditions  initiales.  11  s'ensuit  que  la 
série  P{{x  —  .r,)  représente  le  prolongement  analytique  dans  le 
cercle  C,  de  la  fonction  analytique  définie  dans  le  cercle  Co  par 
la  série  V(x  —  Xo).  Si  toute  la  portion  de  L  comprise  entre ^i  et  X 
n'est  pas  située  dans  le  cercle  C|,  on  prendra  un  nouveau  point  a;2 
sur  ce  chemin  à  l'intérieur  de  C, ,  et  ainsi  de  suite. 

On  arrivera  certainement  à  un  cercle  renfermant  le  point  X  au 
bout  d'un  nombre^/;/  d'opérations  (cf.  p.  23^).  En  effet,  soient  S 
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la  longueur  du  chemin  L  el  o  la  borne  inférieure  de  la  distance  dun 
poinl  quelconque  de  L  à  l'un  des  points  singuliers.  Les  rayons  de> 
cercles  successifs  employés  sont  au  moins  égaux  à  S,  el  l'on  peut 
choisir  les  centres  de  ces  cercles  de  façon  que  la  distance  de  deux 

centres  consécutifs  soit  supérieure  à--  Après  p  0])érations  la  lon- 
gueur de  la  ligne  brisée  obtenue  en  joignant  ces  centres  suc- 
cessifs sera  au  moins  égale  k  p--  Si  l'on  a/j->S,  la  longueur 

de  cette  ligne  brisée  sera  supérieure  à  la  longueur  de  L;  après 
(p  —  i)  opérations  au  plus,  on  sera  donc  arrivé  à  un  cercle  ren- 
fermant toute  la  portion  de  L  comprise  entre  le  centre  de  ce  cercle 
et  le  point  X. 

On  voit,  en  résumé,  qu'on  peut  poursuivre  le  prolongement 
analytique  de  l'intégrale,  tant  que  le  chemin  décrit  par  la  variable 
ne  passe  par  aucun  des  points  singuliers  des  coefficients  a;.  Nous 
savons  donc  a  priori  quels  sont  les  seuls  points  qui  puissent  être 
des  points  singuliers  pour  les  intégrales  d'une  équation  linéaire; 
il  peut  d'ailleurs  arriver  qu'un  point  a  soit  un  point  singulier 
pour  quelques-uns  des  coefficients  ai  sans  être  un  point  singulier 
pour  toutes  les  intégrales.  Dans  le  cas  particulier  où  les  coeffi- 
cients sont  des  polynômes  ou  des  fonctions  entières,  toutes  les 
intégrales  sont  des  fonctions  holomorphes  dans  tout  le  plan,  c'est- 
à-dire  des  fonctions  entières,  pouvant  se  réduire  à  des  polynômes. 

Les  raisonnements  s'étendent  aussi  au  cas  où  les  coefficients  o,  ont  des 
singularités  quelconques,  ces  fonctions  pouvant  être  multiformes.  Si  l'on 
part  d'un  point  .<o,  où  ces  coefficients  sont-  holonioi  plies,  el  que  l'on  fasse 
décrire  à  la  variable  .r  un  chemin  L  tout  le  long  duquel  on  puisse  pour- 
suivre le  prolongement  analytique  des  coefficients  a,-,  on  peut  également 
poursuivre  le  prolongement  analytique  des  intégrales  le  long  de  ce  cliemin. 
Les  séries  entières  qui  représentent  les  intégrales  sont  convergentes  dans 
les  mêmes  cercles  que  les  séries  qui  représentent  les  coefficients. 

Ces  résultats  sont  bien  d'accord  avec  ceux  que  l'on  a  déduits  de  la 
méthode  des  approximations  successives  (n°  390). 

400.    Systèmes   fondamentaux.    —    Considérons    une    équation 
linéaire  et  homogène   ne  renfermant   pas  de   terme  indépendant 
de  j, 
,,,  „  d"  Y  d"-'  Y  (ly 
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nous  ilt'signons  ici  parF(  j'),  non  plus  une  fonction  de  la  varialVlc  )-, 
mais  le  résullal  dune  opération  cd'cctuée  sur  une  fonction  y  de  la 
variable  :v.  D'après  la  définition  même  de  ce  svmhole  d'opération, 

il   est   clair  <|ue,   si   r,,    tj v^,  >ont  />  foiiclions  (|uclçon(pies 

de  .;  .  el  (.|.  (.o,  ...,  i',p  des  constantes  quelconques,  on  a  la 
relation 


|-(C,J,  +  C,r: 


C„r,.)  =  CnV{y,)-^C.?{yi)- 


■c„F(^,,); 


si  Vi,  y-y,  ■■.,  ,Vp  sont  des  intégrales  de  l'équation  (3),  il  en  est 
donc  de  même  de  C,  f,  +  C_.j'o4-.  .  .+  ^pYpi  quelles  que  soient 
les  valeurs  numériques  des  constantes  G/.  Lorsque  Ton  connaît 
/?  intégrales  particulières  r, ,  y^,  ...,  y„  de  celte  équation,  on  peut 
par  conséquent  en  déiliiire  une  intégrale 


y- 


■I  Kl 


Ciy,- 


■  ^C„y,„ 


dans  lexpression  de  laipielle  figurent  />  constantes  arbitraires  C, , 
G2,  •  .  -,  G„.  On  ne  peut  pas  en  conclure  que  la  formule  (4)  re- 
présente bien  l'intégrale  générale  de  l'équation  ( .!  )  ;  il  faut  aupara- 
vant s'assurer  qu'on  peut  disposer  des  constantes  G),  Go,  .  .  .,  G„ 
de  façon  que,  pour  une  valeur  particulière  Xo  de  x,  diflerente  des 
points  singuliers,  r  et  ses  /;  —  i  premières  dérivées  prennent  des 
\aleurs  ([uelconques  données  à  l'avance.  Désignons  pour  abréger 
par  {yf)o  la  valeur  que  prend  au  point  .r„  la  dérivée  jo'*™"  de  l'in- 
tégrale particulière  Vi-  En  égalant  à  des  quantités  arbitraires  les 
valeurs  de  l'intégrale  1  et  de  ses  n  —  i  premières  dérivées  au 
point  ./^,  on  obtient  un  système  de  />  équations  linéaires  pour 
déterminer  les  constantes  G,,  Go,  .  .  . ,  G„.  Le  déterminant,  formé 
par  les  coeflicients  de  ces  inconnues,  doit  être  diflérent  de  zéro. 
Nous  désignerons  par  A(t,  jV^j  ■■■•Vn)  ce  déterminant  qui  est 
formé  par  les  fonctions  ),,  y.,,  .  .  . ,  y,,  et  leurs  dérivées  jusqu'à 
celles  d'ordie  «  —  1 , 

J'i  72 

y'i      y-. 


A(ri,r-2- 


r«'  = 


y/, 


Si  ce  déterminant  A(  1,,  j'j,  ....  j)«%  qn'  est  une  fonction  liolo- 
inorphe  de  x  dans  toute  région  où  les  coefficients  6f,  sont  holo- 
morphes,  n'est   pas    identiquement   nul,  choisissons   pour  Xo  un 
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point  OÙ  ce  déterminaiiL  ne  soit  pas  nul;  nous  pouvons  alors 
déterminer  les  constantes  Q  de  façon  que  )'  et  ses  n  —  i  pre- 
mières dérivées  prennent  pour  Xq  des  valeurs  initiales  quel- 
conques. Toute  intégrale  de  léqaation  (3)  est  donc  comprise 
dans  la  formule  (4)j  on  dit,  pour  abréger,  que  cette  formule 
représente  Vintégrale  générale  de  l'équalion  (3).  Les  inté- 
grales j',  ,>':;,  .  .  . ,  y^ni  telles  que  le  déterminant  A(  i,,  jj^oj  •  •  •  >  y») 
€st  différent  de  zéro,  forment  un  système  fondamental. 

Si  ce  déterminant  ^[yi,  y^,  ...,y„)  est  identiquement  nul, 
quelques-unes  des  intégrales  j',,  y^,  .  .  . ,  y„  peuvent  se  déduire 
des  autres.  D'une  façon  générale,  nous  dirons  que  /;  fonctions  y,, 
fj,  .  .  .,y„  de  la  variable  x  ne  sont  pas  linéairement  distinctes 
lorsqu'il  existe  entre  ces  /*  fondions  une  relation  de  la  forme 


(ti) 


Cyn- 


C„r,r- 


C|,  (lo)  •  •  -,  C„  étant  des  constantes  non  toutes  nulles.  Pour  que 
n  fondions  j',,  y-;,,  ...,  y„  ne  soient  pas  linéairement  dis- 
tinctes, il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant  S{y,,j'.^.  .  .  .,j)'«) 
soit  identiquement  nul. 

D'abord,  la  condition  est  nécessaire.  On  déduit,  en  effet,  de  la 
relation  (())  les  [n  —  i)  relations  de  même  forme 


(7)     c,yr  +  ^iy'i 


Cny'f 


ip=': 


.,  «-I) 


entre  les  dérivées  du  premier  ordre,  du  deuxième  ordre,  etc.,  des 
fonctions  )',-.  Les  coefficients  C,;  n'étant  pas  tous  nuls  par  hypo- 
tlièse,  les  équations  (6)  et  ("j)  ne  peuvent  être  compatibles  que  si 
le  déterminant  Al^y,,y.^,  .  .  .  ■,  y,i)  est  identiquement  nul. 

Réciproquement,  supposons  A  =  o,  et  supposons  d'abord  que 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  relatifs  aux  éléments  de  la 
dernière  ligne  ne  sont  pas  nuls  identiquement,  par  exemple  que 
le  coefficient  de  )'"'  " 


fn-  I 


•est  différent  de  zéro.  Soit  \  une  région  du  plan  de  la  variable  x 
où  les  fonctions  yi  sont  holomorphes,  et  où  ce  déterminant  6  ne 
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s'annule  pas.  Posons 

ces  n  —  I  équations  déterminenl  poiirK,,  Ko,...,  R„_(  des  fonc- 
tions liolomorphes  de  x  dans  la  région  A,  car  Iv,  est  le  quotient 
tl'une  fonction  holomorplie  par  le  mineur  o  qui  ne  s'annule  pas 
dans  A.  Ces  fonctions  K,,  .  ..,  K„_,  satisfont  aussi  à  ]a  relation 

<'.H  r,"   '   =  K,_Ki""''-i-K,_K2"-"-^..--i-K„_,7„"j-,'s 

puisque  A(j',,j'o,  ...,y„)  est  nul  en  tout  point  de  A.  En  diffe- 
rentiant  une  fois  chacune  des  équations  (8)  et  tenant  compte  de 
CCS  équations  elles-mêmes  et  de  la  relation  (g),  il  vient 


^|V,"   -   ^.•.  +  K„_,j'„"_,-  =o, 

et  par  suite,  jjuisque  o  ^  o,  K',  ^  K.^  =  . ..  =  K„_,  =  o.  Les  fonc- 
tions K,,...,  K„_,  sont  donc  des  constantes  et  l'on  a  bien,  entre 
les  n  fonctions  Vi ,  y-^^  ••••  y'n-  une  relation  de  la  forme  (6),  où  tous 
les  coefficients  sont  constants,  le  coefficient  C«  étant  différent  de 
zéro.  Cette  relation  étant  établie  dans  la  région  A  subsiste  évidem- 
ment dans  tout  le  domaine  d'existence  des  fonctions -)■, ,  Vo,  ...,  y„. 
Obseivons  que  le  mineur  o  est  précisément  égal  à 


^i.Yx-yi 


si  ce  mineur  o  csl  identiquement  nul  sans  que  A  (  j'i ,  j'o, ...,  yn-2) 
soit  nul  aussi,  on  en  déduira  de  même  que  les  fonctions  J)'i,  ya,  •  ■  -, 
J'/i_i  vérifient  une  relation  de  la  forme  (6).  où  C«  =  o,  C„_(  n'étant 
pas  nul.  En  continuant  de  la  sorte  on  finira  donc  toujours  par 
arriver  à  une  relation  de  la  forme  (6),  quelques-uns  des  coeffi- 
cients C,  pouvant  être  nuls.  Si  donc  on  connaît  «  intégrales  de 
l'équation  (.3)  telles  que  A(y,,  JK2,  •  •  •  j  J/i)  =  o,  l'une  au  moins  de 
ces  intégrales  est  une  combinaison  linéaire  à  coefficients  constants 
des  autres  intégrales;  il  peut  d'ailleurs  se  faire  que  ces  n  intégrales 
se    réduisent   en  réalité  à   p    intégrales    distinctes    {p<^n  —  i). 
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Pour  qu'il  en  soil  ainsi,  il  fauL  et  il  suflil que  tous  les  déteiminanls 
analogues  à  A  que  l'on  peut  former  avec/?+i  de  ces  intégrales 
soient  tous  nuls,  l'un  au  moins  des  déterminants  Covmés  avec  y? 
intégrales  étant  différent  de  zéro. 

Le  même  lemine  permet  aussi  de  démontrer  que  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (3)  est  représentée  par  une  formule  de  la 
forme  (4).  Soient  en  efTet  [y, ,  y^,  . . . ,  y„)  un  système  fondamental 
d'intégrales,  et  y  une  autre  intégrale  quelconque;  des  (/i  +  i) 
équations 

F(y)  =  o,         F{y,)  =  o,  ...,         F0-„)  =  o, 

on  déduit,  par  réliinlnalion  des  coefficients  rt,,  a«.  ....  a„,  une 
équation  de  condition  qui  n'est  autre  que 

(lo)  A(7,j',,  _;--2,  ...,_>'„)  =  o. 

On  a  donc,  entre  ces  n  -+-  i  intégrales,  une  relation  de  la  forme 

Cy  -Jr-  C,\i  -h. .  .-t-  C„yn  =  o, 

C,  C,,  Ci;,  ■.-,  C„  étant  des  constantes  non  toutes  nulles;  or  le 
coefficient  C  de  y  est  certainement  diUerenl  de  zéro,  puisque  les 
intégrales  j', ,  y2,  ■  ■  ■ ,  y„  sont  linéairement  tlistinctes. 

Toute  équation  linéaire  d'ordre  n  possède  une  infinité  de  systèmes 
fondamentaux  d'intégrales.  Poui'  en  obtenir  un,  il  suffit,  de  prendre  n 
intégrales4,elles  que  le  délqj'rninant  forme  par  les  valeurs  initiales  de  ces  /; 
intégrales  et  de  leurs  n  —  i  premières  dérivées  pour  un  point  non  singulier  .?•,) 
ne  soit  pas  nul.  Soit  {y\,  yi,  ...,  yn)  un  premier  système  fondamental; 
les  n  intégrales  Y|,  Y»,  .  . . ,  Y„,  données  par  les  formules 

^i  =  cn.Ti  -•-  frtj!  H- ...  -H  c,„y,i        (  j  =  i  ,2,  , . ,  n), 

où  les  coefficients  c//,-  sont  constants,  forment  un  système  fondamental, 
pourvu  que  le  déterminant  D  formé  par  les  n-  coefficients  c,/.soit  différent 
de  zéro.  On  a  en  effet,  d'après  la  règle  de  multiplication  des  déterminants, 

A(Y,,  Y.,,...,  Y„)  =  D.A(r,,jK2,...,7«)- 

On    déduit   de   cette   formule    que   le   rapport  —  ''','''         est   le 

même,  quel  que  soit  le  système  fondamental;  nous  allons  le  vérifier  en 
calculant  ce  rapport. 
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Rappelons  d'abord  la  formule  qui  donne  la  dérivée  d'un  déterminant 

h,     c,      ...      /, 
D  -     ''■'     ^^     ••■      '^ 


a,,    b,,     Cn 


In 


qui  développé  est  égal  à  S  ±  a^^b^c.-.  .  .1;..  la  sommation  étant  étendue  à 
toutes  les  permutations  (a,  p,  v,  .  .  .,  ^)  des  n  premiers  nombres,  le  signe ± 
dépendant  delà  classe  de  la  permutation.  On  a  donc 


it'=l  dzaa^^Cy.  ../),-f-(S: 


,b'r. 


3<Y' 


./■>,)+... ^(s 


'"^1 


./),: 


mais   ^  ±:  (l'^bor //.est  précisément  le  développement  du  déterminant 

que  l'on  déduit  de  D  en  remplaçant  les  éléments  de  la  première  ligne  par 
leurs  dérivées,  et  il  en  est  de  même  des  groupes  de  termes  suivants  de  D'. 
La  dérivée  d'un  déterminant  D  d'ordre  n  est  donc  égale  à  la  somme  des  n 
déterminants  obtenus  en  remplaçant  touj  les  éléments  d'une  ligne  de  D 
par  leurs  dérivées.  En  appliquant  celte  régie  au  déterminant  i(j',,_>'2,...,_)'„), 
les  (n  —  i)  premiers  déterminants  obtenus  sont  nuls  comme  ayant  deux 
lignes  identiques,  et  il  reste 


d\(r,.y,, r„) 

dx 


yi  - 
rî" 


y" 
fi 


y" 


y,' 
y'n 


Cette  formule  est  exacte,  quelles  que  soient  les  fonctions  _^i,  ...,_;'„;  si 
ces  fonctions  sont  des  intégrales  de  l'équation  (3),  on  peut  remplacer  dans 
la  dernière  ligne  y'{''>  par  —  ai_^,"~'  — .  . . —  a„yi,  et  de  même  pour  les 
autres.  Il  reste  en  développant  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
ligne,  et  tenant  compte  des  déterminants  qui  ont  deux  lignes  identiques. 


(II) 


17- 


Le   rapport   que   nous    voulons   calculer  est  donc  égal   à  —  a\.   et 
déduit  aussi  de  la  formule  précédente  la  valeur  du  déterminant 


.r 


en  désignant  par  Aq  la  valeur  de  A  pour  x  =  x^.  Cette  expression  de  A 
montre  que  ce  déterminant  est  différent  de  zéro  en  tout  point  non  sin- 
gulier, lorsqu'il  n'est  pas  identiquement  nul;  résultat  que  l'on  pourrait 
aussi  déduire  des  propriétés  précédentes. 

n  est  à  remarquer  que  toute  équation  linéaire  dont   un   système  fonda- 
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mental  d'intégrales  est  (j'i,  y^,  •  •  • ,  y,,)  peut  s'écrire  sous  la  forme  (lo) 

^f y,y\^  yi,  ■  ■■,  yn)  =  <h 

les  coefficients  ne  renfermant  que  les  intégrales  Yi  et  leurs  dérivées.  Ceci 
montre  que  «fonctions  quelconques  linéairement  indépendantes  jki-.>  :>,  ••■, 
yn  peuvent  toujours  être  considérées  comme  formant  un  svstéme  fonda- 
mental d'intégrales  d'une  équation  linéaire. 

•iOl.  Équations  linéaires  quelconques.  —  Une  équation  linéaire 
non    homogène   peut  s'écrire,   en    isolant   le   terme    indépendant 

de  )', 

('^^     ^  (^)  =  S  ^"'Sir  +■•■+"«-.  %  +  -ny  =/(^); 

nous  dirons  pour  abréger  que  c'est  une  équation  avec  un  second 
membre,  l'équation  F(j^-)  =  o  étant  dite  sans  second  membre.  Si 
l'on  connaît  une  intégrale  particulière  Y  de  l'équalion  (12),  la 
substitution  j)' =  Y -I- s  ramène  l'intégration  de  cette  équation  à 
celle  de  l'équation  sans  second  membre  F(s)  :^o,  d'après  l'iden- 
tité F(Y  -t-  3)=  F(Y)  -I-  F(;).  L'intégrale  générale  de  l'équation 
avec  second  membre  est  donc  représentée  par  la  formule 

(i3)  ^  =  Y -4-  Co'i  -*-  C^y-i-^.-  •+  C„yn, 

y \i  y^i  •  •  •  j  Jn  étant  n  intégrales  particulières,  formant  un  sys- 
tème fondamental,  de  léquation  sans  second  membre,  et  C|, 
C2,  ..  .,  Cn  étant  n  constantes  arbitraires.  Il  arrive  souvent  dans 
la  pratique  qu'on  peut  obtenir  aisément  une  intégrale  particu- 
lière d'une  équation  linéaire  avec  second  membre,  et  dans  ce  cas 
on  est  ramené  à  l'intégration  de  l'équation  sans  second  membre. 
Cette  recherche  d'une  intégrale  particulière  peut  être  facilitée  par 
la  remarque  suivante  qu'il  suffît  d'énoncer  :  s,\  f  {x)  est  la  somme 
de  p  fonctions  /,  (a?),  /j  (a;),  .  .  .,  fp  (x),  telles  que  l'on  sache 
trouver  une  intégrale  particulière  de  chacune  des  équations 

i''(r)=/.(^),      F(j)=.A(r),      ...,      F(j')=/„(x), 

la  somme  Y,  +  Y,  -(•-..  .  -1-Y^  de  ces  p  intégrales  particulières  est 
une  intégrale  de  l'équation  F{y)  =f(x). 

D'une  façon  générale,  si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  de 
l'équation  sans  second  membre,  on  peut  toujours,  par  des  qua- 
dratures, obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  avec  un 
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xccond  membre  (en  supposant,  bien  entendu,  que  le  premier 
membre  est  le  même  pour  les  deux  équations). 

Le  procédé  suivant,  dû  à  Lagrange,  est  appelé  méthode  de  la 
variation  des  constantes.  Soit  (j,,  7,,  . .  . ,  j'„)  un  système  fon- 
damental d'intégrales  de  l'équation  F(j')  =  o;  en  imitant  autant 
(pie  possible  le  procédé  employé  pour  une  équation  linéaire  du 
premier  ordre  (  n"  366),  nous  chercherons  à  satisfaire  à  l'équa- 
tion (12)  en  prenant  pour  j-  une  expression  de  la  forme 

(14)  ^-  =  0,7, -f-Cî72^...-+-G„_>',„ 

C,,  C2,...,  C„  désignant  n  fonctions  de  x.  On  peut  évidemment 
établir  entre  ces  n  fonctions  n  —  1  relations  choisies  à  volonté, 
pourvu  quelles  ne  soient  pas  incompatibles  avec  l'équation  (12). 
Nous  poserons 

;' ri  C'i -1- j2  Go -f- . . .  —  ^r/i  G„  =  o, 
\  V,  C,  -+-7:,  C. --. .  .  +  7;,  C'„  =  o, 

(13)  .     1        l  y-        -  Jn       n 

yr-  c,  ^r,"-2  C2  +. . .+7;,"-'  c;,  =  o; 

les  dérivées  successives  de  r.  jusqu'à  la  dérivée  (/(  —  i  )"^""',  ont 
alors  pour  expressions 


16) 


1  y"  =  Cl  rî  —  G2  V'^  H- .  .  .  -T-  GnJKn- 

,  ^«-IJ  =  G,  J,"-l    -!-  CjJKi""''  -H.  .  .-H  Cny,''- 


La  première  des  relations  (i5)  a  été  choisie  de  façon  que  la 
dérivée  première  jj^'  ait  la  même  expression  que  si  C(,  C2, . . .  ,  C„ 
étaient  des  constantes,  et  de  même  pour  les  suivantes.  La  dérivée 
d'ordre  n  a  une  forme  moins  simple 

^yn-v  c\  -7^  '  '  c;  +. .  .+rir  "  c;,.  ' 

En  substituant  les  valeurs  précédentes  dey,  y',  y",  ....j''"' 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  (12),  les  coefficients  de  d,, 
Cj,  ...,  Cl  sont  respectivement  F(y,  ),...,  F(y„),  et  nous 
sommes  conduits  à  la  nouvelle  relation 

(  rV)  yr  <'  G',  -i-y^'-''  C,+...-^y»-"  G„  =f{x  , 
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qui.  joinle  aux  relations  (i.j),  permet  de  déterminer  C,,  ....  CJ,. 
On  obtiendra  donc  G],  Cj,  ...,  C„  par  des  quadratures. 

On  peut  employer  aussi  la  méthode  suivante,  due  à  Caucliy. 

Soit(^i,^2i  ■■■,yn)  un  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équa- 
tion F  {y)  =  o.  Déterminons  les  constantes  Ci,  Co,  ....  C,j  de  façon  que 
l'intégrale  Ci^i -H. . .-+- C„_>'„  soit  nulle,  ainsi  que  ses  n  —  2  premières 
dérivées,  pour  une  valeur  a  de  x,  tandis  que  la  dérivée  (n  —  i)'™'  se  réduit 
à  l'unité.  L'intégrale  ainsi  obtenue  <ii(x,  a)  dépend  naturellement  delà  va- 
riable X  et  aussi  de  la  valeur  initiale  a,  et  satisfait  aux  n  conditions 

117)     tp(a,  a)  =  o,      'i'(a,  a)  =  o,      t|)"(a.  al  =  o,      ...,     o'"~'(a,a)  =  i, 

■i'i''  (a,  a)  désignant  la  dérivée  />""""  de  çi  Jr,  ai  par  rapport  à  -r,  où  l'on 
aurait  remplacé  x  par  a.  Si  l'on  écrit  a?  à  la  place  de  a  dans  les  relations 
précédentes,  ce  qui  revient  à  un  simple  changement  de  notation,  elles 
peuvent  aussi  s'écrire 

i\-bis)     atx.x)  =  o.     a'(x,x)  =  o,     ...;    <f'-"-^'{x,x)^o,     ■i"'-^^x,x)=  i  , 

(f'/''(3-,  x)  désignant  maintenant  la  dérivée  ^'ên>c  jg  f(x,  a)  par  rapport 
à  x,  où  l'on  aurait  remplacé  a  par  x  après  la  différentiation.  Cela  posé,  con- 
sidérons la  fonction  représentée  par  l'intégrale  définie 


(18) 


y=     j     o(  r,  a)/(a)  c^a 


prise  depuis  une  limite  fixe  arbitraire  x^.  On  a  successivement,  en  appli- 
quant la  formule  générale  de  dillerentiation,  et  en  ayant  éi;ard  aux  condi- 
tions (  17  bis ), 

iA=y   ç'(^,  a)/(a)6<a,  ...,  .^Jl  =y   cp!«-.  (^r,  a)/(  a)  rfa. 

d"  Y         /''" 

-^^  =  /     oi'"(a7,  a)/(a)<^/a-<-/(x): 

en  substituant  ces  valeurs  de  V,  V.  ...,  Y'"'  dans  F  (  Y  ).  il  vient  donc 

F(Y)=/(j-)-i-  r    [-^'"'{x,  a)H-aî(p(«-"(.r,  a)-4-...T-a„ç(a?,  a)]/(a)rfa. 

La  fonction  sous  le  le  signe  intégral  dans  le  second  membre  est  identique- 
ment nulle,  puisque  o(x,  a)  est  une  intégrale  de  l'équation  sans  second 
membre,  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramètre  a.  Il  en  résulte  que  la 
fonction  Y'  représentée  par  l'intégrale  définie  (18)  est  une  intégrale  parti- 
culière de  l'équation  linéaire  avec  second  membre.  On  peut  remarquer  que 
cette  intégrale  est  nulle,  ainsi  que  ses  (n —  i)  jiremiéres  dérivées,  pour  la 
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limlle  iiilri  ieiu(;  ,>„,    iiui  est  supposée  difTérente   d'un  point  singulier  (  '  ). 
L'application  de  cette  méthode  à  l'équation  -j^  z=.f(x)   conduit  préci- 
sément au  résultat  obtenu  plus  haut  (  n"  380 T. 

i02.  Abaissement  de  l'ordre  d'une  équation  linéaire.  —  Quand 
on  connaît  un  certain  nombre  d  inti''grales  parliculières  d'une 
équation  linéaire,  on  peut  en  profiter  pour  diminuer  l'ordre  de 
l'équation.  Considérons  d'abord  une  équation  homogène  d'ordre/*, 
et  soient  j)'i ,  j'2,  •  •  •  5.»(yC>  <  ")  des  intégrales  linéairement  dis- 
tinctes de  cette  é(pialion.  La  substitution  y^^y^z^  où  z  désigne 
la  nouvelle  fonction  inconnue,  conduit  de  l'équation  pro- 
posée F()/-)=o  à  une  nouvelle  équation  de  même  forme  en  ;, 
car  l'expression  d'une  dérivée  quelconque  -^-^  est  elle-même 
linéaire  par  rapport  à  ;  et  à  ses  dérivées.  Si  y^  est  une  intégrale 
de  l'équation  F  (r^  =  o,  la  nouvelle  équation  en  ;  doit  admettre 
la  solution  z  =  I ,  ce  qui  exige  que  le  coefficient  de  z  soit  nul  ;  ce 
que  l'on  vérifie  immédiatement  par  le  calcul,  car  le  coefficient 
de  :;  est  précisément  F  ()',).  Cette  équation  en  ;  est  donc  de  la 
forme 

d"Z  ,     ,P'-^z  ,  riz 

(')  Il  est  facile  de  vérifier  que  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  et  la 
méthode  de  Cauchy  conduisent  aux  mêmes  calculs.  En  effet,  la  fonction  0(^,2) 
de  Cauchy  est  de  la  forme 

a(.r,  a)  =  13,(2  )j)',(  a;)  +  9,(01)^5(3;)  -I- \-  ?,,  (  a)r,.(^). 

les  fonctions  9,(2)  élant  déterminées  par  les  conditions 

/?,(=')>',(«)  +...+  9„(2)y„(2)  =0, 

'^'  j  ?,(=').>''i"-"(a)  +  ...+  9„(a)  j.)"-"  (=')=o, 

et  l'intégrale  partiiuliére  (iS)  a  pour  expression 

Y=y,(.r)  f    9,(2)/(a)</a  +  ...-f-F„(.r)|^9„(a)/(a)c/a. 

Mais  si  l'on  compare  les  conditions  {\)  aux  relations  (i5)  et  (i5')  qui  déter- 
minent les  C'i  dans  la  méthode  delà  variation  des  constantes,  on  reconnaît  immé- 
diatement qu'on  a  C/  (^)  =  '?i{^)f{^)>  et  par  conséquent  la  première  méthode 
nous  donne  aussi  une  intégrale  particulière  par  les  mêmes  quadratures. 
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/>,,  bi,  ...,  (>„_,  étant  des  fonctions  de  x.  Cette  équation  se 
réduit  à  une  équation  linéaire  d'ordre  />  —  i 

(■20) 

en  posant  u  =  ~-  Si  )•, ,  y-,,  .  . . ,  yp  sont  p  intégrales  de  l'équa- 
tion dont  on  est  parti,  l'équation  (19)  admet  les  p  —  i  inté- 
grales—, •  ••,—,  et  par  suile  l'équation  (20)  admet  les  n — » 
intégrales 


A(yi\  '' 

</-AyJ' 


dr  \  y\  I 


Ces  p  —  I  intégrales  sont  linéairement  distinctes;  sinon,  il  j  aurait 
une  relation  de  la  forme 

Co,  C;,,  ...,  Cp  étant  des  constantes  non  toutes  nulles,  et  l'on 
en  conclurait  en  intégrant  l'existence  d'une  relalion  de  même 
forme  C^  l'a +■  •  ■+ C^j'p  +  C|  )'i  =0,  C|  étant  une  nouvelle 
constante.  Si  /?>  i ,  l'application  du  même  procédé  conduira  de 
l'équation  (20)  à  une  nouvelle  équation  linéaire  d'ordre  n  —  2,  et 
ainsi  de  suite,  ^intégration  d'une  équation  linéaire  et  homo- 
gène, dont  on  connaît  p  intégrales  particulières  distinctes, 
se  ramène  donc  à  Vintégration  d\ine  équation  linéaire  et  homo- 
gène d'ordre  n  —  p,  suivie  de  quadratures.  Lorsque  p  =  n  —  i , 
la  dernière  équation  s'intégrera  elle-même  par  une  quadrature. 

Si   l'on  connaît  de  même  p   intégrales  y,,  y^,  ...,   yp    d'une 
équation  avec  second  membre,  telles  que  les/j  —  1  fonctions 

yi—yu---,yi:  —  y\ 

soient  linéairement  distinctes,  la  substitution  y  =  )',  H- 5  conduira 
à  une  équation  sans  second  membre  admettant  \e% p  —  i  inté- 
grales Y-2  —  J'ii  ■  •  ■  ^  y  p — J'i  •  On  pourra  donc  ramener  cette 
équation  à  une  équation  linéaire  d'ordre  11 — ■/)  +  !,  sans  second 
membre. 

Prenons  par  exemple  l'équation  linéaire  du  second  ordre 

(2')  ^"^•>'^=rfS''^'"£-^^-''  =  °' 
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et   soit    )•,    une    intégrale    particulière    de    celte    équation.    Po- 
sonsy=y,z,  il  vient 

dr  _       (l^        ,  dy^  d.-y  _       d- z  dyi    dz        _  d-y^ 

TTï-  "  •   '  TTx  ^  "   (fx  '  d.r-  "  -^  '  d.v-  dx    d.v  ^  "   dx- 

el,  en  siibstituanl  dans  récjuation  (21),  il  reste,   puisque  le  coef- 
ficient de  ;  est  nul, 
,      ,  d'z         1     dyi  \  dz 

('^>  y'd^^\^ii^-^py^)7i^  =  "- 

Iz 


(_velte  équation  s  cent,  en  posant  -7-  ^  u. 


du         I    dy^    ^  \^  dx 

a     '     \      dx 


^^'^77=°' 


et  l'on  en  tire  en  intégrant 

I.oga-s-  /    p  dx-T-  l.o/gy]  =  LogC, 


C 

Il  —  — r 


:£' 


Une  nouvelle  quadrature  donnera  ;  et  par  suite  y.  on  voit  que 
l'équation  (21)  admet  l'intégrale  ^2  donnée  par  la  formule 

r^dx   -  f  /'■'■ 

(]ui  est  distincte  de  ),.  L'intégrale  générale  cTiine  cqualion 
linéaire  cl  homogène  du  second  ordre  s'obtient  donc  par  deux 
quadratures,  quand  on  connaît  une  intégrale  particulière  C  V 


(')  On  peut  déduire  de  ces  formules  une  démonstration  très  simple  d'un 
important  théorème  de  Slurm.  Supposons  que  les  coefficients  />  et  ^  soient  des 
fonctions  continues  réelles  de  la  variable  réelle  x,  dans  un  intervalle  (a,  6),  et 
soient  x^,  x,  deux  zéros  consécutifs  d'une  intégrale  particulière  y,  (a;)  dans  l'inter- 
valle (a,  b)\  y^(x)  étant  une  autre  intégrale  particulière  distincte  At  y^[x),  ta 
G.,  II.  28 
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Celle  propriété  rapproche  léquation  linéaire   du  second  ordre 

(le    l'équation    de  Riccati  (n"   369).    Il  existe,  en  eiTet,  entre  ces 

deux  espèces  d  équations  diirérentielles,  une  liaison  intime.  Si  l'on 

applique  à  l'équation  homogène  (  2  Ti  le  procédé    d'abaissement 

■  •  /;rfj 

I  II"  381;    i")  qui  consiste  à  poser  j'^e'^       ,  on  est  conduit  à  une 

équation  de  Riccati 

I  îj  )  z' -^  z"^^  pz -^  q  =  o. 

Inversement,  étant  donnée  une  équation  quelconque  de  Riccati 

(25)  it' -t- a  i<- -T- èi< -I- c  =  o, 

où    rt,    b,  c   sont  des  fonctions    de  x  [a  y^o),  on  la  ramène  à  la 
forme  (24)  en  posant  «  =  -,  ce  qui  donne  la  nouvelle  équation 


ï) 


;  -1-  «c  =  O 


de  la   forme  (24).  11   s'ensuit  que  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (aS)  est 

^  ,  I  Cl  y',  -1-C2 yi 

a  C,y,  H-Cjy2 

r.  et  )•,  étant  deux  intégrales  distinctes  de  léquation  linéaire 

y"  ^  [b—'-^\  y  ^acy  =  u: 

cette  formule  ne  renferme  en  réalité  qu'une   constante   arbitraire, 
le  rapport  j^  qui  y  figure  au  premier  degré  (  '  ). 

l'orniule  qui  donne  u  peut  s'écrire 


dx 


\yj      y\ 


ce  i|ui  montre  que  le  rapport  —  varie  constamment  dans  le  même  sens  lorsque  jr 

y^ 

croit  de  .r„  à  j-,.  Or  ce  rapport  est  infini  pour  x  =  x„  et  pour  a:  =  a-,  ;  donc  il 
croit  constamment  de  — oc  à  4-a:,  ou  décroit  de  +  ^c  à  — ao.  L'équation  y^(_x)  =  " 
a  donc  une  racine  et  une  seule  dans  l'intervalle  {a;„,  ar,). 

(')  Il  semble  qu'une  quadrature  est  nécessaire  pour  déduire  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  linéaire  (21)  de  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Kiccati(24)' 
lîn  réalité,   il  n'en   est   rien,  ou  plutôt   cette  quadrature    se  réduit   au  calcul 
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Exemple.  —  Le  polyimme  X„  de   Legendie  (1,  ii"  90,  p.  ai  «)  satisfait   ù 
l'équation  dinVrenticlle 

(27)  y^  —  '^)-f^,  —  ix-j-  +  nin  -î-  i).r  =  o; 

d.T'  <lx 

pour  le  dëmoiUrei-,  il  suffit  d'observer  qu'en  posant   u  =  (  x- —  1)",  on  a  la 

relation  (a:^  —  i)  u  =^  inxu,  et  en  prenant  les  dérivées  d'ordre  (n  -t-  1^  des 

deux   membres,    on   a  une   équation    qui   e^t   identique   à   l'équation  (27) 

,  .         d"u  _,  .  1     ■      •        I 

quand  on  y  remplace  -; — par  >-.  Pour  avoii    une   seconde  intei^rale  parti- 

culière  de  l'i'quation  (  •!7  1,  nous  appliquerons  la  formule  générale  (23)  qui 

,  ...  ,      ,   .       2.r  1  1 

donne  ici.  /)  étant  esral  a  =  •  H > 

x'^ —  I         .r  T-  1         X  —  1 

dx 


-^rp 


■i)Xr; 


Il  semble  qu'il  est  nécessaire  de  connaître  les  n  racines  a,,  ol-^,...,  x,, 
du  poljnome  \„  pour  calculer  celle  intégrale,  mais  il  n'en  est  rien.  Ecri- 
vons, en  effet,  en  mettant  en  évidence  les  fractions  simples  qui  proviennent 
des  lacines  -1- i  et  —  t  du  dénominateur  (1.  p.  212,  formules  23), 

1  I  /      I  I       ,        F',, 


l)X,-;         2\.r  — I         .r  +  i/        \;^ 


j  pdx.  D'une  t'.içon  ^cjnérale,  ■^oit  ;  =  9(j;.  C)  l'iiilégrale  générale  d'une  équa- 
tion diiTércntielle  du  premier  ordre,  — -  =  /*  (  j;.   z  ):  de  la  relation 

-  =  ^(x,  =); 

on  tire,  en  iJitïércntiaiU  par  rapport  k  la  constante  C. 


(JX  '1 


iC()x       &i  iiC         "''         1)-^        <ix\'"'^(JC/' 


et,  par  suite,  /  -y- dx  =  iMg  l^  \i  où,  bien  entendu,  on  doit  prendre  la  même 
valeur  de  la  constante  C  dans  les  deux  membres.  lin  appliquant  ceci  à  l'équation 
de  Riccati  (^4).  on  en  conclut  que,  si  3  =  '^{x,  C)  est  l'intéj^'rale  générale  de 
cette  équation,  on  a 

,f.dx+fpdx  +  Lo^11)=n. 

Si  5|,  C,.  ;,  sonl  trois  intégrales  de  l'équation  ('î).  on  trouve  en  faisant  le 
calcul  (voir  n'  369)  que  l'intégrale  générale  de  l'cquatiuii  linéaire  (21)  a  pour 
expression 

-7,   /)""■     r.,(^,— --,)  +  C,,(3,- ;.,  1 

M;,-5,)  (:,-:,)  (::;-;,) 
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P,,  étant  un  polynôme  de  degré  27! — 2,  quotient  de  1  —  X,-,  par  or- — 1. 
Il  vient  donc 

La  dernière  intégrale  est  une  fonction  rationnelle,  car  si  elle  renfermait 
un  terme  logarithmique  tel  que  Log(ar — a,),  le  point  a/  serait  un  point 
singulier  pour  y^  et  les  intégrales  de  l'équation  (27)  ne  peuvent  avoir 
d'autres  points  singuliers  que  .t  =  zh  1  (n''399).  On  peut  donc  calculer 
cette  in  tégi  aie  par  des  opéia  lions  rationnelles  (I,  n"  102,  p.  -"So):  comme  elle 

doit  être  de  la  forme  -^— ->  Qh-i  étant  un  polynôme  de  degré  n  — i  au 
plus,  on  peut,  par  exemple,  déterminer  les  coefficients  de  ce  polynôme 
par  la  condition  Q),_i  X„  —  Q«-i  X„  =  !*«■ 

Le  polynôme  Qn-i  une  fois  obtenu,  on  a  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (27), 

K  =  C.X„^C.[Q„^,+  ix„Log(^)]. 

4UI).  Analogies  avec  les  équations  algébriques.  —  Les  propriétés  pré- 
cédentes établissent  une  analogie  évidente  entre  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires  et  la  théorie  des  équations  algébriques.  Cette  ana- 
logie se  poursuit  dans  un  grand  nombre  de  questions.  Pour  en  donner  un 
exemple,  nous  allons  montrer  comment  on  peut  étendie  aux  équations 
linéaires  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur.  Soit,  d'une  façon 
générale, 

d"r  d"~^y  dy 

^(-'•^  =  «»  ^  - '"  ^^:^ --•  ■  ■  ^  «"  - '  ^  ^ ''"■^' 

un  polynôme  symbolique  où  a^,  ai,  ...,  a„  sont  des  fonctions  données 
de  x\  si  «0  n'est  pas  nul,  nous  dirons,  pour  abréger,  que  V(y)  est 
d'ordre  n.  Si  G  (y)  est  un  polynôme  symbolique  de  même  nature  et 
d'ordre  p,  il  est  clair  que  G  [F(^'j]  est  encore  un  polynôme  symbolique 
de  même  espèce  et  d'ordre  n  -\- p-  Cela  posé,  soit 

r-  /  1.   d'^y        ,    d"'-W  ,         dv       , 

d.T"'  dx">-^  d.r 

un  autre  pohnome  d'ordre  m(m^n).  On  peut  trouver  un  troisième 
polynôme  G  (j'j  d'ordre  n  —m  tel  que  l'iy)  —  G[Fi{^)]  soit  au  plus 
d'ordre  m  —  i  (  un  polynôme  d'ordre  zéro  est  de  la  forme  ay,  a  étant  une 
fonction  de  .ri.  Posons  en  effet 

d"-'"  y  d'i-m-i  I 

d.r"-"'  dr"-'"-  ' 

Le  coefficient  de  dans  G[F, (_;')]  est  X,,^;,,,  et,  si  l'on  prend  )io=  j-t 

la  différence  Ff  y)  —  Xo  -j — z~  l^i  (y)]  *^''^  d'ordre  n  —  1   au  plus;  soit  a\ 
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le  coefficient  i.\c —, dans   celle   dillorence.   Si   l'on    nieiul   '/.,-■-—■,    I.i 

i/.r"    '  l'a 

cUnëi-ence 

sera  d'ordre  n  —  i  au  plus.  En  conlinuant  de  la  sorte  on  voit  qu'on  |ieut 
déteiniiner  de  proche  en  pioche  les  coefficients  >.t,,  Xj,  ....  )„  ,„  de  façon 
à  obtenir  une  identité  de  la  forme 

i.S)  V.y)-C,[V,(y)]  =  V,{y), 

F.2i_)l  étant  au  plus  d'urdie  m  —  i,  et  cette  opération  est  tout  à  fait  ana- 
logue à  la  division  de  deux  polynômes  algébriques. 

Cela  posé,  supposons  qu'on  veuille  obtenir  les  intégrales  communes  aux. 
deux  équations  linéaires 

(•2g)  F(j')  =  o,         Fii'_)')  =  o; 

l'identilé  (28)  prouve  que  ces  intégrales  sont  les  mêmes  que  les  intégrales 
communes  au\  deux  équations  Fj  {y)  =  o,  ^^{y)  =  o.  Si  F2(  )')  n'est  pas 
identiquement  nul,  on  pourra  recommencer  les  mèmesopéialions  sur  Fi(j') 
et  V^(y),  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  deux  polynômes 
ronsoculifs  "Ch-xif)  et  F/,(>-)  tels  qu'on  ait  Fa_i(.x)  =  G/,-,  [F/,(>-)]. 
Ce  dernier  polynôme  symbolique  V/Jy)  est  l'analogue  du  plus  grand 
commun  diviseur  algébrique  :  toutes  les  intégrales  communes  aux  deux 
équations  {■îq)  satisfont  à  l'équation  linéaire  F /^  (y)  ==  o,  et  inverse- 
ment. Lorsque  F/,.(^)  est  de  degré  zéro,  les  deux  équations  n'ont  pas 
d'autre  intégrale  commune  que  la  solution  banale  ^x  =  o. 

Si  dans  la  relation  (28)F.2(/)  est  nul  identiquement,  l'équation  F(  >')  =  o 
admet  toutes  les  intégrales  de  Pi(^)  =  o;  inversement,  pour  que  F  (y)  =  o 
admette  toutes  les  intégrales  deFi(^)  =  o,  il  faut  que  F2(^)  soit  iden- 
tiquement nul,  car  une  équation  linéaire  d'ordre  »!  —  1  au  plus  ne  peut 
admettre  toutes  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  d'ordre  m.  Un  a 
donc  identiquement  dansée  cas 

F(y)=G[F,(y)], 

et,  si  l'on  pose  Fi(^)  =  .:,  l'intégration  de  F  (y)  =  o  est  ramenée  à  l'in- 
tégration successive  des  deux  équations  linéaires 

G(;)  =  o,         F,(»=;, 

d'ordres  n  —  m  et  m,  dont  la  deuxième  seule  a   un  second  membre. 

Nous  pouvons  déduire  de  cette  remarque  une  autre  solution  d'un  pro- 
blème déjà  traité.  Supposons  qu'on  connaisse  js  intégrales  distinctes  ^i, 
)o.  - .  •  )  ypip  <«)de  F(>')  =  o.  Nous  pouvons  former  une  équation  linéaire 
d'ordre/)  admettant  ces />  intégrales  (n°  400);  soit  F|  (^)  =  o  cette  équation 
d'ordre /J.  <)n  aura  identiquement  ¥{y)=:  G[Fi(^)]  et,  l'équation  G(3)=  o 
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d'ordre  n — p  étant  intégrée,  on  intégrera  Fi(^')  =  ^  par  des  quadratures 
seulement,  puisque  l'on  connait  l'intégrale  générale  de  Fi(^)  =  o.  La  réduc- 
tion est  la  même  que  par  la  première  méthode,  mais  le  nouveau  procédé 
est  plue  symétrique. 

MM.  Appell,  Laguerre,  Halphen,  lî.  Picard,  et  bien  d'autres  à  leur  suite, 
ont  étendu  aux  équations  linéaires  la  théorie  des  fonctions  symétriques  des 
racines,  celle  des  invariants,  et  les  théories  si  profondes  de  Galois  relatives 
au  groupe  d'une  équation  algébrique.  La  théorie  des  invariants  est  basée 
sur  cette  remarque  presque  évidente  qu'une  équation  linéaire  et  homogène 
se  change  en  une  nouvelle  équation  de  même  espèce  par  toute  transfor- 
mation telle  que 

I  étant  la  nouvelle  variable  indépendante  et^la  nouvelle  inconnue,  quelles 
que  soient  les  fonctions  /( /j  et  ç  (/l.  On  peut  utiliser  quelquefois  celte 
transformation  pour  simplifier  une  équation  linéaire.  Par  exemple,  si  l'on 
cherche   à  faire  disparaître   le    coefficient  de  la  dérivée  d'ordre  /;  —  i,  on 

trouve  qu  il  suffit  de  poser   y  =  ^f  ,  en    conservant  la  variable  x. 

Gomme  on  dispose  de  deux  fonctions  arbitraiies  _/"  et  o,  il  semble  qu'on 
peut  en  profiter  pour  faire  disparaître  deux  coefficients;  mais  cette  réduc- 
tion, possible  en  théorie,  est  le  plus  souvent  illusoire.  Par  exemple,  on 
peut  toujours  choisir  les  fonctionsyet  o  de  façon  à  ramener  une  équation 
linéaire  quelconque  du  second  ordre  à  la  forme  réduite  a"  =  o;  mais  la 
détermination  effective  de  ces  fonctions  offre  les  mêmes  difficultés  que  le 
problème  même  de  l'intégration. 

40i.  Équation  adjointe.  —  Lagrange  a  étendu  comme  il  suit  aux  équa- 
tions linéaires  la  théorie  du  facteur  intégrant.  Soit  F  (  )' )  une  fonction 
linéaire  de  y  et  de  ses  dérivées  : 

F(r)  =  «o.r'"'  +  «iJk'"-"-i-- •  .H- ««  \y -^('ny, 

flo,  fli,  ...,  a,i  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  et  y\  y",  ...,  y^"' 
désignant  les  dérivées  successives  de  y.  Proposons-nous  de  déterminer- 
une  fonction  z  de  x  de  telle  façon  que  le  produit  zV {y)  soit  la  dérivée  par 
rapport  à  x  d'une  autre  fonction  linéaire  de  y  et  de  ses  dérivées,  jusqu'à 
celle  d'ordre  n  —  i.  La  formule  générale  d'intégration  par  parties  (I,  n°  87), 
appliquée  à  chacun  des  termes  du  produit  -F(j'),  nous  donne 

'-y- 


■,F(y)=       J^[„„.y,«-.._^(„„„-),.(«-'  +  ...: 


ctt 


d  ,         .     ,„_,,   ,         _      d"-'-(aiZy 


(io) 


-i^.[«,.^^("-'-^(«,^)y'.-''  +  ...zpj 


4[««-.^r]  +yG(z), 
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OÙ  l'on  a  posé 


[  dx 

Si  nous  désignons  par  H"(^'.  z)  l'expression  bilinéaire  jiar  rappori  à  r 
et  à  j,  et  à  leurs  dérivées,  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  rela- 
tion (  3o  ).  on  peut  écrire  cette  relation  sous  la  forme  abrégée 

(32)  zV(y)-yGtz)^^[Viy.,z)]. 

de  sorte  que,  pour  toutes  les  formes  possibles  des  fonctions  y  et  ;,  le 
binôme  z'P{y) — yG(z)  est  la  dérivée  de  ^(y,  «).  Cela  posé,  si  l'on  prend 
pour  z  une  intégrale  de  l'équation  G(3)=:o,  le  produit  ^F(j')  est  la 
dérivée  d'une  expression  de  même  forme,  linéaire  par  rapport  à  y, 
>•',...,  j>''"~'  ,  et  l'équation  F(y)  =  o  est  équivalente  à  une  équation 
linéaire  d'ordre  «  —  i 

(33)  Ï'O',  ■î;  =  c, 

qu'on  obtient  en  remplaçant  dans  >I'  ta  fonction  indéterminée  z  par  l'in- 
tégrale en  question.  Or  l'équation  G{z)  =  o  est  également  une  équation 
linéaire  d'ordre  n\  on  l'appelle  Véquation  adjointe  de  l-"(j.)  =  o,  et  le 
polynôme  symbolique  G(-)  est  le  polynôme  adjoint  de  F(_^). 

On  voit  donc  que.  si  l'on  connaît  une  intégrale  de  l'équation  adjointe, 
l'intégration  de  l'équation  proposée  est  ramenée  à  l'intégration  d'une 
équation  linéaire  d'ordre  n  —  i,  avec  une  constante  arbitraire  pour  second 
membre.  Si  l'on  connaît  p  iiitégrales  distinctes  Si,  z^,  . . . ,  Zp  de  l'équa- 
tion adjointe,  toute  intégrale  de  l'équation  proposée  satisfait  à  p  relations 
de  la  forme 

(34)  n-O-,  ;;,)=C„         W{y.z,)  =  C,.  ....         W(y,z„)  =  C,„ 

C|,  Co,...,  Cp  désignant  p  constantes.  Entre  ces  p  équations  on  peut 
éliminer  les  dérivées  J''"'"",  y'-"~-\  .  . . ,  _y'«->'+>',  ce  qui  conduira  à 
une  équation  linéaire  d'ordre  n  — />,  avec  un  second  membre  dépendant 
de  p  constantes  arbitraires  C|,  C»,  . . . ,  Cp.  En  particulier,  si  /)  =  n,  c'est- 
à-dire  si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  de  l'équation  adjointe,  on  pourra 
résoudre  les  «équations  (  34  )  par  ra))port  k  y,  y' ,  . . .,  y^"~*  .  et  l'on  aura 
l'intégrale  générale  de  j'équation  proposée  sans  aucune  quadrature. 

Il  existe,  entre  les  intégrales  des  deux  équations  F(y)  =  o,  G(3)  =  o, 
des  relations  remarquables  que  nous  ne  pouvons    développer   ici  i  '  ).   IVous 

(')  Voir  Darboux,  Théorie  des  sur/aces.  I  II.  Liv.  IV.  Cliap.  V.  Voir  aussi 
l'Exercice  16,  p.  307,  à  la  fin  du  Chapitre. 
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montrerons  seulement  qu'il  y  a  réciprocité  entre  ces  deux  équations; 
d'une  façon  plus  précise,  si  G{z)  est  le  polynôme  adjoint  de  F ( y),  inver- 
sement F(j)  est  le  polynôme  adjoint  de  G(^).  Soit  en  effet  Fi(y)le 
polynôme  adjoint  de  Ci(j);  on  a  entre  F,(j-)  et  G(;:)  une  relation  de 
même  forme  que  la  relation  (32) 

Ci^bis)  yG(z)-zF,(y)=  ^[W,(y,z)\: 


en  ajoutant  les  relations  (32  l  et  (32  bis),  il   vient 

Si  F(^)  —  F, ()•)  n'était  pas  nul,  le  produit  i[F(^)  —  Fj(>)]  serait 
la  dérivée  d'une  fonction  renfermant  ^  et  quelques-unes  de  ses  dérivées:  or, 
la  dérivée  d'une  fonction  renfermant  z,  z' ,  ....  z'-i'^  renferme  toujours 
au  moins  une  dérivée  de  z,  à  savoir  la  dérivée  z'-P+^\  La  relation  précé- 
dente n'est  donc  possible  que  si  Fi(_>')  est  identique  à  F(y). 
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■403.  Équations  à  coefficients  constants.  — Les  équations  linéaires 
à  coefficients  constanls  ont  clé  intégrées  par  Euler.  Prenons  d'abord 
une  équation  sans  second  membre 

(35)  F(_>')=_)'i"'-i-a,y«-"-(-...-Ha„..,y+a„7  =  o, 

où  a, .  a-2,  .  ■  ■ ,  (i„  soûl  des  constantes  quelconques.  D'après  la 
théorie  générale  (n"  399),  toutes  les  intégrales  de  cette  équation 
n'admeltent  aucun  point  singtilier  à  distance  finie;  ce  sont  des 
fonctions  entières  de  x.  Soit 

(36)  _y  =  Co-t-fi HCo  — H . . 


i  .1. .  .m 


le  développement  en  série  d'une  intégrale  ;  les  séries  qui  repré- 
sentent les  dérivées  successives  ont  une  forme  analogue.  En  rem- 
plaçant _j'  et  ses  n  premières  dérivées  par  leurs  développements  en 
séries  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (35)  et  en  égalant 
à  zéro  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de  ar,  soit  xP,  on 
obtient  la  relation  suivante  entre  n  -\-  i  coefficients  consécutifs  : 

(3;)       c„-^,,-^  oic„+/,_,-h  a, c„+;,.-2  +  • .  •-*-  ««-iC/,  +  i+  cinC,,  =  o; 
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si  l'on  y  fait  successivement /;  =  o,  i.  2, on  calculera  de  proche 

en  proche  tous  les  coefficients  c„,  c„+i,  ...  au  moyen  des  n  pre- 
miers coefficients  c„,  C|,  .  . . ,  c„_,,  qui  peuvent  être  pris  arbitrai- 
rement. La  série  (36)  ainsi  obtenue  est  convergente  dans  tout  le 
plan  et  représente  l'intégrale  qui  pour  x  =  o  est  égale  à  Cq,  tandis 
cpie  les  n — 1  preniières  dérivées  [prennent  respectivement  les 
valeurs  C|,  Cj,  ...,  c„_(,  pour  x  =  o.  Nous  allons  montrer  que 
cette  intégrale  s'exprime  au  moyen  de  la  fonction  exponentielle, 
i|uand  elle  ne  se  réduit  pas  à  un  polynôme. 

La  relation  (3-)  est  une  formule  de  récurrence  à  coefficients 
constants  qui  lie  n  -\-  i  coefficients  consécutifs.  Or,  il  est  facile  de 
trouver  des  solutions  particulières  de  celte  relation.  Considérons, 
en  efi'et.  l'équation  algébrique 


(38) 


/(r)  =  r" -^  rtir"-'-i-  njr"---!- 


(pie  nous  appellerons  pour  abréger  Véquation  caractéristique,  le 
premier  membre/(;')  étant  lepolyno/ne  caractéristique .  Si  /•  est 
une  racine  de  cette  équation,  il  est  clair  qu'on  satisfait  à  la  rela- 
tion (3^),  quelle  que  soit  la  valeur  de  l'entier/?,  en  posant  c„,  ^z-"'. 
L'intégrale  particulière  ainsi  obtenue  est  égale  à  e''-^,  et  nous  voyons 
que  e''-'^  est  une  intégrale  particulière  de  Véquation  {^60)  pourvu 
que  r  soit  racine  de  Véquation  caractéristique  f{r)^  o.  La 
vérification  est  immédiate,  car,  si  l'on  remplace  y  par  e''"'  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (35),  le  résultat  de  la  substitution 
est  e''-''  fi  r). 

Lorsque  l'équation  (38)  a  n  racines  distinctes  /•, ,  r^,  .  .  . ,  //,,  on 
connaît  n  intégrales  particulières  e'"'*,  e'":'',  . .  .,  e''«^,  et  par  suite 
une  intégrale 


(39) 


y  =  Cie''i'^'-f-  C^e'" 


C„e'- 


dont  l'expression  renferme  n  constantes  arbitraires  C|,  Cj, C„. 

Cette  formule  (39)  représente  bien  l'intégrale  générale,  car  le 
déterminant  A(e''>^,  e''»-^,  .  .  . ,  e''»')  peut  s'écrire 
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et  le  (léteiminanL  du  second  membre  est,  au  signe  près,  le  produit 
des  différences  // —  /'a. 

Avant  d'étudier  le  cas  où  l'équation  caractérislique  a  des  racines 
multiples,  nous  établirons  d'abord  un  leinnie.  Faisons  dans  l'équa- 
lion  (35)  la  substitution  y  =  e'-'-''z,  a.  étant  une  constante  quel- 
conque et  .:  la  nouvelle  inconnue;  d'après  la  formule  de  Leibniz, 
nous  avons 

/    y'=  ear(ïs  ■+-  z'). 


(1°'    ^        ,  /  p       ,    ,      p(p 


y"' 


(«/..  + f 


en    substiluant    ces    valeurs    de  y^y'-,  y",    ...,  dans    le    |)reinier 
membre  de  l'équation  (S.j),  e"'  se  met  eu  facteur  et  il  \ienl 


F(e-.)=.«-[£i 


d'"'  z  .        dz 

dx"'  d.v 


A,,  A,,  .  . . ,  An  étant  des  coefficients  constants  c[ui  ne  dépendent 
que  de  a,,  «2,  . . .,  a„,  et  de  a. 

Pour  déterminer  ces  coefficients,  remplaçons  dans  l'identité 
précédente  s  par  eP*,  |3  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  11 
vient,  en  observant  que  F(ef«+f"-'')  =  ei='+P'^/(a  -H  p), 

/(«  +  ?)=?"  + A,  p" -'+... +  A„_,  (3 +  A,„ 

et  A|,  Aa,  .  .  .,  A„  sont  identiques  aux  coefficients  du  développe- 
ment du  polynôme /{a  +  p)  suivant  les  puissances  de  [3, 

A,=  -^^ ~,  ■■-,  k„^^=l-l^,  A„  =  /(a), 

ce  qui  conduit  à  la  nouvelle  équation  en  z 

(40  F(<'«^5)=e«^r/(2)3+/'(a:);'+-^  *°'^-" 


1.2 


Cela  posé,  soit  /■  une  racine  d'ordre /j  de  multiplicité  de  l'équa- 
tion caractéristique;  si  nous  remplaçons  a  par  cette  racine  /•  dans 
l'équation  (4 1),  les  coefficients  de  ^,  ;',  ;",  ...,  ;'/'"''  sont  nuls 
dans  cette  équation,  et  l'on  obtient  une  intégrale  en  prenant  pour  ; 
une  fonction  dont  la  dérivée  jo""'"=  est  nulle,  c'est-à-dire  un  polj- 
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nome  arbitraire  de  degré  p — i.  Par  consé(|uenl,  si  r  est  une 
racine  muUiple  d'ordre  p  de  Véqualion  caractéristique,  à  cette 
racine  correspondent  p  intégrales  particulières  distinctes  de 
l'équation  linéaire  (35),  e''^,  xe'''\  ...,  x/''c'''. 

Soient  /•,,  /-o,  ...,  /'A  les  /.•  racines  distinctes  de  _/"(/•).=  o, 
a,,  u.,  ...,  ua  leurs  ordres  de  multiplicité  respectifs  (I,D.i=  n);  on 
peut,  au  moven  de  ces  racines,  former  n  intégrales  particulières  de 
léqualiun  linéaire.  Ces  n  intégrales  sont  distinctes,  car  toute  rela- 
tion linéaire  à  coefficients  constants  entre  ces  n  intégrales  serait 
de  la  forme 

^''i-^çi  (.2-)  —  c'j-^'iji  a-)  -H.  .  .  -H  e''i-''o/, (  a?)  =  <), 

^,,  32,  ...,  »A  désignant  des  pol\nonies.  L  ne  telle  relation  est 
impossible,  lorsque  les  /.■  nombres  /■,.  /'o,  ....  /'a  sont  différents. 
Soient,  en  effet,  n,,  /io,  •-.,  «a  les  degrés  respectifs  de  ces  polj- 
nomes;  si  l'un  de  ces  polynômes  était  nul,  ii  ne  figurerait  pas  dans 
la  relation  précédente.  En  divisant  par  e'i'",  on  peut  encore  écrire 
cette  relation 

Oii  x)-i-  e"'i-'>'^a2(2')  -7-.  .  .-i-  fi'i   ''i'-rç/,.(.r)  =  o: 

après  une  première  différentiatiou,  nous  avons  encore 

(pi  (a7)-i-e('-.-'-,).'-[ç'2(:r)-)-(/-2—  /•,)oj^j-)J  +...=  o. 

Le  degré  du  polvnoine  qui  nmllijilie  e'''i~''i'-^  est  encore  égal  à /ïo, 
et  de  même  pour  les  autres.  Après  avoir  dilTérentié  (h,  +  i)  fois, 
on  aura  donc  une  relation  de  même  forme  que  la  relation  d"où  l'on 
est  parti,  avec  un  terme  de  moins. 

e<i-'i\i2(cc)  -f-  e-'j-^6i{x)  -;-. .  .-i-.e't^in(.T)  =  o, 

les  k — ^i  nombres  s^,  ■■■■,  5*  étant  différents,  et  -i/j,  à^,  ..-,  'i* 
étant  des  polynômes  de  degré  n-i,  /is,  . . .,  n/,  respectivement. 

En  continuant  de  la  sorte,  on  (inirait  par  arriver  à  une  relation 
de  la  forme  e'^-{x  )  ^  o,  ~{x)  étant  un  polvnome  non  identique- 
ment nul,  ce  qui  est  évidemment  absurde.  L'intégrale  générale  de 
l'équation  linéaire  (35)  est  donc  représentée  par  la  formule 

(42  1  y  =  e'-.^P^,_,-)-  e'-=^Pii^_,^...-t-e'-*-^P^j_,, 

l*(i,-n  ■  ■  -i  l'fii  -1  étant  des  polynômes  à  coefficients  arbitraires,  d'un 
degré  égal  à  leur  indice. 
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Si  réqualiou  caraclérisliqiie  a  des  racines  imaginairei^,  l'intégiale 
générale  (42)  renferme  des  symboles  imaginaires,  mais  on  i)eiil 
faire  disparaître  ces  symboles  lorsque  les  coefficients  a,,  a-2,  ■■■■,a„ 
sont  réels.  Dans  ce  cas,  en  effet,  si  l'équation  /{>')  ;=  o  admet  la 
racine  a  +  3«  au  degré  p  de  multiplicité,  a — !3/  est  aussi  racine 
au  même  degré  de  mulliplicilé.  I.a  somme  des  deux  termes  de  la 
formule  ( ^2)  provenant  de  ces  deux  racines  peut  s'écrire 

e»^[(cosp3:  +  i  sin<^x)i'(x)  -t-  (cos(3a;  —  is\n^x)W(x)], 

•tia:)  et  W(^x)  étant  deux  polynômes  de  degré  ^ —  1  à  coefficients 
arbitraires,  ou  sous  la  forme  équivalente 

<I>i  el  W,  étant  aussi  deux  polynômes  arbitraires  de  degré /J  —  i. 

Remarque.  —  Four  exprimer  l'intégrale  générale  de  l'équation  (35)  au 
moyen  de  la  fonction  exponentielle,  il  faut  d'aboid,  comme  on  le  voit, 
résoudre  l'équation  _/"(/•  )  =0.  Si  cette  équation  n'est  pas  résolue,  la  rela- 
tion de  récurrence  (37)  permet  toujours  de  calculer  de  proche  en  procfie 
autant  de  coefficients  qu'on  le  voudra  de  la  série  entière  qui  représente 
l'intégrale  correspondant  à  des  conditions  initiales  données. 

On  peut  prévoir  le  nombre  de  coefficients  qu'il  suffit  de  calculer  pour 
avoir  la  valeur  de  l'intégrale  avec  une  approximation  déterminée.  Soient  A 
le  plus  grand  des  nombres  i,  |ari|,  ...,|a„|,  et  B  le  plus  grand  des 
nombres  [col,  |ci|,  ...,  |c„_,|;  on  vérifie  aisément  de  proche  en  proche 
que  l'on  a  |  Cn+p\  <  B(A7i )/'+'.  Le  module  du  reste  de  la  série  qui  repré- 
sente l'intégrale  à  partii'  du  terme  en  ;r"+/' est  donc  moindre  que  la  somme 
de  la  série 

V{Kn)P'^^ç,"+i'  f  A// )/^+2  ?"+/>  +  '  1 

Yi.7....{n+  p)^  \  .1 .  .  .{n  -\-  p  -\-  1)       •■  ■  y 

où  p  =  I  .r  I ,  et  par  suite  moindre  que 

B(An)/'+'p«+/'    , 
— i i ! e*"p. 

1  .2.  .  .(«  -H/7) 

Considérons  maiu tenant  une  équation  linéaire  à  coefficients 
constants  avec  un  second  membre  cs(.r).  On  peut  éviter  l'emploi 
des  méthodes  générales  et  trouver  directement  une  intégrale  par- 
ticulière lorsque  a(:r)  est  un  polynôme. 

En  effet,  si  le  coefficient  a„  Ae  y  dans  l'équation 

dv  ,       .      ,  , 

-H  o„_i  -j y-  a„y  =  boX'"-^  Oia-"'-'-f-. .  . 
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nesl  pav  nul,  oa  peut  trouver  un  autre  polvnome  de  degré  »? 

y  ^  th( X  )  =  Cij.r'"^-  CiX'"-'  ^  .  .  .  . 

i|iii.  ^ubstiliM-  à  la  |)l;ice  de  y  dans  le  proiiiier  iiiemijre  tle  rt'qiiatioii 
précédente,  donne  un  résultat  identique  à  es  (x).  Les  m  -h  i  coeffi- 
cients Co,  c,.  c-..  ..  .,  c„,  se  déterminent  de  proche  en  proche  par 
les  relations 

a„Ci-r-  {m  —  i)«„_|  C|  -i-  ni(n!  —  i)an-^Co=  bi.    . . ., 

où  On  est  par  hypothèse  différent  de  zéro.  Ce  calcul  ne  s'applique 
plus  lorsque  an=o.  Pour  plus  de  géoéralité,  supposons  que  la  dé- 
rivée d'ordre  le  moins  élevé  qui  figure  dans  le  premier  membre  est 

la  dérivée  d'ordre /?.  En  prenant  pour  inconnueauxiliaire  ;  ^  "j~t' 

on  transforme  l'équation  proposée  en  une  équation  linéaire  d'ordre 
n  — p,  où  le  coefficient  de  :■  n'est  pas  nul.  D'après  le  cas  qui  vient 
d'être  traité,  cette  équation  en  z  admet  pour  intégrale  particulière 
un  polynôme  de  degré  m;  l'équation  en  y  admet  donc  elle-même 
pour  intégrale  particulière  un  polynôme  de  degré  m-hp-  On  déter- 
minera encore  les  coefficients  de  ce  polynôme  par  une  substitution 

directe;  remarquons  que  les  coefficients  de  xP~',  xP~- x,  et 

le  terme  constant  sont  arbitraires. 

Lorsque  le  second  menibre  '^(x)  est  de  la  forme  e^^P(x), 
y.  étant  constant  et  P(jc) désignant  un  polynôme,  on  ramène  ce  cas 
au  précédent  en  posant  y  ^  e*^  3.  ce  qui  conduit  à  l'équation 

Cette  équation  admet  pour   intégrale    particulière,    comme    nous 

venons  de  le  voir,  un  polynôme   dont   on  peut  fixer  le  degré  a 

priori:  l'équation  en  y  admet  donc  une  intégrale  particulière  de 

la  forme  e^^(^(x),  Q(.i?)  étant  aussi   un   polynôme.  Supposons  en 

particulier  que  P(x)  se  réduise  à  un  facteur  constant  C.  Si  a  n'est 

pas  racine  de  l'équation  caractéristique,   léqualion   (4'^)   admet 

C 
rinlétrrale  particulière  ;^  -: — .  et  l'éoualion  en   ^■  admet  linté- 

grale  particulière  -jr — ••  .Si  aestracine  multiple  tl'ordre/j  de  léqua- 
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lion  caractéristique,  on  satisfait  à  réqiiation  i  '\?^)  en  posant 

ou 

C  xi' 


/'/'■(>) 


et  par  suite  l'équation  en  y  admet  Tintégrale  particulière    .  ^  — -• 

En  vertu  d'une  remarque  générale  (n"  401,  p.  428),  on  peut  donc 
trouver  directement  une  intégrale  particulière  toutes  les  fois  que 
le  second  membre  est  la  somme  dun  produit  d'exponentielles  par 
des  polynômes.  Ceci  a  lieu  en  particulier  lorsque  le  second  membre 
est  de  la  forme  cosaa:P(.r),  ou  sinaxP( x),  car  il  suffit  d'exprimer 
cosfl.r  et  sinax  au  moyen  de  fi"''  et  de  c~"'''.  Une  fois  qu'on  a 
reconnu  par  les  considérations  précédentes  la  forme  d'une  inté- 
grale particulière,  il  nest  pas  nécessaire,  pour  calculer  les  coeffi- 
cients dont  elle  dépend,  de  |)asser  par  toutes  les  transforma tioos 
indiquées;  il  est  souvent  préférable  de  substituer  directement  dans 
le  premier  membre  de  léquation  proposée. 

Exemple.  —  Soit  à  tiouver  1  intégrale  générale  de  l'équation 

(44)  F(j)  =  —ï^. y  =  rte-'-i-  be-^  -^-  c  i'inx  -^  g  <^oiix, 

a,  6,  c,  g  étant  constants.  L'équation  caractéristique  r' — i  =  0  admet  les 
racines  simples  -f- 1,  —  i,  -f-  (,  —  i:  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans 
second  membre  est  donc 

(45)  _)/  =  C,(?''  +  Coe--^-f-  Cscosa-  -+-  Cisin.r. 

Nous  avons  ensuite  à  chercher  une  intégrale  particulière  de  chacune 
des  quatre  équations  obtenues  en  prenant  successivement  pour  second 
membre  ae-^,  be-^,  csinx,  ^  cessa:.  Comme  l'unité  est  racine  simple 
def(r)  —  ?■' —  i  =  o,  la  première  de  ces  équations  admet  l'intégrale  parti- 
culière  -r^, =  ;    i    n'étant    pas   racine    do   l'équation    /"(/)  =  o,  la 

/  (>;  4  '^ 

,     .  ■  .  ,,•      .       ,  ■     1-.       ^e^"^        *^" 

seconde  équation  admet  I  intégrale  particulière  —^, —  =  — ;—  • 
.  .  .  .  /('-)  i5 

Dans  la  troisième  équation  F  (y)  =  c  sina:,  nous  pouvons  remplacer  sin.r 

par : -,  et   nous   avons   à    chercher   une    intégrale  particulière   de 

cliarnne  des  équations 

V(y)  =  —e^'.         F(7)  =— — .e--"-'"; 
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or  -(-  «  et  —  /  élanl  racines  simples  de  f{r)  =  o,  nous  savons,  a  priori, 
qu'elles  admeltent  respectivement  deux  intégrales  particulières  de  la 
forme  Mxe^',  N.re--"^'.  La  somme  de  ces  deux  intégrales  est  de  la  forme 
,r(  m  cosa? -(- /i  sin,T),  et  l'on  peut  déterminer  ces  coefficients /«  et  n  en  sub- 
stituant dans  F(j')  et  en  écrivant  que  le  résultat  est  identique  à  csina-, 
méthode   qui   évite    l'emploi    du    symbole    ('.    On    trouve    ainsi   qu'il  faut 

prendre  ni  =  -i  n  =  o.    On   trouve   de    même   que    la    dernière   équation 
I 

V{y)  =  gcosix   admet   l'intégrale   particulière   -S^cosij-.    En    ajoutant 

toutes  ces  intégrales  particulières  au  second  membre  de  la  formule  (45), 
on  obtient  l'intégrale  générale  de  l'équation  (  ( 'i  ). 

406.  Méthode  de  d'Alembert.  —  On  ;i  proposé  un  grand  nombre 
de  méthodes  pour  intégrer  les  équations  linéaires  à  coefficients 
coiastants,  en  particulier  dans  le  cas  où  l'équation  caractéristique 
a  des  racines  multiples.  Une  des  plus  intéressantes,  qui  est  appli- 
cable à  beaucoup  de  questions  du  même  genre,  consiste  à  consi- 
dérer une  équation  linéaire,  où  /{>')  =  o  a  des  racines  multiples, 
comme  limite  d'une  équation  linéaire  où  toutes  les  racines  de 
/{)•)  =  o  seraient  distinctes.  D'une  façon  générale,  soit 

„,      ,        d"  y  d"-'  y  dy 

une  é(|uation  linéaire  oii  les  coefficients  a,,a-2,  ...,a,,  sont  des 
fonctions  de  x  dépendant  en  outre  de  certains  paramètres  variables 
y.,,  7-2,  ...,  ap.  Supposons  qu'il  existe  une  fonction  _/ (.r,  /•)  jouis- 
sant de  la  propriété  suivante  :  pour  q  valeurs  de  /',  dépendant  des 
paramètres  oi,,'x.2,  ■■■,  ^p,  et  en  général  distinctes,  la  fonction 
y(.r,  /■)  de  j'  est  une  intégrale  de  l'équation  (46)-  Soient  i\,  r.j,  ...,  fq 
ces  q  valeurs  de  r,  de  telle  sorte  que  les  fonctions 

/(^■/'■i),    fy^,'-i):     ■■■,    fi^,r,,) 

forment  q  intégrales  particulières  distinctes  de  l'équation  (4*3) 
lorsque  les  paramètres  a,,  a^,  ...,  a^  sont  quelconques.  Si,  pour 
certaines  valeurs  particulières  de  ces  paramètres,  les  q  valeurs  /•,, 
/•o,  ....  l'q  ne  sont  pas  distinctes,  le  nombre  des  intégrales  connues 
est  diminué.  Supposons  par  exemple  que  r^  devienne  égal  à  /■,  ;  si  /'j 
est  dillerent  de  /',,  l'équation  admet  les  deux  intégrales  /(x,  /•,  ), 
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y(.r,  r-^).  et  par  suite 


est  aussi  une  intégrale.  Or,  lorsque  r.i  tend  vers  /■, ,  la  fonction 
()récédente  a  pour  limite  la  dérivée  [  /'/.(a?,  '")],.,•  Si  une  troisième 
racine  l'i  devient  égale  à  /',,  nous  prendrons  de  même,  en  suppo- 
sant d'abord  /-^  un  peu  difTérent  de  r,,  l'intégrale 

/(.r,  r,)— /(.r,  /■,  >  —  (  /'s—  /■,  )  1"/,'.  (.r.  r)],., 


et   cette    intégrale  a    pour   limite    -[/,"=  (j?,  /■)],. Jorsque   /'s    tend 

vers  /"i.  Le  raisonnement  est  général;  si  pour  certaines  valeurs  des 
paramètres  a,,  ...,  a.p,  A"  des  racines  ;•,,  i-.,,  ■■■,  l'q  sont  égales 
à  /•,,  l'équation  correspondante  (46)  admet  les  /■  intégrales  parti- 
culières 

/<-->^  m.:  m,:  ■■■■  {^<l- 

Dans  le  cas  d'une  équation  linéaire  à  coefficients  constants,  les 
paramètres  a,,  aj,  .  .  .,  y.p  sont  les  coefficients  eux-mêmes,  et  la 
fonction /(^r,  /•)  est  e'  ' .  Nous  retrouvons  bien  les  résultats  obtenus 
directement. 


■i07.   Équations  linéaires  d'Euler.  —  Les  équations  linéaires 

(47)         ."?l|^  +  A,.-S----A„-..f^^A„^  =  o, 


où  A|,  Aj,  ....  A„   sont  des  constantes,  se   ramènent  aux  précé- 
dentes par  le  changement  de  variable  (')  .r  =  <?'.  Nous  avons  en 

effet,  en  observant  que -t—  =  -■>  (Cf.  n"  381,  p.  34(>) 

dy  _  dy   dl  _   i    dy  d-  y  _    i    /d'y        dy\ 

Tïx  ~  Ht   Tïx  ^  "x  'dt  '  dx-   ~  x^  \  dl-         ~dil  ' 


(  '  )  La  théorie  générale  (  n°  399)  nuus  apprend  que  les  intégrales  de  l'équa- 
tion (47)  ne  peuvent  admettre  d'autre  point  singulier  quo  j:  =  o.  Or  e'  ne  peut 
être  nul  pour  aucune  valeur  de  t;  les  intégrales  de  l'équation  obtenue  par  le 
changement  de  variable  x  =  e'  doivent  donc  être  des  fonctions  entières. 
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et  l'on  vérifie  aisémenl  de  proche  en  proche  que  le  prodiiil  xP    ,  ~ ^ 

est  une  expression   linéaire  à  coefficients  constants    par  rapport 

:i  -j-' -Tir'  •••>— r^-  L  eiiuation  linéaire  proposée  se  translornie 
de      dt^  dti'  '  '       ^ 

donc  par  ce  changement  de  variable  en  une  équation  à  coefficients 
constants. 

[|  est  inutile,  pour  obtenir  lintégrale  générale  de  l'équation  (47  ). 
d'efiectuer  le  calcul  de  ce  changement  de  variable.  On  sait  en  effet 
que  l'équation  transformée  admet  des  intégrales  de  la  forme  e'' ; 
l'éfjuation  proposée  admet  donc  elle-même  un  certain  nombre 
d'intégrales  delà  forme  (e')''^  a;'.  En  remplaçant  }'  par  a:'' dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (47),  le  résultat  de  la  substitution 
est  a?''/'(/-'),  en  posant 

-H  A,  /■(; i).  .  .(/• —  n  -1-  2)  -i-.  .  .-(-A„_,  r  -H  A„. 

Si  l'équation /"(r)  :=  o,  qui  joue  ici  le  même  rôle  que  l'équation 
caractéristique,  a  n  racines  distinctes  /'ij/'s,  ...,  /'n,  l'intégrale 
générale  est 

y  =  C|.r''i  -H  C2.r''j-!-  .  . .  -!-C„x''"  ; 

SI  /•  est  une  racine  niuliiple  d'ordre  n  de  /(/")  =  o,  à  cette  racine 
correspondent,  d'après  la  méthode  de  d'Alembert,  les  a  intégrales 
|)articulières 

L'intégrale  générale  'le  l'équation  (47)  est  doue,  dans  tous  les  cas, 

(  i'8)  >- =  a?''.  Pu.,_i(  Loga-) -I- .  .  .-f- x''i  P|jij_,(Logir), 

/•i,  /'i,  ...,  /A- étant  les  k  racines  distinctes  de/ (/•)  .=  0,  jx, ,  jjlj,  ...,  tx^ 
leurs  ordres  de  multiplicité,  et  P|j^_,  (Logx)  étant  un  polynôme 
en  Loga;  à  coefficients  arbitraires,  de  degré  ij./ —  i. 

Si  l'on  ajoute  à  l'équation  (47)  un  second  membre  de  la 
forme  a;"'Q  (Log.r),  Q  désignant  un  polynôme,  on  démontre, 
comme  pour  les  équaiions  à  coefficients  constants,  que  l'équation 
obtenue  admet  pour  iniégrale  particulière  une  expression  de  même 
tonne,  dont  on  peut  calculer  les  coefficients  inconnus  par  une 
substitution. 
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408.  Équation  de  Laplace. —  On  peut  quelquefois  représenter  les  inté- 
grales d'«ne  équation  linéaire  par  des  intégrales  définies,  où  la  variable 
indépendante  figure  comme  paramètre  sous  le  signe  intégral,  l'ne  des  appli- 
cations les  plus  importantes  de  cette  méthode  est  due  à  Laplace;  elle  con- 
cerne l'équation 

(49)  F(j/)  =  (a„+7)„.r)-^V(«,-Hi,,7M-£^-t-...-t-(a„4-i»„a7);r  =  o, 

dont  tous  les  coefficients  sont  du  premier  degré  au  plus.  Cherchons  à  satis- 
faire à  cette  équation  en  prenant  pour  y  une  expression  de  la  forme 

(50)  .r=f  'Le-^dz, 

Z  étant  une  fonction  de  la  variable  z,  et  L  un  chemin  d'intégration  déter- 
miné, indépendant  de  x.  Nous  avons,  d'une  façon  générale, 

dxP       J       , 

et,  en  remplaçant  j'  et  ses  dérivées  par  les  expressions  précédentes  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (49),  le  résultat  est 

<5i)  Y{y-)=    Ç  le-~^iV  -^(Ix)dz, 

■en  posant  pour  abréger 

Q  =  6„  ;"  -h  èi  G"-'  -^ .  . .  +  6„„i  z-^b,,. 
En  intégrant  par  parties  le  second  terme 
^  Z(lxe--^dz, 


•on  a  encore 


F(7)  =  (ZQe=-U,-f-  /'[PZ--J_(ZQ)J  ..-■,/., 
€t  F(jk)  sers  'm'  si  l'on  a  à  la  fois 
{52)  PZ--^(ZQ)  =  o,  (ZQe=-'-)(L,=  o. 

De  la  première  condition  on  tire 

^  -  Q  e     -  "      , 

îa  limite  inférieure  ^o  n'annulant  pas  Q(3j.  La  fonction  Z  étant  ainsi  déter- 
minée, l'intégrale  définie  (5o)  sera  une  intégrale  de  l'équation  linéaire  (4;)) 
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pourvu  que  la  variation  de  la  fonction  auxiliaire 


V  =  e-'l.fl 


le  Ion;;  tlu  clieinin  L  soit  nulle.  Il  suffira  donc,  pour  obtenir  nue  intégrate 
de  l'équation  linéaire  proposée  (49),  de  choisir  la  ligne  d'intégration  L  de 
façon  que  cette  fonction  \  reprenne  la  même  valeur  après  avoir  fait  décrire 
à  z  la  ligne  L  tout  entière,  et  que  l'intégrale  (5o)  ait  une  valeur  finie  et 
(lifTérenle  de  zéro. 

Soient  a.  6,  c /les   racines   de  l'équation  QCar)  =  o.    La    fonction 

auxiliaire  V  est  de  la  forme 

(531  V  =  e-^--rV.-.,(-_  (,)=^(z  —  l')?.  ..iz  —  /?: 

R(z)  étant  une  fonction  rationnelle  flont  le  dénominateur  n'admet  pour 
racines  que  les  racines  a,  b,  c,  . . .,  l  de  Q(x),  à  un  degré  de  multiplicité 
inférieur  d'une  unité.  Appelons  -V.,  lUj,  S,  ...  les  lacets  décrits  autour  des 
points  a,  b.  c,  ....  dans  le  sens  direct  à  partir  d'une  origine  arbitraire,  et 
^%-i,  ttb- 1,  S_i,  ...  les  mêmes  lacets  décrits  dans  le  sens  opposé.  La  fonc- 
tion V  est  multipliée  par  e-™^  lorsque  ;  décrit  le  lacet  r\i,  et  par  g-'''"'* 
lorsque  z  décrit  le  lacet  -l_i,  et  de  même  pour  les  autres.  11  s'ensuit  que, 
si  l'on  fait  décrire  à  la  variable  les  lacets  cil>,  tH,,  <X-t,  lfi)-i,  successive- 
ment, la  fonction  V  reprend  sa  valeur  initiale.  L'intégrale  définie  (5o),  prise 
suivant  ce  chemin  rlaOlÎ!  .l,_|  i(!>_i,  n'est  pas  nulle  en  général:  elle  donne 
une  intégrale  particulière  de  l'équation  proposée.  En  associant  deux  à  deux 
les/?  points   a,  b,  c,  ...,  l  de  toutes  les   manières   possibles,   on  obtient 

intégrales  qui  se  réduisent  en  réalité  à  p  —  t  intégrales  distinctes. 

On  n'a  pas  ainsi  n  intégrales  particulières.  Pour  en  obtenir  d'autres,  on 

cherche  des  lignes  L  terminées  k  leurs  deux  extrémités  à  certains  des  points 

singuliers   a,  b^c,    ....  l  et    telles   que   la   fonction  \   s'annule  aux  deux 

extrémités.  Si  a  est  une  racine  simple  de  Q  (^)  =  o,  la  fonction  Z  contient 

le  facteur  (« — -a)*-',  et  l'intégrale  (5o)  ne  pourra  avoir  une  valeur  finie 

lorsqu'une  des  extrémités  de  la  ligne  L  est  au  point  a  que  si  la  partie  réelle 

de  a  est  positive,  et  dans  ce   cas  V  tend   bien  vers  zéro   en   même   temps 

que  I  ^ — a  |.  Si  a  est  racine  multiple  d'ordre  m  àe   Q(^)  =  o,  la  fonction 

A,„_i 
rationnelle    R(;)   contient  un  terme   de    la  forme   — — —'   ^t>  pour 

être  renseigné  sur  le  module  de  V  dans  le  domaine  du  point  -  =  a,  il  suffit 


d'étudier  le  module  de  la  partie  principale   (;  —  «)*<;'    "' '  '.  Soit 
-  —  «  =  p(cosç -^  j  sino),         A„,_i  =  A(cos'i -i- t  sini),  a  =  i' 

le  module  de  la  partie  principale  est  égal  à 
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Pour  que  V  tende  vers  zéro  avec  \  z  —  n  |,  il  suffira  de  faire  décrire  à  z  une 
ligne  telle  que  l'angle  tp  de  la  tangente  avec  l'axe  réel  jmsitif  vérifie  la  condi- 
tion cosF'Ij  —  (in  —  i)ol  <■  o  ;  on  prendra  par  exemple  o  ~ • 

■  r  ■  m  —  I 

Si  l'angle  if  a  été  pris  de  celte  façon,  le  produit  Ze-^  tend  aussi  vers  zéro 
avec  \  z  —  a  \.  Opérant  de  même  avec  les  autres  points  è,  c,  . . . ,  /,  on  voit 
que  l'on  peut  déterminer  de  nouvelles  lignes  L,  fermées  ou  non,  donnant 
d'autres  intégrales  particulières. 

Enfin,  on  peut  prendre  aussi  pour  lignes  d'intégration  des  courbes  s'éloi- 
gnant  à  l'infini.  On  est  encore  amené  à  déterminer  une  courbe  L  ayant  une 
branche  infinie  telle  que  la  fonction  V  tende  vers  zéro  lorsque  le  point  z 
s'éloigne  indéfiniment  sur  cette  branche.  Si  par  exemple  la  fraction  ration- 
nelle R(^)  est  nulle,  et  si  l'argument  de  x  reste  compris  entre  o  et  —  >  il 
suffira  de  faire  décrire  à  z  une  branahe  infinie  asymptote  à  une  direcllon 

faisant  un  angle  — -  avec  l'axe  réel  positif. 

4 
Laissant  de  côté  ces  généralités  ('),  considérons  en  particulier  l'équalion 

de  Bessel 

(54)  x-r^  -h  (in  -h  i)-j-  -^  ry  =  o, 

(/.'/■-  dx 

où  n  est  une  constante  donnée.  On  a  ici 

P=(2«-hi);,         Q  =  i-h;2^ 
et  par  suite 

Z  =  Cn-;'-)       -,  V  =  e=-^(i-f---=)       ■. 

L'intégrale  définie 

(55)  y=    f  e-^{i-^z'-)"    \/z 

est  donc  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (54),  pourvu  que  la  fonc- 
tion e~^(  i  -{-  z'^)  reprenne  la  même  valeur  aux  deux  extrémités  de  cette 
ligne.  On  peut  prendre  d'abord  une  suite  de  deux  lacets  décrits,  le  pre- 
mier dans  le  sens  direct  autour  du  point  -  =-l-  î,  le  second  dans  le  sens 
inverse  autour  du  point  s=  —  i.  Pour  second  contour  d'intégration  on 
peut  prendre  ensuite  une  ligne  entourant  l'un  des  points  singuliers  ±  i,  et 
ayant  deux  branches  infinies  avec  une  direction  asymptotique  telle  que  la 
partie  réelle  de  zx  tende  vers  —  x. 

La  partie  réelle  de  la  constante  n  peut  être  supposée  positive  ou  nulle, 
car,  si  l'on  pose  y  :=  X'  -"  z,  l'équation   en   ;   ne  diffère  de  l'équation   (  i4  ) 


(')    Voir  un  important  iMémoire  de   M.  Poincaré  dans   VAmeriraii   Journal  of 
Mathematics,  t.  VII. 


•     —  I 

m  encore 

56) 

y  =^  j        cos,r/(i 
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que  par  le  changement  de  n  en  — it.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  on  peut  prendre 
aussi  pour  chemin  d'intégration  la  ligne  droite  joignant  les  deux  points  -i-i 
et  — /;  du  reste,  l'intégrale  ainsi  obtenue  est  identique  à  la  première  à  un 
facteur  constant  près.  Pour  ramener  cette  intégrale  à  la  forme  habituelle, 
posons  ;=  i7;  elle  devient 

r-)'~^  dt 


n)      '^  dt. 


Nous  devons  signaler  ici  un  cas  particulier  remarquable,  celui  où  n  est 
la   moitié   d'un   nombre   impair.    Si   n   est  positif,   l'intégrale   (56)   existe 

,      ,  ,            ,.   .                                            I 
toujours  et  peut  même  être  calculée  explicitement,  puisque  n est  un 

nombre  entier  positif.  Mais,  si  la  ligne  L  est  une  courbe  fermée,  l'intégrale 
définie  (5.5)  est  toujours  nulle.  Il  semble  donc  que  dans  ce  cas  l'application 
de  la  méthode  générale  ne  donne  qu'une  intégrale  particulière.  Mais  on  peut 
au  contraire,  dans  ce  cas  en  apparence  défavorable,  exprimer  l'intégrale 
générale  au  moyen  des  fonctions  élémentaires.  P'aisons,  en  effet,  la  trans- 
formation inverse  de  la  précédente,  de  façon  que  n  soit  la  moitié  d'un 
nombre  impair  négatif.  Alors  n est  un  nombre  entier  négatif,  et  l'inté- 
grale définie  (55)  prise  le  long  d'une  ligne  fermée  quelconque  est  une  inté- 
grale particulière  de  l'équation  linéaire  (54).  En  prenant  pour  la  ligne  L 
un  cercle  ayant  pour  centre  l'un  des  points  ±  i,  on  voit  que  le  résidu    de 

la  fonction  e-^i\  -k-  z"^)  '  relatif  à  chacun  de  ces  pôles  est  une  intégrale 
de  l'équation  linéaire.  Or,  il  est  clair  que  le  résidu  relatif  au  pôle  ;:  =  +  j 
est  le  produit  de  e'-^  par  un  polynôme,  et  de  même  que  le  résidu  relatif  au 
pôle  .:  =  —  ('  est  le  produit  de  e-'^  par  un  polynôme.  Ces  deux  intégrales 
particulières  sont  distinctes,  car  leur  rapport  est  égal  au  produit  de  e-'^ 
par  une  fonction  rationnelle.  Il  est  clair  que  leur  somme  est  une  intégrale 
réelle,  ainsi  que  le  produit  de  leur  différence  par  i  {voir  ex.  8,  p.  5o4  ^• 

Remarque.  —  L'équation  linéaire  à  coefficients  con.stants  est  un  cas 
particulier  de  l'équation  de  Laplace,  que  l'on  obtient  en  supposant  nuls 
tous  les  coefficients  6,-.  Si  l'on  suppose  de  plus  a„=\,on  a  Q(^)  =  o, 
tandis  que  P(i)  se  réduit  au  polynôme  caractéristique /(.:).  La  méthode 
générale  paraît  en  défaut,  puisque  la  formule  qui  donne  l'expression  de  Z 
devient  illusoire.  Mais  il  suffit  d'un  peu  d'attention  pour  reconnaître 
comment  on  doit  modifier  la  méthode.   En    effet,   le  raisonnement  prouve 

que  l'intégrale  définie  /  T.C''^ dz  est  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion  linéaire,  pourvu  que  l'intégrale  définie    /    Zf{z)e'^dz,  prise  le  long 
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(le  la  inême  ligue  L,  soit  nulle.  Or,  si  l'on  prend  pour  L  une  courbe  fermée, 
il  suffira  que  le  produit  "Lf  i^z)  soit  une  fonction  holomorphe  de  z  à  l'inté- 
rieur de  cette  courbe.  Si  donc  IJ(«)  désigne  une  fonction  holomorplie 
quelconque  dans  une  région  R  du  plan,  l'intégrale  définie 


Jiz.) 

prise  le  long  d'une  courbe  fermée  quelconque  L,  située  dans  cette  région, 
est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  linéaire  à  coefficients  constants. 
On  voit  comment  ce  résultat,  di'i  à  Cauchy,  se  rattache  aisément  à  la 
méthode  de  Laplace. 

Il  est  facile  comme  vérification  de  retrouver  les  intégrales  particulières 
connues.  Soit  z  =  a  une  racine  d'ordre/)  de  l'équation  caractéristique 
f(z)  =  o.  Prenons  pour  ligne  d'intégration  un  cercle  de  centre  a  ne  ren- 
fermant pas  d'autres  racines  de  f{z)  —  o,  et  soit  II  {z)  une  fonction  holo- 

.      ,  ,      ,        .  -j      .    .     r         •       n{z)e--^  n[z)e~^ 

morphe  dans  ce  cercle.  Le  résidu  de  la  (onction  — '-r-, — ; —  ou — -z—, — - 

•^  f{z)  iz-a)i'/t{z) 

est  égal  au  coefficient  de  /zp'  dans  le  développement  du  produit 
Il  i  a  -^  h)t 


suivant  les  puissances  de  It.  Soit 
Il  fa -f-  /M 


t\(a  +  h) 


Ao-i-  A,  A  -+-.  .  .^  A,,_,/(''- 


les  coefficients  A,,,  A,.  .  .  .,  Ap_i  sont  arbitraires,  puisque  la  fonction  11  i  z) 
est  une  fonction  quelconque  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  a.  Le 
résidu  cherché  est  donc  égal  à 

r  xt'~^  ri'--  ~\ 

("'■'■      A„ h-  A,  ^^ :  +.  .  .H-A„_i      , 

I  l.J...(/J  —  1)  1.9...(/<—  i)  '        J 

c'est-à-dire  au  produit  de  l'exponentielle  e"-^  par  un  polynôme  arbitraire 
de  degré/)  —  i;  ce  qui  est  bien  d'accord  avec  le  résultat  connu. 


III.  -  INTÉGRALES  RÉGILIÈRES.  —  ÉQUATIONS  A  COEFFICIFNTS 
PÉRIODIQUES. 

En  dehors  des  cas  très  élémentaires  que  nous  avons  traités,  il  est,  eu 
général,  impossible  de  reconnaître,  d'après  la  forme  seule  d'une  équation 
linéaire,  si  l'intégrale  générale  est  algébrique  ou  peut  s'exprimer  au  moyen 
de  transcendantes  classiques.  On  a  donc  été  conduit  à  étudier  directement 
les  propriétés  de  ces  intégrales,  en  partant  de  l'équation  elle-même,  au 
lieu  de  chercher  à  les  exprimer  (un  peu  au  hasard)  par  des  combinaisons 
en  nombre  fini  de  fonctions  connues.  Nous  avons  déjà  reconnu  (Chap.  XV) 
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i|iie  ia  naliue  des  points  singuliers  d'uiio  fonction  analuique  esl  un  élé- 
ment essentiel  permettant  dans  certains  cas  de  caractériser  coinplétemenl 
ces  fonctions.  Or  on  connaît  a  priori  (  n"  399)  les  points  singuliers  des 
intégrales  d'une  équation  linéaire;  nous  allons  montrer  comment  on  peut, 
dans  un  cas  particulier  étendu  et  très  important,  faiie  l'étnde  complète 
des  intégrales  dans  le  domaine  d'un   point  singulier. 

409.  Permutation  des  intégrales  autour  d'un  point  critique —  Soit  a 
un  point  singulier  isolé  de  quelques-uns  des  coefficients  /)(,  p,^  ....  />„  de 
l'équation  linéaire 

nous  supposons  en  outre  que  ces  coeflicients  sont  uniformes  dans  le  voisi- 
nage. Soient  Y  un  cercle  de  centie  a  à  l'intérieur  duquel  p,,  p-i,  ...,/>„ 
n'ont  pas  d'autre  point  singulier  que  a,  et  Xo  un  point  intérieur  à  y  voisin 
de  a.  Toutes  les  intégrales  sont  holomorplies  dans  le  domaine  du  point  .r,,  : 
prenons  n  intégrales  particulières  yi,  jc^,  .  .  . ,  ^„  formant  un  système  fon- 
damental. Si  la  variable  .v  décrit  dans  le  sens  direct  un  cercle  de  centre  a 
passant  par  le  point  .r„,  on  peut  suivre  le  prolongement  analytique  des  inté- 
grales yi,  y^,  ....  y„  tout  le  long  de  ce  chemin,  et  l'on  revient  au  point  x^ 
avec  n  fonctions  Y),  Yo,  .  .  .,  Y„  qui  sont  encore  des  intégrales  de  l'équa- 
lion  (^~)',  Y,- désigne  ce  que  devient  _Kj  api'ès  une  circulation  autour  du 
point  a  dans  le  sens  direct.  On  a  donc,  puisque  Y,,  Y.,,  ...,  Y„  sont  des 
intégrales  de  l'équation  (57),  n  relations  de  la  forme 

Y,  =  (iKiJ'i—  "12  r2  +  -  •.+  f'i«i'/M 

)    Y2   =   «21^1-1-  «02J2-I--  ■  ■-)-  <^t-2ny„: 


(58) 

[    Y„  =  rt„iT'l  -H  rt/i2j'2-+-.  ■  .H-  niinyn, 

les  coefficients  a,/,  étant  des  constantes  qui  dépendent  naturellement  du 
système  fondamental  choisi.  Il  est  facile  d'avoir  la  valeur  du  déterminant  D 
formé  par  ces  n-  coefficients.  Xous  avons  en  elïet  (  n"  400) 

■^(/i,  J'î,  ■■■.  yn)  =  Ce       ■■•  ; 

si  X  décrit  la  circonférence  y  de  centre  a  dans  le  sens  direct,  y,  se  change 
en  Y,-,  et  il  vient  par  conséquent 


A(Y,,  Y,,  ...,  Y„)  =  A(j,,jK2,  ...■,y,t)c 


fr^ 


Mais  le  quotient  des  deux  déterminants  de  Wronski  est  égal  à  D  (n"  -400). 
et  l'on  a  par  conséquent  D  =  e^-"^'",  R  désignant  le  résidu  de  pi  relatif 
au  point  a.  Ce  déterminant  n'est  donc  jamais  nul. 


456 


CHAPITRE    XX.    —    EQUATIONS    DIFFERENTIELLES    LINEAIKES. 


Les  coefficients  (les  formules  (58)  dépendant  du  système  fondamental 
choisi,  il  est  naturel  de  cliercher  un  système  particulier  d'intégrales,  de 
façon  que  ces  formules  soient  les  plus  simples  possibles.  Cherchons  d'abord 
à  déterminer  une  intégrale  particulière  u  =  Xj  yi  +  Àa^î-i- .  .  . -1- X„^„, 
telle  qu'une  circulation  autour  du  point  a  reproduise  cette  intégrale  mul- 
tipliée par  un  facteur  constant.  Il  faudra  pour  cela  qu'on  ait  U  =  su, 
U  étant  la  valeur  de  u  après  la  circulation,  et  s  un  facteur  constant,  ou 

-H  >v, ( a„i .r,  -t-  fl„2j>'2 -+-... ^  a„n y,, )  —  sC/~)yi-h...-hl„y„)  =  o; 

une  telle  relation  ne  peut  exister  entre  les  n  intégrales  que  si  les  coeffi- 
cients de  yi,  j'j,  ....  y„  sont  nuls  séparément.  Les  n  +  i  coefficients  indé- 
terminés, X],  Xj ,   ...,  A,i,  s,  doivent  donc  satisfaire  aux  n  conditions 


(59) 


/.lia, 
X,n|, 


■  X„  a,i^ 


=  o, 
=  o , 


X„  (  (7„„  - 


Comme   X,,  X2,    ....    X„    ne    peuvent  être  nuls  à  la  fois,  sans  quoi 
aurait  u  =  o,  on  voit  que  i  doit  être  racine  d'une  équation  de  degré  n 


(60) 


F  (,•()  = 


««1      I 


que  nous  appellerons  pour  abréger  équation  caractéristique  ;  d'après  une 
remarque  faite  tout  à  l'heure,  cette  équation  ne  peut  admettre  la  racine  i=o, 
car  le  déterminant  D  des  n-  coefficients  a,-/,  seiail  nul. 

Inversement,  soit  5  une  1  acine  de  celte  équation  ;  les  relations  (  5g)  déter- 
minent pour  les  coefficients  X,-  des  valenrs  non  toutes  nulles,  et  l'inté- 
grale u  =  Xj  y,  -t-  .  . .  -i-  X„_y„  est  multipliée  par  i  après  une  circulation  de 
la  variable  autour  du  point  a.  Cela  étant,  supposons  d'abord  que  l'équation 
caractéristique  ait  «  racines  distinctes  s,,  Sj,  .  .  .,  5,,.  INous  aurons  «  inté- 
grales pai'liculiéics  ((,,  «o.  .  .  .,  «„  telles  qu'ajiiés  une  ciiculation  dans  le 
sens  direct  autour  du  point  o,  on  ait 


(0,) 


U, 


U2=   4.!  "2, 


u„ 


u,-  désignant  la  \aleui-  finale  de  u,  après  la  circulation.  Ces  n  intégrales 
u,,  Un,  ...,  Un  forment  un  système  fondamental.  Supposons,  en  effet, 
qu'on  ait  une  relation  de  la  forme 


(62) 


C,!', 


C,  u.. 


C,,u,,  =  o. 


les  coefficients  constants  Cj,  Cj,  .  .  . ,  C„  n'étant  pas  tous  nuls.  Après  une, 
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lieux,  ....  (  n  —  i)  circulations,  on  aurait  des  relations  de  même  forme 

(     C|î,Hi  -^   0,,$!   tin         -f-,   .   .+    C„S„M,j  =0. 

(63)  <'         '      '       '  '     -      ^  '<    n      n 

\- :••, :■•■•, 

I     Cl  s','     '  «1 -+-  C2i"2     '  H-2^.  .. -4-   <->„»•;{     'Hn=:0. 

F.es  relations  linéaires  (62)  et  (63  1  ne  peuvent  être  vérifiées  que  si  l'on  a 
en  même  temps  C|î(i  =  i C„(/„=o,  car  le  déterminant  correspon- 
dant est  différent  de  ^éro. 

Il  est  facile  de  former  une  fonction  analytique  qui  est  multipliée  par  un 
facteur  constant  5  différent  de  zéro  après  une  circulation  autour  du 
point  a.  Kn  effet,  la  fonction  (,r  —  n)'' ou  e'Log(.r— .n  ^e,i  multipliée  après 
une  telle  circulation  par  e'-""',  et,  si  nous  déterminons  /■  par  la  condi- 
tion /•  =  :  Log(i),   cette  fonction    (x  —  ay  est   bien    multipliée  par  s 

après  une  circulation  autour  de  a;  toute  autre  fonction  u  jouissant  de  la 
même  propriété  est  de  la  forme  {x  —  rt)' ç(x  —  a),  la  fonction  0(3-  —  a) 
étant  uniforme  dans  le  domaine  du  point  a.  car  le  produit  u{x  —  <^)~'' 
revient  à  sa  valeur  initiale' après  une  circulaticn  autour  du  point  a.  L'inté- 
grale «/;•  est  donc  de  la  forme 

(//,  =  {x  —  a  )'■'  t?/.(.r  —  a  ), 

où  r/,  =  :  Logis/.),  la  fonction  csa  étant  uniforme  dans  le  voisinage  du 

point  a.  Dans  un  cercle  C  de  ravon  R  décrit  du  point  a  pour  centre  et  où 
les  coefficients  /Jj,  ...,  pn  sont  holomorphes,  sauf  au  point  a,  l'inté- 
grale uii  ne  peut  avoir  d'autre  point  singulier  que  a.  Il  en  est  donc  de  même 
de  la  fonction  ç/.(a7  —  a),  et  le  point  a  est  pour  celte  fonction  un  point 
ordinaire  ou  un  point  singulier  isolé.  On  peut  écarter  le  cas  où  le  point  a 
serait  un  pôle.  En  effet,  si  le  point  a  était  un  pôle  d'ordre  m,  comme 
l'exposant  /■/.  n'est  déterminé  qu'à  un  nombre  entier  près,  on  pourrait  écrire 

u,,=  {x  —  o)'■^-"'[^r  —  a)'"  ç/,(.r  —  a)], 

et  le  produit  (a?  —  a)"'<p/,(a7  —  a)  est  holomorphe  pour  .r  =  a.  Si  le  point  a 
n'est  pas  un  point  singulier  essentiel  pour  <fk{x  —  a),  on  dit  que  l'inté- 
grale est  régulière  pour  r  =  a.  On  peut  alors  supposer  que  la  fonction 
fkix  —  a)  a  une  valeur  finie,  différente  de  zéro,  pour  .r  =  a. 

410.  Examen  du  cas  général.  -  11  reste  à  examiner  le  cas  où  l'équa- 
tion caractéristique  a  des  racines  multiples.  Nous  allons  montrer  qu'on 
peut  toujours  trouver  n  intégrales  formant  un  système  fondamental  et  se 
décomposant  en  un  certain  nombre  de  groupes  tels  que,  y\,  y^,  ..  .,  >',, 
désignant  les/)  intégrales  d'un  même  gioupe,  on  ait,  après  une  circulation 
dans  le  sens  direct  autour  du  point  a. 

(64)  \,  =  .t^,,         '^\=s(yi^yi),  ...,         V,,=  s(_K,,_,-+-jKp). 
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Les  cliiTércnles  valeurs  de  s  sont  les  racines  de  l'équation  caracléristique, 
et  à  une  même  racine  peuvent  correspondre  plusieurs  groupes  différents. 
Lorsque  les  n  racines  sont  distinctes,  cas  que  nous  venons  d'examiner, 
chaque  groupe  se  compose  d'une  seule  intégrale. 

Le  problème  revient  en  réalité  à  prouver  qu'on  peut  ramener  la  sub- 
stitution linéaire  définie  par  les  formules  (58)  à  une  forme  canonique  telle 
qu'on  vient  de  l'indiquer,  en  remplaçant  _y,,  y»,  ...,jKi  par  des  combi- 
naisons linéaires  convenablement  choisies  de  ces  variables.  Le  théorème 
étant  supposé  établi  dans  le  cas  de  /;  —  i  variables,  nous  allons  montrer, 
d'après  une  méthode  due  à  M.  Jordan,  qu'il  est  encore  vrai  pour  ir. 

D'après  ce  qui  a  été  démontré  au  paragraphe  précédent,  on  peut  toujours 
trouver  une  intégrale  particulière  u  telle  qu'on  ait  U  =  \xu.  En  rem- 
plaçant l'une  des  intégrales,  j^i  par  exemple,  par  cette  intégrale  u,  les  for- 
mules (58)  prennent  la  forme 

(    U  =  IJ.U, 

(65)  Y'-2  =  b,u  +  b,,r,  +  ...-^b,„y„, 

[    \n  =  bi,  Il  -(-  bn-jj'i-^  .  .  .-l-  b„,iy„. 

Si  dans  les  /j  —  i  dernières  formules  nous  négligeons  les  termes  b-iU,  ..., 
/)„  u,  ces  formules  définissent  une  substitution  linéaire  portant  sur  les  n  —  i 
variables  y-i,  ys,  ■  ■  -,  yn-  Le  déterminant  D'  de  cette  substitution  an  —  i 
variables  n'est  pas  nul,  car  le  déterminant  D  de  la  substitution  linéaire  à  n 
variables  est  égal  à  |JiD',  et  ne  peut  être  nul.  Le  théorème  étant  admis 
pour  n — I  variables,  supposons  cette  substitution  auxiliaire  ramenée  à  la 
forme  canonique.  Cela  revient  à  remplacer  jKsi  J'si  ■••.  yn  par  n  combi- 
naisons linéaires  distinctes  Zi,  z^,  ....  3„_i  telles  que  les  formules  qui 
définissent  la  substitution  linéaire 

Y,  =  bi.iy-2 -1- ... -1-  bj^yn        (i  =  a,  3,  ■ . . ,  n) 

soient  remplacée*,  par  un  certain  nombre  de  groupes  de  formules  telles  que 

Z,  =  .s;,,         Z„=  s(^,-)-;2),  ■■•,         7.i,=  s{z,,-.i-hz,,). 

Si  l'on  effectue  la  même  transformation  sur  les  formules  (65),  il  faudra 
évidemment  ajouter  aux  seconds  membres  des  formules  précédentes  des 
termes  renfermant  u .  Autrement  dit,  nous  pouvons  tiouver  n  —  i  inté- 
grales formant  avec  u  un  svstème  fondamental,  et  se  partageant  en  un 
certain  nombre  de  groupes  tels  qu'on  ait,  pour  les  intégrales  Zt,  z^,  ..., 
Zj,  d'un  seul  groupe, 

(66)  Zi  —  szi+KiU,     Z,  —  s(zi-+-:,)-^-K,u,      ..,     Z/,  — s(Zp-i-\- Zi,)-i-K,,ii, 

Kj,  Kj,  . .  .,  K^  étant  des  constantes.  Nous  allons  d'abord  chercher  à  faire 
disparaître  le  plus  qu'on  pourra  de  ces  coefficients.  Posons  pour  cela 

!(,,=  ;,+  ),,«,  U,—  Zi-f-'^iU,  ...,  Uii=  Z,,-i-XpU, 
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>,i.  A»,  ...,  '/.,,  étant/)  coefficients  constants.  Un  calcul  facile  montre  qu'on 
a  pour  ces  nouvelles  intégrales 

\  L"i  =  «Mi— [K,-f-(;x  — .ç)/.,]». 
^        J  U,- =  i(î/,_,-+- f<,)-^  fK,  — (  iJt  — 5)).,  — sX,-i]"         ('■>ii: 

cela  posé,  si  u.  —  s  n'est  pas  nul,  on  peut  choisir  X| ,  >.»,  ....  \,,  de  façon 
que  les  coefficients  de  u  dans  les  seconds  membres  soient  nuls,  et  l'on  a, 
pour  les  nouvelles  intégrales  m,, 

U|  =  5;/|,         Uo  =  s(«, -=- !<«)!         ••■!         U,,  =  i(H,^i -T- Up, . 

La  substitution  subie  par  ce  groupe  d'intégrales  après  une  circulation 
autour  de  a  est  de  la  forme  canonique.  Si  a  =  s.  comme  i  ne  peut  être  nul. 
on  peut  choisir  ).,,  X>,  ...  À;,_i  de  façon  à  faire  disparaître  les  coefficients 
de  u  dans  les  expressions  de  U»,  U,,  .  . .,  Up.  Mais  on  peut  avoir  plusieurs 
groupes  de  variables  Zi  subissant  une  transformation  de  forme  canonique 
pour  laquelle  la  valeur  de  s  est  égale  à  a.  Supposons,  pour  fiver  les  idées, 
qu'il  V  ait  deux  pareils  groupes,  comprenant  respectivement  p  tX.  q  va- 
riables. Après  le  changement  de  variables  qui  précède,  les  substitutions 
subies  par  ces  deux  groupes  sont  de  la  forme 

I  I  I         Ui  =  «Ml  ^  Kl  J/,  Uo  =  s(k.  -H  i*i  ),  ....  \j  i,=  s(Ui,^- llp-i). 

Il       V  \  —  su\  -^  K'i  «,        Ui  =  s(  «5  -1-  ii', U'^  =  s{u',j  ^-  m'j-1  )■ 

Si  K'|  =  Ki=o,  l'on  a  trois  groupes  d'intégrales  u.  (u,.  u».  ■■■,  ";-)• 
i  u\,  u\,  ....  u'q)  subissant  une  substitution  de  for^ie  canonique.  ?)o\l  p'iq  : 

-si   Kl  n'est  pas  nul,  en  posant  v;^  ii) —  -^  u,.   le  second  groupe  d'inté- 

Ki 

grales  est  remplacé  par  un  groupe  de  q  intégrales  c,-  subissant  une  substi- 

,      ,                                                                                                  K 1  H      ,       ,  .    . 

tution  de  tornie  canonique,  et  en  posant  ensuite  ;<„= ,  les  (p-i-i)  in- 
tégrales u„.  u,,  ....  Up  forment  un  seul  groupe  subissant  une  substitution 
de  forme  canonique.  Si  K,  =  o,  K',  n'étant  pas  nul,  en  posant  uô=  — - — > 

on  a  deux  groupes  d'intégrales  («i,  u^,  ...,Up),  (Uf),u\,  ...,u',i)  subis- 
sant une  substitution  de  forme  canonique.  Le  théorème  énoncé  est  donc 
général  H). 

411.  Forme  analytique  des  intégrales.  —  Il  nous  reste  à  trouver  une 
forme  analytique  propre  à  metlre  en  évidence  la  loi  de  permutation  des 
intégrales  d'un  même  groupe  après  une  circulation  autour  du  point  a. 
.Soient^'],  y,,  .  . . ,  y p  un  groupe  d'intégrales  subissant  la  permutation  (64  ); 

(')  Pour  tout  ce  qui  concerne  l'applicatioa  de  la  théorie  Ati  diviseurs  élémen- 
taires de  Weierstrass  aux  équations  différentielles  linéaires,  on  pourra  consulter  le 
Mémoire  de  L.  .Sauvage  (Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  1891,  p.  283). 
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posons  T'i  =  (:r  —  </ )''-i,  r  étant  égal  à  :  Logi.  Les  p  fonctions -Zi,  Sj,  •••, 

Z/i  doivent  être  telles  qu'on  ait 

La  fonction  ^i  doit  donc  être  une  fonction  uniforme  c?i(a:  —  a)  dans  le 
domaine  du  point  a.  Quant  à  la  fonction  z^,  on  déduit  des  égalités  précé- 
dentes =^  =  —  -t-  I  ;  la  différence  —  —  ■ :  Loefa;—  a)  est  donc  une  fonc- 

tion  uniforme  '\iiix  — '/ ),  et  l'on  a  aussi 


Qjfa-  —  o)  étant  encore  une  fonction  uniforme.  D'une  façon  générale, 
posons  l  =:  :Los;(j"  —  a):  lorsque  .r  décrit  un  lacet  dans  le  sens  direct 

■ÎTZl 

autour  du  point  a,  t  augmente  de  l'unité,  et  z,,  z,,  ....  -/„  considérées 
comme  fonctions  de  t,  doivent  vérifier  les  relations 

(68)  (     ^l('  +  ')=-l(0,  =2(<  +  l)  =  ^2(0  +  -l(0, 

\  z,.(t-^i}  =  z,,(l)-i-  :,..t(t). 

Pour  trouver  la  solution  la  plus  générale  des  équations  (68),  nous  re- 
marquerons qu'on  peut  satisfaire  à  ces  relations  en  prenant  -i  =  i,  Zi  =  t, 
et  en  choisissant  pour  Z/(l)  un  polynôme  de  degré  i —  i  en  t  dont  les 
coefficients  se  délerminelit  de  proche  en  proche.  On  facilite  le  calcul  en 
observant  que  la  relation 

3,(  /  -H  0  —  -<(')   =   2/-l(0  ('^3) 

est  vérifiée  pour  /  =  o,  i ,  2,  .  .  . .  (  —  3,  si  l'on  prend  pour  Zi(l)  un  poly- 
nôme de  la  forme  K,7(i  —  1  )...(?  —  £-1-2).  Pour  qu'elle  soit  vérifiée 
identiquement,  il  suffira  qu'elle  soit  vérifiée  pour  une  autre  valeur  de  /, 
par  exemple  pour  ^  =  i  —  2,  puisque  les  deux  membres  sont  des  polynômes 
(le  degré  i — 2  en  t.  On  trouve  ainsi  la  condition  (i — i)K/  =  K,_i,  d'où  l'on 

lire   K,=  ■^. -r-    Nous    obtenons    donc    une    solution    particulière    des 

.   (j— I)! 
équations  (68)  en  posant 

fi  fl/,\        t(t  —  i)...(t  —  i  +  i) 

e,=  i,  6,(0=' — — Ai-,, (J  =  2,  3,  ...,/j). 

Pour  avoir  la  solution  générale,  désignons  par  tft(<)  des  fonctions  telles 
qu'on  &\t<fic{t-i-  i)  =  tf/,-(t).La  première  des  relations  (68)  montre  que  ^i(/j 
est  une  fonction  de  cette  espèce,  soit  fi{t);  la  seconde  montre  de  même 
que  la  différence  Zî{t) — lU(t)3i{t)  ne  change  pas  quand  on  change  t 
en   / -H  I  ;  ^2(0  est   donc   de  la  forme  z^Çt)  = 'ii(t) -{- Bi<fj{/ ).  On   peut 
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poursuivie   le   laisonnemenl   de    pioche   en   proche:    supposons   qu'on   ait 
démontré  que  ;;/,^|(/)  est  de  la  forme 

»i_i(n  =  ÇA-i(0-+-92OA-2(0-t-.-.-^-^/.-i'fi(0       a  =  3,  4,  ...,  i). 

La   relation  générale  z,{t  -h  \)  ^  Zi{t )  r=  z/^ii t)  montre  que  la   différence 

z,(n  —  (ii  o,_,(/)_e3  '5,-_j(/)  -. . .-  e,o,(o 

ne  change  pas  quand  on  change  r  en  /  ^- i  ;  la  fonction  -,(<)  est  <lonc  de 
I  a   fo  r  m  e 

;,m  =  'fi(t  I  -4-  62  •.;,_, i'^)  — . ..+  0,  9,(/). 

En  résumé,  la  solution  générale  des  équations  (68)  est  donnée  par  les 
formules  < 

'  -i(<)  =  ?i(0, 

^2(0=    829,(0  -f-?2(0. 
"'9)  \     Z3(t)=    (i^<f,{t)-h6i<fî(t)-i-03(t),  . 


C,,{0   =  0,.  '■?l(0  +  9,,_,  Ç2(r)  ^-  •  ■-+-  «2  'f„-l(0  +  Op(0, 

les  fonctions  tsi,  02-  ■ .  .  >  ®p  ne  changeant  pas  quand  on  change  i  en  <  -1-  i. 
Revenons  maintenant  à  la  variable  x  et  désignons  par  6,[Log(a:  —  a)] 

le  polynôme  en  Log(x  ^  a }  obtenu  en  remplaçant  t  par -.  Log(.r  — a) 

dans  (l,(t).  Nous  vovons  que  les  p  intégrales  j-j,  j'2.  -..j^/jdu  groupe 
considéré,  qui  subissent  la  substitution  (64)  après  une  circulation  dans  le 
sens  direct  autour  du  point  n,  sont  représentées  par  des  expressions  ana- 
Ivtiques  de  la  forme  suivante  : 

yt  =  (  r  —  «)'■  <!>,(.?-  —  a  ), 

jr^  =  (j-  —  aY]  e2[Log(.r  —  a  )]<l>i(.r  ~  a)  — 't;jx  —  a)[, 

j.-,,=  (t  —  ni'-  [e,,j  Log(.r  — a)|<I),(,r  — (T  )  —  e,,_,  [  Logi  .r  —  a)  [  <I>2(.r  —  «  )- 

I),  (  .r  —  rt),  "l),!  -r  —  a  ).  ....  •î>^(  .r  —  a }  étant  des  fonctions  uniformes  dans 
le  domaine  du  point  a. 

Remarquons  que  toutes  les  intégrales  de  ce   groupe  peuvent  se  déduire 
de  la  dernière  _>'p,  qui  est  de  la  forme 

j)-,,  =  (.r  —  «  i''| 'l/ofa- —  a) -i-      ^,(.r^a)  Log(  j  —  a) +. . . 
-+-  >i,_n>  —  n)[Log(,r  —  a)]/'-'  |. 

1/(1,  'l, •ip_,  étant  des  fonctions  uniformes  dans  le  domaine  du  point  a 

dont  la  dernière  'i,,-i  est  différente  de  zéro.  D'après   les   relations   (64). 
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on  a 

et  par  suite  .7>_i  est  le  prodiiil  de  (.r  —  a)''  par  un  polynôme  de  degré 
p  —  ■>.  en  Log(a;  —  a),  dont  les  coefficients  sont  des  fondions  uniformes 
de  .r  dans  le  domaine  du  point  «:  on  déduira  de  même  jK/i-s  de  .r/i-i,  cl 
ainsi  de  suite. 

Lorsque  le  point  a  n'est  un  point  singulier  essentiel  pour  aucune  des 
fonctions  «ti,  "^2,  ...,  <!>,,,  toutes  les  intégrales  du  groupe  considéré  (70) 
sont  dites  régitlicres  pour  .r  =  a.  D'après  une  remarque  déjà  faite  (p.  457). 
on  peut  alors  supposer  que  toutes  ces  fonctions  *,(a;  —  a)  sont  holomor plies 
pour  X  =  a,  en  remplaçant,  s'il  est  nécessaire,  r  par  un  autre  exposant  qui 
n'en  diffère  (|ue  d'un  nombre  entier. 

412.  Théorème  de  Fuchs.  —  La  détermination  des  nombres  Si,  ii,  ...,  s„, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  exposants  correspondants  /'i,  r-i,  ...,  /„, 
est  en  général  un  problème  très  difficile.  On  peut  obtenir  ces  expo- 
sants 7',  par  des  calculs  algébriques  lorsque  toutes  les  iutégi^ales  de  l'équa- 
tion considérée  sont  régulières  dans  le  domaine  du  point  a.  C'est  ce  qui 
résulte  d'un  important  théorème  dû  à  M.  Fuchs  :  Pour  que  l'cquation  (5") 
admette    n    intégrales    distinctes,     régulières    dans    le    domaine    du 

d"-'r 

point  a,  il  faut  et  il  suffit  que  le  coefficient  pi  de  —z — ^  dans  cette 
équation  soit  de  Informe  yx  —  c' )-' P,(.r  —  a),  la  fonction  Pi{x — a) 
étant  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  a. 

Si  Vi{a)  n'est  pas  nul,  le  point  a  est  un  pôle  d'ordre  ;  pour/),.  Mais,  si 
P,(a)  =  o,  le  point  a  est  un  pôle  d'ordre  inférieur  à  i  ;  il  peut  même  arri- 
ver que  le  point  a  soit  un  point  ordinaire  pour  quelques-uns  des  coeffi- 
cients pi.  Les  conditions  précédentes  peuvent  encore  s'énoncer  comme  il 
suit  :  L'équation  linéaire  doit  être  de  la  forme 

(7.)  i.r-«)"g+(x-«)->       P'(^>£^ 


dy       „ 
iyX  —  a)  \'n-i(J^)-f — I-  P«(-^)7  -■ 


dx 

Pj,   P-2,    ...,   P„  étant  des  fonctions  holomorplies  dans  le  domaine  du 
point  a. 

Nous  développerons  la  démonstration  dans  le  cas  d'une  équation  du 
second  ordre  seulement,  et  nous  supposerons,  pour  simplifier  l'écriture, 
a  =  o.  Dans  ce  cas  particulier,  la  première  partie  du  théorème  de  Fuchs 
s'énonce  ainsi  ;  Toute  équation  du  second  ordre,  qui  admet  deux  inté- 
grales régulières  distinctes  dans  le  domaine  de  l'origine,  est  de  la  forme 

(  72  )  x-y"  -)-  a;  P  (  .r  )  j>''  ^-  Q  (  .r  )r  =  o, 

P(x}  et  Q(x)  étant  holomorplies  dans  ce  domaine. 
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Si  l'équation  en  s  correspondante  (60)  a  deux  racines  distincles  i|,  .s». 
1  équation  (j'j.)  admet  deux  intégrales  régulières  de  Ja  forme 

(I;  V,  =  .f.  çi(.r),         y.,  =  .c'-=-^,(x}, 

les  exposants  /■,.  r-,  étant  différents,  et  oi(x),  ^i(x)  étant  deux  fonctions 
holomorphes  qui  ne  sont  pas  nulles  pour  x  =  o.  Si  l'équalion  en  5  a  une 
racine  double,  sans  qu'il  y  ait  de  terme  logarithmique  dans  l'expression 
de  l'intégrale  générale,  on  a  encore  deux  intégrales  particulières  de  la 
forme  précédente,  la  différence  r, —  /■,  étant  un  nombre  enlier.  On  peut 
toujours  supposer  que  cette  différence  n'est  pas  nulle;  car,  si  l'on  avait 
/■»  =  ri,  on  remplacerait  y^  par  la  combinaison  fi (0)^2 —  a,{o)y\  qui  est 
divisible  par  a:'"i+i.  Enfin,  si  l'expression  de  l'intégrale  renferme  un  terme 
logarithmique  dans  le  domaine  de  l'origine,  on  peut  prendre  un  système 
fondamental  de  la  forme 

(II)  y^  =  x^■^<^^(x),         j-,  =  37'-.[oi(a7)  Log(a:) -=-<!/, (a-)], 

çi(.r)  étant  une  fonction  holomorphe  qui  n'est  pas  nulle  pour  x=^o. 
et  'l'i(^)  ""6  fonction  uniforme  dans  le  domaine  de  l'origine,  qui  peut 
admettre  pour  pôle  le  point  a?  =  o.  Tout  revient  à  démontrer  que  toute 
équation  qui  admet  deux  intégrales  distinctes  de  la  forme  (I)  ou  de  la 
forme  (II)  dans  le  domaine  de  l'origine  appartient  au  type  de  Fuchs.  La 
vérification  n'offre  aucune  difficulté,  mais  on  peut  abréger  le  calcul  comme 
il  suit.  Si  l'on  pose  j' =  r''i!Oi(ar)  a,  l'équation  linéaire  en  u  obtenue  par 
cette  transformation  a  une  intégrale  générale  de  l'une  des  formes 

u  =  C,^Cja:?-(a-),         u  =  C,  ^  C5[Log(a-) -:- -(a:)], 

~.{x)  étant  holomorphe  pour  x  =  o,  ou  admettant  ce  point  pour  pôle. 
Celte  équation  est  bien  de  la  forme  (72),  car  la  dérivée  u'  est  de  la  forme 

h'=  CiXV-l{x), 

t(a")  étant  une  fonction  holomorphe  qui  n'est  pas  nulle  pour  a"  =  o. 
L'équation  linéaire  en  u  est  donc 


qui  est  bien  du  type  de  Fuclis.  Or,  il  est  aisé  de  s'assurer  que  celte  forme 
se  conserve  après  une  transformation  telle  que  _k  =  ■'^'''f  iC-*")"!  '^  pre- 
mière partie  de  la  proposition  est  donc  établie. 

Pour  démontrer  la  réciproque,  substituons  à  la  place  de  y,  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (7>.),  un  développement  de  la  forme 

(73)  K  =  Coa;'"-h  Cia;'-^' -^. .  .-(- c„a'''^''-i-.  . .  ir„—  o\. 
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et  soient 

P(x)  =  ao-h  a^x  ~h.  .  .,         Q(a7)  =  6(|+6iar-H... 

les  développements  des  fonctions  P  et  Q.  Le  coefficient  de  x''  dans  le 
résultat  de  la  substitution  est 

[r(r  —  i)  +  ao''  +  ^o]Ço- 

Comme  par  hypothèse  le  premier  coefficient  Co  n'est  pas  nul,  on  doit 
prendre  pour  /■  une  racine  de  l'équation  du  second  degré 

(74)  D(;-)  =  '-('-— i)-+-«o'--H'^o=o. 

Ayant  pris  pour  /■  une  racine  de  cette  équation,  on  peut  choisir  Co  arbi- 
trairement; nous  prendrons  par  exemple  Co=i.  Le  coefficient  de  .r'+P 
après  la  substitution  est  de  même 

c,,[l  '-4- /))(/■-;-/>  —  i)  -^no(r -H /))-+-  èol  -+-  F  =  c,,  D(  ;•-+-/))  -H  F, 

F  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers  en  c,,,  Cj,  . .  .,  Cp.  i,  Oj,,  ai,  . .  ., 
«/)>  ^0.  ^1,  ■  ■  ■ .  bp.  Faisant  successivement  j3  =  1,2,  3,  ...,  n.  .  .  on  pourra 
calculer  de  proche  en  proche  les  coefficients  successifs,  Cj,  c,.  ...,  c„,  ... 
à  moins  que  ï)(r-i-f>)  ne  soit  nul  pour  une  valeur  positive  de  l'entier  p. 
c'est-à-dire  à  moins  que  l'équation  (74)  n'admette  une  seconde  racine  /' 
égale  à  la  première  r,  augmentée  d'un  nombre  entier  positif.  Laissant  ce 
cas  de  côté,  nous  obtiendrons  une  intégrale  particulière  représentée  par 
une  série  de  la  forme  ("3),  et  dont  la  convergence  sera  démontrée  un  peu 
plus  loin.  Si  l'équation  D(r)  =  o  admet  deux  racines  distinctes  r.  r',  dont 
la  différence  n'est  pas  un  nombre  entier,  la  méthode  précédente  permet 
d'obtenir  ileu\  intégrales  distinctes,  et  l'intégrale  générale  est  représentée 
dans  le  domaine  de  l'origine  par  la  formule 

(-5)  r  =  C|  X''  o(x)  4-  CiX''  ii(x), 

o{x)  et  '\i(x)  étant  deux  fonctions  holoniophes  qui  ne  s'annulent  pas 
pour  X  =  o. 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  les  deux  racines  de  l'équation  174)  sont 
égales  ou  si  leur  difféience  est  un  nombre  entier  Soient  /•  et  /•  —  p  ces 
deux  racines,  p  étant  un  nombre  entier  positif  ou  nul.  IVous  pouvons 
toujours  obtenir  une  première  intégrale  de  la  foiaie  yi=  x''if(x).  Une 
seconde  intégrale  yn  est  donnée  par  la  formule  générale  (23),  qui  devient  ici 


la  somme  des  racines  de  l'équation  (74),  ou  i  —  Oo,   est  égale  dans  ce  cas 
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;i   '  /•  —  p  :  on  a  donc  «o  =  /<-+-  i  —  2  /•  el.  y.w  suite, 

e~j  (t"^"'  +  "'"'"^---,)''-'"=  3-'-'-'/'+"  S(^), 

S{.r)  étant  une  fonction  liolonioiplie  dans  le  domaine  de  l'ofigine  et  non 
nulle  pour  .r  =  o.  La  seconde  inlégiale  ;>'•>  a  donc  pour  expression 

T  f  j-  I  dx 


»-,  =  .r'  o\x)  j    — 


T(.r)  étant  une  fonction  holomorplie,  différente  de  zéro  pour  .r  =  o. 

Soit  A  le  coeflicienl  de  xi'  dans  T(a;);  nous  voyons  encore  que  l'inté- 
grale ^2  est  de  la  forme 

y^  =  .c''  9(  .r  I    A  Loga-  -+-  '^'  =  .?•'■  /'  "J/Cj")  -+-  A.r'"  ■•f(x)  Log^, 

'\i(x)  désignant  une  nouvelle  fonction  holomorplie  dans  le  domaine  de 
l'origine.  Ce  résultat  est  bien  conforme  à  la  théorie  générale.  Comme  cas 
particulier,  il  peut  se  faire  qu'on  ait  A  =  o;  l'intégrale  générale  ne  ren- 
ferme pas  alors  de  logarithme  dans  le  domaine  de  l'origine.  Mais  il  est  à 
remarquer  que  cette  circonstance  ne  se  présente  jamais  lorsque  />  =  o 
[puisque  T  (o)  n'est  pas  nul],  c'est-à-dire  lorsque  l'équation  (  74  )  a  une 
racine  double  (  '  ). 

Il  ne  nous  reste  plus,  pour  compléter  la  démonstration,  qu'à  démontrer 
la  convergence  de  la  série  (yS)  obtenue  en  prenant  pour  /■  une  racine  de 
l'équation  {y^),  lorsque  la  seconde  racine  r'  n'est  pas  égale  à  /•  augmentée 
d'un  nombre  entier  positif.  On  peut,  pour  simplifier  la  démonstration, 
supposer  que  ;•  =  o  et  que  la  seconde  racine  /'  n'est  pas  égale  à  un 
nombre  entier  positif;  en  effet,  quand  on  pose  y^xV-z,  l'équation  ana- 
logue à  D(7')=o  pour  l'éq^uation  linéaire  en  z  admet  les  racines  de 
l'équation  (~i)   diminuées  de   u.  Nous  supposerons  donc  qu'on  a   fait  tout 


(  '  )  Supposons  que  les  fonctions  P  (  j)  et  Q{x)  dans  l'équation  (72)  soient  des 
fonctions  paires  de  x,  el  que  la  dilîérence  des  racines  de  D{r)  =  osoit  un 
nombre  entier  impair  in  +  i;  dans  ce  cas  le  terme  logarithmique  disparait  tou- 
jours dans  l'intégrale  y^.  En  effet,  si  l'on  prend  pour  variable  indépendante 
l  —  .v"-,  l'équation  (7a)  est  remplacée  par  une  équation  de  même  forme 

et  les  racines  de  l'équation  analogue  à  D(/')  =  o  sont,  il  est  aisé  de  le  vérifier, 
les  moitiés  des  racines  de  D  (  ;■  )  =  0.  Leur  différence  n'étant  pas  un  nombre  entier, 
il  s'ensuit  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (72')  ne  renferme  pas  de  terme 
logarithmique  diyis  le  domaine  de  l'origine.  Il  on  est  donc  de  même  pour 
l'équation  (  72  ). 

G.,  IL  "  3j 
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d'abord  une  transformadon  de  cette  espèce,  de  façon  que  l'équation  (74) 
admette  la  racine  /•  =  o,  la  seconde  racine  n'étant  pas  un  entier  positif.  Il 
faut  pour  cela  que  b^  soit  nul,  et,  en  modifiant  un  peu  les  notations,  nous 
écrirons  l'équation  (72)  de  la  façon  suivante,  en  divisant  tous  les  termes 
par  .r. 

(76)  .ry'-h  «„j>''  =  .?y'(rti-H  a-iX  —  .  .  .  )  h- ^(6,  -r-  b^T  —  .  .  .  1, 

les  coefficients  ai,  61,  a,,...  n'étant  plus  les  mêmes  que  tout  à  l'heure. 
Tout  revient  à  montrer  que  cette  équation  (76)  admet  une  intégrale  holo- 
morphe  dans  le  domaine  de  l'origine,  ne  s'annulant  pas  pour  a^  =  o, 
pourvu  que  i  —  a^  ne  soit  pas  un  nombre  entier  positif.  Or,  si  l'on 
cherche  à  satisfaire  formellement  à  cette  équation  par  une  série  telle 
que 

(77)  _>'=  i  +  C|3- -)-...-+- c„.r''-+-.  .. , 

on  obtient,  pour  déterminer  les  coefficients  de  proche  en  proche,  des 
relations  de  la  forme 


(78) 


ao  I  =  P„  I  «1,  a-i,  ...,  bt,  b,.  ...,  b„,  c,,  c,,  ...,  c„-i 


P„  étant  un  polynôme  dont  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  réels   et 

positifs.  Par  hypothèse,  le  coefficient  n  —  IH- ao  ne  s'annule  pour  aucune 

valeur  entière  et  positive  de  «  ;  nous  pouvons  donc  déterminer  un  nombre 

positif    pt    tel    qu'on   ait,   pour   toute    valeur    entière    et   positive    de    n, 

I0         ,  1.      .   . 

—  tend   \ers  1  unité 

lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Remplaçons,  d'autre  part,  les  coeffi- 
cients de  xy'  et  de  y  dans  le  second  membre  de  l'équation  ^76)  par  des 
fonctions  majorantes,  et  considérons  l'équation  auxiliaire 

(79)  |jL(.rY"-i-  2  V)  =  a-  V'(A,-!-  Ajar-t-.  .  .)  -t-  Y(Bi-l-  B.,a:-H.  .  .  ). 

En  cherchant  à  satisfaire  à  cette  nouvelle  équation   par  une  série  de  la 
forme 

(80)  Y  =  1 -H  Cia--i-.  .  .-(- C„a:''-1-. .  ., 

on  est  conduit  aux  relations  analogues  aux  relations  (78)  : 

(81)  /i,aC„(«  —  Il  =  P„(A,.  A2,  ....  P.,,  B2.  ...,  C|,  ...,  C,,-,). 

Si  nous  comparons  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  des  coeffi- 
cients c„  et  C„, 

^'1.^2 c,,  ...,  c„_,)  ^      ^  
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les  conditions  A,-^|a,|,  B,;;|6,|,  \n  —  i -l-«o|  >  ;jt(  « -<- i)  montrent  de 
pioche  en  proche  qu'on  a 

|c,  KC.      |c,|  :;c, I'^,, !<(::„, 

et  il  suffira  d'établir  la  convergence  de  la  série  auxiliaire  (80;  ou  de 
montrer  que  l'équation  (79)  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  do- 
maine de  l'origine,  ne  s'annulant   pas   pour  a;  =  o.  Si  l'on  prend  pour  les 

fonctions  majorantes  une  expression  telle  que — '- ,  l'équation  auxiliaire 

/■ 
(79)  s'écrit 


on  en  déduit,  après  une  première  intégration. 


'Y'-Y  =  C    I-- 


.7-Y  =  c  r    (i-:^]     ^  dx^C. 


Il  n'y  a  qu'à  prendre  C  =0,  (",  =  1  pour  avoir  une  intégrale  holomorphe 
iliins  le  domaine  de  l'origine,  ne  s'annulant  pas  pourx  =  o. 

Extension  au  cas  i^énéral.  —  La  démonstration  du  théorème  deFuchs- 
dans  le  cas  général  peut  se  faire  d'après  les  mêmes  principes,  en  montrant 
que,  s'il  est  vrai  pour  une  équation  d'ordre  n —  1,  il  est  encoie  vrai  pour 
une  équation  d'ordre  n. 

Si  l'équation  (71)  admet  /(  intégrales  particulières  se  partageant  en  ui> 
certain  nombre  de  groupes  de  la  forme  (70),  elle  admet  au  moins  un» 
intégrale  particulière  de  la  forme  (a:  —  aY a  ( x  —  a),  ii{x  —  a)  étant  une 
fonction  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  a,  et  qui  n'est  pas  nulle 
pour  .r=a.  La  substitution  y  ^  (x  —  ay^lx  —  a)u  conduira  à  une 
équation  linéaire  en  «/,  admettant  l'intégrale  particulière  «=i;  la  déri- 
vée H  satisfait  donc  à  une  équation  linéaire  et  homogène  d'ordre  n — i. 
Le  théorème  étant  admis  pour  une  équation  linéaire  d'ordre  n  —  1.  cette 
équation  en  u'  est  de  la  forme  de  Fuchs;  il  en  est  évidemment  de  même  de 
l'équation  en  u  et,  par  suite,  de  l'équation  en  y. 

Inversement,  considérons  une  équation  de  la  forme  (71))  oh  n  =  o- 
On  satisfait  formellement  à  cette  équation  par  une  série  de  la  forme 

y  =  CoX''^- CiX''-^' -h  .  . .         I '•.       '■    ; 
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en  prenant  pour  r  une  racine  de  Véqiiation  déterininanle  fondamentale 

(82)         U(r)  =  ;-(/-  — i)...(/--/i-t-i) 

—  Pi(o) /■(/■  —  1  I  .  .  .(r  —  n  ^  2)  -î-,  .  .  -f-  P„(o)  =  o, 

telle  qu'aucune  autre  racine  de  la  même  équation  ne  soit  égale  à  celle-là, 
augmentée  d'un  nombre  entier  positif.  Pour  démontrer  la  convergence  de 
cette  série,  on  verra,  par  un  artifice  analogue  à  celui  qui  a  été  employé  pour 
71  =  2,  qu'il  suffit  de  prouver  qu'une  équation  linéaire  de  la  forme 

dx"  X  dx"~^ 


admet  une  intégrale  liolomorphe  dans  le  domaine  de  l'origine  ne  s'annu- 
lant  pas  pour  x  ==  o.  Or  cette  équation  admet  l'intégrale  particulière 
(n'"380  et  401) 

Y=; V-;rT   f^i^-ty-'-i'-'-V'"  'Il 

(n~i)\x"-\J^  \         vj 

qui   satisfait  bien   à  celte   condition.  Si   l'équation   (82)  admet  n   racine? 

distinctes  /■,,  i\ /„,  telles  qu'aucune  des  différences  r,- — ri   ne  soit 

égale  à  un  nombre  entier,  l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire  est  de 
la  forme 

r  =  Ci  x<\  -i .  (  a-  ,1  —  C. 2"'  9.. I  .r  )  -t- .  .  .  —  C„ ,r '»  9,, ( .r  ). 

■,i,,  cso,  ...,  C,,  étant  liomolorphes  dans  le  domaine  du  point  a- =  o.  Si 
l'équation  (82)  admet  des  racines  égales,  ou,  plus  généralement,  des  racines 
telles  que  quelques-unes  des  différences  /■,  —  /•/,- soient  des  nombres  entiers, 
ces  racines  se  partagent  en  un  certain  nombre  dégroupes,  la  différence  de 
deux  racines  quelconques  d'un  même  groupe  étant  un  nombre  entier,  tandis 
que  la  différence  de  deux  racines  de  groupes  différents  n'est  jamais  un 
nombre  entier.  Soit  /■  la  racine  à  plus  grande  partie  réelle  de  l'un  de  ce-, 
groupes:  nous  venons  de  voir  que  l'équation  (71)  admet  une  intégrale 
particulière  de  la  forme  x''vi{_x),  o(i )  étant  une  fonction  liolomorphe  dans 
le   domaine   de    l'origine,  et   telle   que  0(0)   ne   soit  pas    nul.  En    posant 

^  =  j-'ç(a?)  «,  puis-^  =  i',    on    est   conduit  à    une    équation   ditférentielle 

linéaire  d'ordre  n  —  i  en  v,  qui  est  encore  de  la  forme  de  Fucbs.  Le  théo- 
rème étant  admis  pour  une  équation  d'ordre  n  —  i,  cette  équation  en  r 
admet  «  —  1  intégrales  particulières  distinctes  de  la  forme 

(•  =  x»['io(x)  -H  ^,(x)  Loga--^.  .  .-H  ■!j^(x)  (Loga:)7j, 

60,  '\>i,  •..,  'iy  étant  des  fonctions  liolomorplies  pour  x  =  o.  Si  a  n'est 
|)as  un  nombre  entier,  on  voit  aisément,  par  une  suite  d'intégrations  par 
parties,  que     /   vdx  est  une  expression  de  même  espèce  que  i\  Si  x  est  un 
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nombre  eiilier,     /  idx  contient  en  outre  un  terme  logarithmique 

C(I,og:/7)7+l, 

C  étant  un  coefficient  constant.  Le  théorème  île  Fuclis  est  donc  vrai  aussi 
pour  une  équation  d'ordre  /!  (  •  ). 

4l:i.  Équation  de  Gauss.  —  Apphquons  la   méthode  générale  à   l'équa- 
tion 

(83)  x[i~x)y"-~[-(  —  (a  ^  B  +  I  \T\x'—-j.'iy  =  o. 

où  a,  p,  Y  sont  des  constantes.  Les  points  singuliers  à  distance  finie 
sont  r  =  o  et  x  =  i .  [/équation  déterminante  relative  au  point  .r  =  o 
est  /■(/■  H-  y—  i)  —  o  et  admet  les  deux  racines  /■  =  o,  ;■  =  i  — -(■•  Si  Y  n'est 
ni  nul  ni  égal  à  un  nombre  entier  négatif,  il  résulte  de  la  théorie  précé- 
dente que  l'équation  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  domaine  de 
l'origine.  Pour   déterminer   cette    intégrale,  substituons  dans  l'équation  la 

série 

J'  =  I  -h  c  1  ,r  +  .  .  .  -H  c„  ,-!•  '  + .  .  . 

et  égalons  à  zéro  le  coefficient  de  .r"-' ;  nous  obtenons  une  relation  de 
récurrence  entre  deux  coefficients  consécutifs 

/i(Y  -+-  «  —  l)cn  =  (a  -^  /;  —  I  1  (  ^  -t-  «  —  i)c„_i, 

ce  qui  nous  donne  pour  l'intégrale  holomur|)he  la  série 

a. 3  acy  — i)|3(P-i-i)    ,' 


F(a,  8. 


i.-2.Y(Y 


ou  série  Itypergéoinélrirjue,  qui  est  convergente  dans  le  cercle  T^  de 
rayon  un  ayant  pour  centre  l'origine.  Pour  avoir  une  seconde  intégrale, 
faisons  la  transformation  y^^x^-lz,  ce  qui  conduit  à  une  équation  de 
même  forme 

(  8.()  x{\  —  x)z"-\-['i  —  Y  —  (a-*-  P  H-  3  —  i-i)x]z' 

—  (j:H-  I  —  y)(P  +  i  -Y)-  =  0. 

ne  différant  de  la  première  qu'en  ce  que  a,  p,  •(  sont  remplacées  respec- 
tivement par  a  -H  I  —  y>  P  "^  '  ~  7'  '^  —  Y-  ^i  '^  —  Y  "  ^st  pas  nul,  ni  égal  à 
un  nombre  entier  négatif,  l'équation  (83)  admet  donc  la  seconde  inté- 
grale  .r'-YF(a-i-i (,    ^  H- i  —  Y'  '^ — Y'   -^^i    ^'   lorsque  y   n'est   pas   un 

nombre  entier  l'intégrale   générale  est  représentée  dans   le   cercle  V„  par 


(  ')  Pour  |)lus  lie  détails,  voir  les  Mémoires  de  Fuchs  dans  le  Juiirnal  deCrelle 
ou  la  Thèse  de  .Iules  Tannery  {Annales  de  l'École  Normale,  1'  série,  t.  IV,  1876). 
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la  formule 

(85)    y  =  Cl  F(ï,  p.  V,  .r)  -4-  C.a-'-T  r(a  -4-  i  -  •;.  ^  -+■  i  -  ■;,  2  -  7,  a"). 

Lorsque  y  est  un  nombre  entier,  la  différence  des  deux  racines  de  l'équa- 
tion déterminante  est  nulle  ou  égale  à  un  nombre  entier,  et  l'intégrale 
lontient  en  général  un  ternie  logaritlimique  dans  le  domaine  de  l'origine. 
Nous  étudierons  seulement  le  cas  où  Y  =  '^  '"^^  deux  intégrales 

F(a,  p,  •',  .r),         .ri-Y  F(a  -1-1  —  7,  ?•  "•-  '  —  ï'  '^  —  T-  ^) 

se  léduisent  alors  à  une  seule  F(a,   §,  i,  x). 

Pour  trouver  une  seconde  intégrale,  supposons  d'abord  •;  un  peu  différent 
de  l'unité  7  =  1  —  II,  li  étant  très  petit  :  l'équation  (83)  admet  les  deux 

intégrales 

F(a,  p,  I  —  A,  r),     x''  F(a-^/!,  [i -1- /(,  i -H  /(,  x), 

et  par  suite  la  fraction        '' 

.r''  Fi  a  -+-  /(,  3  -4-  //,  i  -v-  /i,  x)  —  Fia,  3,  1  —  A,  .ri 


est  aussi  une  intégrale.  Lorsque  h  tend  vers  zéro,  ce  rapport  a  pour 
limite  la  dérivée  du  numérateur  par  rapport  à  h.  où  l'on  aurait  fait  Ji  =0. 
La  dérivée  du  facteur  x''  nous  donne  un  terme  logarithmique  qui,  pour 
Ji  —  o,  se  réduit  à  F(a,  p,  i,  .r)Loga-.  Pour  avoir  la  dérivée,  par  lapport 
à  /;,  d'un  coefficient  quelconque  dans  les  deux  séries  tel  que  le  coeffi- 
cient 

(  a  +  /i  iiy  — /i-ir  I  »  . . .  (  a -!- /< -H /i  —  1  )(  P -i-/t  )(  P -i-/' —  I  )  ■  ■  ■  I  P -H  li-^n—\) 
i  .i. .  .11(1  -+-  h  )(•!-{-  h).  .  .(n  ^  /i  ) 

il  est  commode  de  calculer  d'abord  la  dérivée  logarithmique.  On  trouve 
ainsi  une  nouvelle  intégrale  qui  a  pour  expression 

(86)     ■\ii{x')  =  F(a,  Iji.  ],  x)hosx 

.      afa  +  O...  (  y.-l-n  —  l)  &(3-t-l)...(3 -4-«  — l)     „ 

-+-   -  A,,   ■ ' ■ ■ ; ' '■ X". 


OÙ  l'on  a  posé 


(  I  .2. .  ./()- 


i{  1  -f !-. 


On  pourrait  éturlier  de  la  même  façon  les  intégrales  de  l'équalion  de 
Gaussdans  le  domaine  du  point  x  =  i,  mais  il  suffit  simplement  de  remar- 
quer que,  quand  on  remplace  a;  par  i  —  x,  l'équation  ne  change  pas  de 
forme  ;  seulement  7  est  remplacé  par  a-r-]î-!-i  —  7.  L'intégrale  générale 
est  donc  représentée,  dans  le  cercle  Pj  de  rayon  un  décrit  du  point  x  =  1 
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pour  centre,  par  la  formule 

y  =  Cl  F(a,  [î,  a  -H  [i  -t-  I  —  -,-,  i  —  x) 

-i-  Cj (i  —  x)y-'-?  F 1  Y  —  o(,  Y  —  3,  Y  —  I  —  «  —  ?,  1  —  .r  ), 

pourvu  que  y  —  ï  —  3  ne  soit  pas   un  nombre  entier. 

Afin  d'étudier  les  intégrales  pour  les  valeurs  de  ce  de  module  très  grand, 

lin  pose  .r  =  -,  et  l'on  est  ramené  à  étudier  les  intégrales  d'une  nouvelle 

équation  linéaire  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Les  intégrales  de  cette 
équation  sont  également  régulières  dans  le  domaine  de  l'origine,  et  les 
racines  de  l'équation  déterminante  sont  précisément  x  et  [i.  Si  l'on  pose  à 

la  fois  a:  =  -,  y  =  f-z,  l'équation  obtenue  est  encore   de  la   forme  (83), 

mai?  3  est  remplacé  par  a  -^  i  —  Yi  et  Y  P»''  =<  ^  >  —  ?•  L'équation  de  Gauss 
admet  donc  l'intégrale 

3--a  F  I  a,  I  -i-  I  —  Y-  *  -i-  '  —  ?'  ~  )  j 

par  raison  de  symétrie  elle  admet  aussi  l'intégrale  qui  se  déduit  de  celle-là 
en  permutant  a  et  p,  et  l'intégrale  générale  est  représentée  à  l'extérieur 
du  cercle  r,,  par  la  formule 

jy  =  Cl  3"^^  F  (  ï,  »  —  1  —  Y>  ^  -i-  '  —  ?T  —  ) 

-^  C^a^-P  F  ^S -F  t  —  Y- [i,  3 -H  I  —  s, -]  , 

pourvu  que  y.  —  'i  ne  soit  pas  un  nombre  entier. 

Remarque.  —  Toute  équation  linéaire  de  la  forme 

($7  I  { :c  —  a){x —  ^).v''^-  ( /x  ^r-  m)y  —  ny  =  o, 

où  o,  h,  l.iii,  n  sont  des  constantes  quelconques  (a^b),  se  ramène  à 
l'équation  de  Gauss  par  le  changement  de  variable  x  =  a-i-(b  —  a)  t. 
Pour  identifier  l'équation  obtenue 


(88)  ,(j-,f-^-i^-^—^  -t-lt 


d'^ y        /  io  ~  in        ,_\  dv 


avec  l'équation  (  83  ),  il  suffit  en  effet  de  poser  y  = ; j  et  de  déter- 

b  —  a 

miner  a  et  3  par  les  deux  conditions  a  -h  3  -h  i  =  /,  'Z^J  =  n . 

415.  Équation  de  Bessel.  —  (Considérons  en  particulier  l'équation 
(89)  xi^\  —  kx)y"  -\-  yc  —  bx)y'  —  ay  =^  o 
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qui  admet  les  deux  points  singuliers  a?  =  o,  .r=  j,  et  que  l'on  peut 
ramener  à  l'équation  de  Gauss  par  le  changement  de  variable  kx  =  t.  Si 
l'on  fait  tendre  le  paramètre  k  vers  zéro,  tandis  que  a,  b,  c  tendent  vers 
des  limites  finies,  A,  B,  C,  le  point  singulier  a;  =  j  s'éloigne  indéfiniment, 
et  l'on  obtient  à  la  limite  une  équation   linéaire 

(90)  ,r  x" -J- (  (  ;  —  Bx)\' — ky  =  o, 

n'ayant  que  le  seul  point  singulier  x  =  o  à  distance  finie.  Si  B  n'est  pas 
nul,  en  remplaçant  Br  par  x,  on  est  ramené  à  une  équation  de  même 
forme  où  B  =  1.  Si  B  =  o,  et  A  différent  de  zéro,  on  peut  de  même  sup- 
poser A  =  1.  En  définitive,  l'équation  (90)  peut  être  ramenée  à  l'une  des 
deux  formes  ci-dessous  ; 

(91)  xy"  ^i-;  —  x)y~a.y  =  0, 

(92)  xy" +-(}'  — y  =  0. 

En  étudiant  les  intégrales  de  ces  deux  équations  dans  le  domaine  de 
l'origine,  comme  on  l'a  fait  pour  l'équation  de  Gauss,  on  est  amené  à 
introduire  les  deux  séries 

,,                                   a  a  (  2  -H  I  ;         , 

G(  a,  'i-  X)  =  \  -i .-   ■  ~     ' 


■T  i.2.T(- 


J( Y,  -.•)  =  . 


i.-i-7(Y 


que  l'on  peut  considérer  comme  des  dégénérescences  de  la  série  h\per- 
géométrique.  Si   l'on    remplace,   dans   F  (a,  ^,  y,  x),  la  variable  x  par  kx 

et  p  par  y»  le  coefficient  de  a?"  dans  F  (  a,  y,  ■(•,  kx\  a  pour  limite  le 
coefficient  de  a?"  dans  G(a,  Yi  ^)i  lorsque  k  tend  vers  zéro.  De  même,  le 
coefficient  de  x"  dans  F  (  y ,  y  ,  y.  k^x  )  a  pour  limite  le  coefficient  de  x" 
dans  J(y,  ^)  lorsque  k  tend  vers  zéro. 

Lorsque  -y    n'est   pas    un  nombre  entier,    l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (91)  est  donnée  par  la  formule 

(93)  y  =  C,  G(  a,  7,  X  )  -t-  Cs.ri-y  G(a  H-  1  —  l-,  2  —  y,  x), 
et  de  même  l'intégrale  générale  do  l'équation  (92)  est 

(94)  j- =  Ci  J(v,  .r)-|- CsS-'-T  J(2  — 7,  a"), 

et  ces  formules  sont  valables  dans  toute  l'étendue  du  plan.  Si  7  est  un 
nombre  entier,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (92)  renferme  toujours 
un  terme  logarithmique.  Par  exemple,  si  7  =  1,  on  obtiendra  une  inté- 


III.    —    INTÉGRALES    RÉGILIÈRES.  iyS 

grale  différente  île  .1(1.  .r)  en  chercliani  la  limite  pour  /i  =  o  du  rapport 

.;■''  J  I  I  —  /(.  .ri  —  ,1  f'  I  —  /',  3-1 


ce  (pii  donne,  pour  expression  de  l'intégrale  générale, 


y  =  Cl  i(i..r)-r  Cj 


J('i 


,  .r)  Log.r  —  2  2. 


nj  {\.>...ny- 


On  peut  ramener  à  l'équation  (92)  une  équation  linéaire  qui  se  présente 
dans  un  grand  nombre  de  questions  de  Physique  mathématique.  Posons 

ilans  l'équation  (g-i  )  x  — -;  en  remplaçant  -;  par  n  —  i,  l'équation  ob- 

4 
tenue  est  identique  à  l'équation  déjà  étudiée  (n"  408), 


(95 


dr- 


(in  ■ 


■)t 


O' 


si  dans  celle  nouvelle  équation  on  pose  encore  y  =  /-';,  on  obtient  une 
nouvelle  forme  de  l'équation  de  Bessel 


( .)(; 


l-r  H-  ((-■ 
dt 


Les  trois  équations  (92),  (gS),  (96),  où  ■;  —  n  ^  i,  sonl  donc  absolument 
équivalentes  l'une  à  l'autre.  Si  n  n'est  pas  un  nombre  entier,  l'intégrale 
générale  de  l'équation  de  Bessel  (96)  est  d'après  cela 


;  =  C,r' J  (n 


^t)- 


:.,--(.-„.-f). 


On  a  démontré  plus  haut  (n'^  408)  que  si  n  est  la  moitié  d'un  nombre 
impair  l'intégrale  générale  de  l'équation  (9a)  s'exprime  au  moyen  de 
transcendantes  élémentaires.  La  transcendante  i(-(,  x)  se  ramène  donc 
à  la  fonction  exponentielle  lorsque  y  est  la  moitié  d'un  nombre  impair. 


Remarque. 


L'équation  étudiée  par  Riccali 
B  .r'"  =  o 


du        .     , 


où  A,  B,  m  sont  des  constantes  données,  peut  aussi  se  ramener  à  l'une  des 
équations  équivalentes  (92),  (93),  (96).  On  a  vu  plus  haut  en  efl'el  (n°  402  ) 
<iue  l'intégrale  générale  de  l'équation  (97)  est  —  — >  -  étant  l'intégrale 
générale  de  l'équation  linéaire 


■98) 


d'-z 
da:^ 
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Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait  le  changement  de  variable  a:  =  X/M-, 
À  et  ;jL  étant  deux  coefficients  indéterminés,  elle  devient 

<99)  '-^  —  (a  — i)^  — AB).'"+2jjl2/'«-2!!J-i^=-o: 

pour    qu'elle    soit     identique    à     l'équation    (gV).    il    suffira    de     prendre 
■>.  =  )    et   de  déterminer   /.  par  la   condition  AB),'"+2  jj,»  _ — j_  La 

valeur  correspondante  de  ii  est  — —  ou On  iieut  donc  exprimer 

en  termes  finis  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Riccati  (97)  toutes  les 
fois  que est  la  moitié  d'un  nombre  impair  positif  ou  négatif  ii  -\-  i. 

c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  m  est  égal  à ;>  /  désignant  un  nombre 

I  —  2  ; 
entier  positif  ou  négatif. 

413.  Équations  de  M.  E.  Picard.  —  l-tant  donnée  une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  à  coefficients  méromorphes,  on  peut  reconnaître,  d'après 
la  méthode  de  M.  Fuchs,  si  l'intégrale  générale  est  elle-même  une  fonction 
méromorphe.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  :  i"  que  les  intégrales  soient 
régulières  dans  le  domaine  de  chacun  des  points  singuliers;  2"  que  toutes 
les  racines  de  l'équation  déterminante,  relative  à  l'un  quelconque  de  ces 
points  singuliers,  soient  des  nombres  entiers;  enfin  que  tous  les  termes 
logarithmiques  disparaissent  dans  l'expression  de  l'intégrale  générale  au 
voisinage  d'un  point  singulier. 

Supposons  toutes  ces  conditions  remplies.  L'intégrale  générale  est  alors 
une  fonction  uniforme  méromorphe  dans  tout  le  plan.  Si  les  coefficients 
de  l'équation  sont  des  fonctions  rationnelles,  les  points  singuliers  nj, 
«21  •••,  «n  sont  en  nombre  limité.  Pour  que  l'intégrale  générale  soit  une 
fonction  rationnelle,  il  suffira  que  l'équation  obtenue  en  posant  a:  =  -  ait 
elle-même  toutes  ses  intégrales  régulières  dans  le  domaine  du  point  /  =  o, 
car  l'intégrale  générale  étant  uniforme  ne  peut  renfermer  de  ternie  loga- 
rithmique ni  de  puissance  fractionnaire  de  /.  Lors<|ue  cette  dernière  con- 
dition est  remplie,  on  peut  obtenir  l'intégrale  générale  par  un  calcul 
d'identification.  En  efl'et,  soient  —  m,-  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
déterminante  relative  au  point  .r  =:  a,-  et  N  la  plus  petite  racine  de  l'équa- 
tion déterminante  relative  au  point  t  =  o  pour  l'équation  transformée.  Il 
est  clair  que  le  produit  d'une  intégrale  quelconque  y  par 

(x  —  ai)'"<{x  —  ai)"'!  .  .  .(X  —  a,,)"'" 

est  une  fonction  rationnelle  n'ayant  plus  aucun  pôle  à  distance  finie,  c'est- 
à-dire  un  poljnome  P(ar),  dont  le  degré  est  au  plus  égal  à 
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Connaissant  une  limite  fupérieuie  du  degré  de  ce  polynôme,  il  suffira,  pour 
déterminer  les  coefficients,  de  remplacer  y  par  une  expression  telle  que 
\''{x)\\{x  —  ai)-<ni,  où  P(a")  est  le  polynôme  le  plus  général  de  ce  degré, 
ilans  le  premier  membre  de  l'équation  proposée,  et  d'écrire  que  le  résultat 
est  identiquement  nul. 

M.  Kmile  Picard  a  fait  connaître  un  autre  cas  très  important  où  l'inté- 
grale générale  s'exprime  au  moyen  de  transcendantes  classiques  :  Lorsque 
l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  linéaire  et  homo- 
gène, dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  elliptiques  de  la  variable 
indépendante  {admettant  les  mêmes  périodes),  est  une  fonction  méro- 
niorphe,  cette  intégrale  s'exprime  au  moyen  des  transcendantes  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Pour  simplifier  l'écriture,  je  développerai  la  démonstration  pour  une 
équation  du  second  ordre  seulement,  ^o'tenl  fi{x),  f<i{x)  deux  intégrales 
distinctes  d'une  équation  linéaire  et  homogène  y"  +  p  {x) y'  -\-  q (x) y  =  o, 
où  p(x)  et  q{x)  sont  des  fonctions  elliptiques  de  périodes  2(o  et  2(u'. 
Par  hypothèse.  /,(.r)  elf^(x)  sont  des  fonctions  uniformes  méromorphes. 
Inéquation  proposée  ne  changeant  pas  quand  on  remplace  x  par  .r-f-2oj. 
fi  (x  -\-  2ti>)  etf2(x  -1-  2(u)  sont  aussi  des  intégrales,  et  l'on  a  les  relations 

(too)    /,  (x  +  2K))  =  afi{x)  ^-  bf,{.r),        f^ix  +  20))  =  c/,  (x)  -+-  dftix). 

a,  6,  c,  d  étant  des  coefQcients  constants  dont  le  déterminant  ad  —  bc  n'est 
pas  mil;  car  si  l'on  avait  ad  —  6c  =  o,  on  en  déduirait  entre  _/i(.r  H- 210) 
ety2(-^  +  2  0))  une  relation  de  la  forme  Ci_/"i(x-t-2co)-H  Cj/îf^-l- 2(o)  =  o, 
C|  et  C2  étant  des  coefficients  constants  dont  l'un  au  moins  est  différent  de 
zéro,  ce  qui  est  impossible  puisque/i  et/s  sont  deux  intégrales  distinctes. 
Pour  la  même  raison,  on  a  un  autre  système  de  relations 

(101)  /i(a;-H2(o')  =  a'fii.r)-i-l)'f,{x).     fUx  +  itM')  =  c  fi{x)  -+-  d'  ft(x), 

a',  b',  c',  d'  étant  des  coefficients  constants,  et  a' d' — b' c'  n'étant  pas 
nul.  Cherchons  comme  au  n°  409  une  intégrale  <b(x)  =  ),/,(ar)  -H  \>.fi{x) 
telle  que  <^{x  -\-  iuj)  =^  so(x).  Nous  avons  pour  déterminer  X,  jjt,  i  les 
deux  équations 

X(« -- s) -H  ;ji.r  =  o,  ).6-+-;ji(c?  —  .v)  =  o, 

d'où  l'on  déduit  pour  s  l'équation  du  second  degré 

F{x)  =  i-  —  {a  -{-  d)s  -^  ad  —  bc  =  o. 

Si  cette  équation  à  deux  racines  distinctes  «1,  s.,,  il  existe  deux  intégrales 
<listincles  <j>i(ar),  <i->{x)  telles  que  l'on  ait 

(102)  o,(.r  —  2(0  )  =  .?!  <p,(.r),  çji  .r -1- 2(0  I  =  5.>  !fo(,r  I, 

et  les  relations  (  lOi)  sont  remplacées  par  deux  relations  de  même  forme 
(io3_)     U|  (.r  +  2(o')  = /l  0,(3-)-!-/ 92(2"),        Oi{x-i--n<i)  =  m  ■ii{x)-i- ntfiix)- 
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Cela  posé,  nous  pouvons,  au  moyen  des  relations  (loj)  et  (lo3  ),  obtenir 
deux  expressions  différentes  pour  '^jl  a^-i- 2(o -+- 2(o' i  et  o^i x  -\-  iiu  ->-  im'  ). 
^'ous  avons  d'une  part  _ 

i{>i(ar  -t-  2(0  +  2w')  =  .V,  Oi(x  -+-  2io'  )  =  î|  A-  fi(x)  -i-  s,/  fiix); 

nous  pouvons,  en  procédant  dans  l'ordie  inverse,  écrire  aussi 

Oi(x-i-2.ui-\-2M')  =:  k  Zi(x-\-ita)-i-  l  tfi(x-i-lh)')  =  /;si  <f,(x)  -h  Isi  (pil'a^). 

Ces  deux  expressions  devant  être  identiques,  on  a  /  =  o,  puisque  Si  —  s^ 
n'est  pas  nul,  et  l'on  prouverait  de  même  que  l'on  a  to  =  o,  en  prenant 
les  deux  expressions  de  212(2^  +  at» -H  20)').  Les  intégrales  <fi(a:),  <f2{x) 
sont  donc  des  fonctions  inéromorphes  qui  se  reproduisent  multipliées  par 
un  facteur  constant  quand  la  variable  x  augmente  d'une  période;  ce  sont 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce.  Toute  fonction 
méromorphe  o(x)  jouissant  de  cette  propriété  s'exprime   au  moyen  des 

transcendantes  p,  C,  s,  car  la  dérivée  logarithmique      ,  '  ,   est  une  fonction 

,  .     .  ,.  .  ''^'^^> 

elliptique,  et  nous  avons  vu  que  l'intégration  n'introduit  aucune  transcen- 
dante nouvelle  (n"  333).  On  peut,  du  reste,  le  démontrer  sans  aucune  inté- 
gration. Soit  <f(x)  une  fonction  méromorphe  telle  que  l'on  ait 

<f(x  -h  2u)  j  =  ;ji  <s(x),        '^{x  -h  a(o')  =  '/  ^(x); 

considérons  la  fonction  auxiliaire  ii(x)  =  eP^' -,  a  et  3  étant  deux 

:j  X  ' 

constantes  quelconques.  D'après  les  propriétés  de  la  fonction  :/  (  n°  330)  on  a 

'^(2:-+-  2  0J)  =  eîMp-îr,"  il/ix),  ij'^^-t-  '■'-'"')  =  e-^Wp-sr/c!  •ii(x). 

Pour  que  le  quotient  -7 soit  une  fonction  elliptique,  il  suffit  que  l'on 

1  1  '\l(X)  11'  1 

ait 

itxtp  —  2air,  =  Log|jL,         2(o'p — a  n  t/ =  Log  ;ji', 

relations  qui  déterminent  p  et  a  [voir  p.  igS,  formule  (32)].  On  remarquera 
que  l'on  peut  prendre  a  —  o  si  Log  iji  et  Logfx'  sont  proportionnels  aux 
périodes  correspondantes  2oj,  2co'. 

Arrivons  au  cas  où  l'équation  V(s)  =  o  a  une  racine  double  i.  On  peut 
trouver  deux  intégrales  distinctes  o,(x),  tpj(ar)  telles  que  l'on  ait  (n"  ilO; 

(104)     Oi(x  +  210)  =:  s  Oi(:r  I,         0,(2; -r- 210)  =  s  <pj(ar) -+- C  0,(3^); 

si  C  =  o,  toutes  les  intégrales  de  l'équation,  et  en  particulier  ft{x} 
et  /,(x),  sont  multipliées  par  s  lorsque  x  augmente  de  2co.  On  cherchera 
alors  une  combinaison  \/i  (x)  -+-  \}.fi{x)  qui  se  reproduise  multipliée  par  s' 
lorsque  x  augmente  de  210'.  On  trouvera  ainsi,  en  partant  des  formules  (lo'i), 
deux  intégrales  distinctes  tfi(x),  OjCr),  telles  que  l'on  ait 

Çl  iX  -T-  20)';   =  .\\    Çl(x),  Ç2(-f  -+-   2<«>')   =  «2   'rsl-r), 


III.    —    INTEGRALES    REGI  I.IEnES. 


fi(  X  -h  2io' )  =  s'  o^( 3- ),         a-iix  -^  2oj')  =  s'  ojf  .r  )  -(-  C  tfi  (a-), 

C  n'étanl  pas  nul.  Dans  le  premier  cas,  les  inlégiales  cp,(.r),  Çal-'")  so'H 
encore  des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce.  Dans  le 
second  cas,  l'intégrale  tf>l(.^■)  seule  est  une  fonction  doublement  périodique 
de  deuxième  espèce.  Quant  à  I  intégrale  Voix  ),  le  rapport  -^ —  augmente 
d'une  constante  C  lorsque  .r  augmente  de  'ku'  et  ne  change  pas  lorsque  x 
augmente  de  20).  Or  la  fonction  Atx  -i-  Bx,  où  A  et  B  sont  deux  coeffi- 
cients constants,  possède  la  même  propriété  pourvu  que  l'on  ait 

2 Aï)  4-  ■>. Bto  =  o,         2 Aïi'+  2Biu'=  C. 

La  différence  —  — \tx —  Bj:  est  donc  une  fonction  eliiplitiue. 

Lorsque  le  coefficient  C  n'est  pas  nul  dans  les  formules  (io4),on  a  entre 
les  intégrales  <fi(x),  a^Çx),  cpi(a: -t- 20)'),  ^^{x  -h  iio')  des  relations  de  la 
forme  (io'3),  et  l'on  peut  encore  en  déduire  deux  expressions  différentes 
pour  Ç]  (a7 -H  2(0  +  2(o')  et  a^f  j" -t- 2(0  +  2(o').  En  écrivant  qu'elles  sont 
identiques,  on  obtient  les  conditions  l  =  o,  />:  =  «.  I^'intégrale  tpi(^) 
est  encore  doublement  périodique  de  seconde  espèce.  Quant  à  l'inté- 
grnle  Oj(.r),  on  a  les  deux  relations 

co5(  j:  H- 2(0  )         fiix)        C  Oo(3r -!- 2(o')         'i^ix)        m 

0,(X  ^  1M)    "    ■i,(x)    '^    s  '  (f|(j-  +  2(0)  0|(J-)"^     /,■ 

Déterminons  comme  tout  à  l'heure   les  deux  coefficients  A  et  B  de  façon 

que  l'on  ait  2  Ar,  -1-  2  B  (o  =  —  >  2  Ar,'+  2  B(o '=  -;-  ;  la  différence 
s  /.- 


est  encore  une  fonction  elliptique.  On  voit  donc  que  l'intégrale  générale 
est  dans  tous  les  cas  réductible  aux  seules  transcendantes  e^,  px,  Lr,  O'x. 
Prenons  par  exemple  l'équation  rie  Lanir 


(io3)  -^  -  [ii(n  +i),p.r-i-  AJj  =  o, 


dont  l'intégration  effectuée  par  M.  Hermite  a  clé  le  point  de  départ  de  la 
théorie  précédente  (n  est  un  nombre  entier,  /i  une  constante  arbitraire). 
L'intégrale  générale  de  cette  équation  est  une  fonction  méromorphe.  En 
effet,  les  seuls  points  singuliers  sont  l'origine  et  les  points  imu)  -+-  2/)i'(o'. 
Dans  le  domaine  de  l'origine,  les  intégrales  sont  régulières,  et  les  racines 
de  l'équation  déterminante  sont  /•'  =  —  n,  r"  =  n -+- i .  Leur  différence 
est  un  nombre  entier  impair,  et  le  coefficient  dey  est  une  fonction  paire: 
donc  l'expression  de  l'intégrale  générale  ne  renferme  pas  de  terme  loga- 
rithmique (voir  la  note  de  la  page  .(65). 
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410.  Équations  à  coefficients  périodiques.  —  i]>n  rencontre,  dans  d'iiii- 
porlantes  questions  de  Mécanique,  des  équations  linéaires  à  coefficients 
périodiques,  dont  nous  indiquerons  rapidement  les  principales  propriétés. 
Soit 

rf«  r  rf"-'  r 


(io6; 


(/!'• 


dt"    > 


une  équation  linéaire  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  continues  de 
la  variable  réelle  t,  admettant  une  période  to,  que  nous  pouvons  toujours 
supposer  positive.  Si  les  intégrales  yi(t),  y-iil),  •••,  ynii)  forment  un 
système  fondamental,  il  est  clair  que_>'i(/H-io),jK2('-l-t'').  •  -,  ^'/i('  +  ^^  > 
sont  aussi  des  intégrales  de  l'équation  (io6),  puisque  cette  équation  ne 
change  jias  quand  on  change  t  en  t  -i-  tx>,  el  l'on  a  par  conséquent  n  rela- 
tions de  la  forme 


(107)     )-,(/-hio)  =  a,iyi(t)-^ai.2yi(t)^.  .  ■  +  ai„yn(t)       (î  =  i,  2, 


n). 


Le  déterminant  H  des  coefficients  an-  est  différent  de  zéro;  on  voit,  en 
effet,  en  reprenant  le  raisonnement  de  la  page  4^5.  que  ce  déterminant  a 
pour  valeur 


(108) 


H  =  e 


Les  formules  (1071  définissent  une  substitution  linéaire  à  coefficients 
constants,  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul  Nous  sommes  donc  conduits  à 
une  étude  tout  à  fait  pareille  à  celle  qui  a  été  faite  en  détail  aux  n'"  409-ill. 
Au  lieu  de  faire  décrire  à  la  variable  complexe  x  un  circuit  dans  le  sens 
direct  autour  d'un  point  singulier  a,  la  variable  t  décrit  un  segment  de 
l'axe  réel,  de  longueur  o).  Il  résulte  de  cette  étude  que  l'on  peut  toujours 
choisir  un  système  fondamental  d'intégrales  de  façon  que  les  formules  (107) 
se  réduisent  à  une  forme  canonique  simple.  La  formation  effective  de  ce 
système  dépend  avant  tout  de  la  résolution  de  Véquation  caractéristique 


(109) 


F(.)  = 


dont  toutes  les  racines  sont  différentes  de  zéro,  puisque  leur  produit  est 
égal  au  déterminant  H,  dont  on  vient  d'écrire  la  valeur.  Si  les  n  racines  de 
cette  équation  sont  distinctes,  il  existe  un  système  fondamental  d'intégrales 
telles  que  les  formules  (,107)  prennent  la  forme 


(iio)        _;',(7  +  io)  =  Ji  Ki( /). 


ynit  +  w)  =  Sny„(l)- 


Lorsque  l'équation  (109)  a  des  racines  multiples,  on  peut  toujours  trouver 
un  système  fondamental  d'intégrales  se  décomposant  en  un  certain  nombre 
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(le  groupe*;,  \e.s  p  iiuégrales  _ji,  /.;,  .-..y,,  il'un  même  groupe  satisfaisaiU 
il  des  relations  de  la  forme 

J'i  ('  +  (0)  =  s  yt  (0, 
y2it^^'')  =  s[y2ie)-hyi(t)\, 

(  y,,(t  +  i<j,  =  5[^,,(M +>-,,_,  (OJ- 

Pour  trouver   les  expressions  de  ces   intégrales,   cherchons   d'abord   la 
forme  générale  d'une  fonction  uniforme  et  continue /(<),  telle  que  l'on  ait 

f(t-i-i.o)  =  sf{t),  le  facteur  s  n'étant   pas  nul.  Soil  a  une  détei'niinalion 

de  —  Logi;  il  est  clair  que  le  produit  /(  /)«""'  admet  la  période  oj,  et  par 

suite /(<)  est  de  la  forme  /(/)  =  e"''-? (')>  ?(0  étant  une  fonction  con- 
tinue de  période  lo.  Cela  posé,  si  s,  est  une  racine  de  l'équation  caracté- 
ristique, nous  poserons  x,  =  —  Logs,;   les  constantes  a,,  qui  ne  sont  déter- 


minées qu'à  des  multiples  prés  de  — ^ >  sont  les  exposants  caracté- 
ristiques. Les  parties  réelles  de  ces  exposants,  qui  sont  déterminées  sans 
ambiguïté,  sont  les  nombres  caractéristiques.  Lorsque  l'équation  (109)  a 
n  racines  distinctes  Si,  Si,  ...,*„,  l'équation  (loG)  admet  donc  n  inté- 
grales particulferes  distinctes  de  la  forme 

(rii)    ,/]  =  e».'cs,(  n,        j2=  6-».' 92(<),         _;'„=  e«"'9„( 7,1, 

Kl,  32,  ...,  a„  étant  les  exposants  caractéristiques,  et  (pi,  ooi  ••■i  ?«  des 
fonctions  continues  de  période  co. 

Dans  le  cas  général,  il  nous  suffit  évidemment  d'avoir  les  expressions  des 
intégrales  d'un  groupe  vérifiant  les  relations  (i  1 1).  Or,  si  l'on  pose,  dans  ces 

relations,  _)'/=  e^^' ;,.  a  étant  égal  à  —  Log.s-,  elles  deviennent 


-il  '  +  w)  =   Ziit). 

3.,U-|-C0)   =    Z,(t)+   Zi(t), 


Z,,(/  +  (.))  =  Z,,(t)-+-  3,,-l(0- 


Lorsque  t  augmente  de  tu,  la  \ariable  •::  =  —  augmente  de  l'unité,  et,  en 

'  °  (0 

prenant  "   pour  nouvelle  variable,  nous   sommes  ramenés  à   un  problème 
résolu  plus  haut  (n'^  411  ).  Posons 

,.  ,            f[l  —  10  I  .  . .  (  /  —  ;■  (o  —  w  I  ,  .  ^ 

P,(0=  .     ,., ((=1,2,...,/)): 
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les  expressions  générales  des  fonctions  yi,  y^,  ...,yp  sont  les  suivantes  : 

(113)    <    _y,.(/)  =  eû"[P,_,(f)(p,(/)+P,_j(<)o,(0+...-HPl(0<?<-l(0  -?:<<)] 
(  (J  =  K2,   ...,/)), 

Çi,  cf2,  ■  ■  ■■  fp  étant  des  fonctions  continues  de  période  lo,  dont  la  première 
'ii  (7)  n'est  pas  nulle.  On  peut  remarquer  encore  ici,  comme  au  n"  41  1,  que 
toutes  ces  intégrales  peuvent  se  déduire  de  la  dernière  du  groupe.  En  effet, 
Zp-i(t)  est  égal  à  la  diUérence  3,,(/-i-tu) — 2/>i0\  o"  a  de  même 
Zp-i{t)  =  Zp-i(t -^<u)  —  Zp^i(t),  et  ainsi  de  suite.  Nous  pouvons  donc 
encore  écrire  les  formules  i  1 13) 

yp(t}  =  e^'zp(i), 
.T/J-iC)  =  e="  A,(3,,), 
(■'4)  \yp-,(t)  =  e'^'\.2(Zp), 


j-,(0  =  <''«A,,_,,;,,), 


^t(Zp),  ^2(Zp),  . . .  désignant  les  différences  successives  de  Zp{t)  quand  on 
change  t  en  <-t-to.  Observons  que  Zp(t)  est  un  polynôme  en  t  de  degré  p  —  i, 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  périodiques  de  I  :  les  différences  suc- 
cessives \x(zp),  ^i{zp),  ...  sont  des  polynômes  de  même  espèce  de  degrés 
décroissants,  la  ^""' différence  étant  nulle.  Désignons  par  D^,,,  t>^Zp,  ..., 
D'Zp  les  dérivées  successives  de  Zp  prises  par  rapport  à  t,  en  considérant  les 
coefficients  de  ce  polynôme  comme  des  constantes.  D'après  la  théorie  des 
différences,  on  sait  que  les  différences  successives  ^^(Zp),  ài(Zp).  ...  sont 
des  combinaisons  linéaires  à  coefficients  niimériqtie.i  des  dérivées  !>•:,., 
T)-Zp,  ...,  D'Zp,  et  réciproquement  (  '  ).  On  peut  donc  remplacer  le  système 
d'intégrales  (ii4)  pa''  'e  système  équivalent 

\'p(t)  =  e=^'Zp(t), 
Y,,_i(0  =  e="D  Zp, 
("5)  <'  \p-.(t)  =  e=^'D^Zp, 


\,(l)  =  e«D/'-';,,. 


(')    Sans  avoir  recours  à  cette  théorie,  on  peut  remarquer  que  la  formule  de 
Taylor  donne  de  proche  en  proche 


A,  (  z„  )  =  î'  U'  z„ 


les  termes  non  écrits  ne  renfermant  que  les  dérivées  D'~',  ....  On  peut  dom 
inversement  exprimer  les  dérivées  D'~,  i  omme  fonctions  linéaires  des  dilTé 
rences  A..  A,, 


llr.    —    INTÉcmLES    RÊGlLIKItirS.  4^1 

Remarque  l.  —  Les  iiid'giales  du  groupe  (ii3),  coiiespoiidanl  à  l'ex- 
posant  caracléiislique  a,  tendent  toutes  vers  zéro  lorsque  /  croit  indéfini- 
ment par  valeurs  positives,  pourvu  que  la  partie  réelle  de  i  soit  négative 
et  dans  ce  cas  seulement,  i'our  que  toutes  les  intégrales  de  l'équation  (io6» 
tendent  vers  zéro  lorsque  t  croît  indéfiniment,  il  faut  et  il  suffit,  par  con- 
séquent, que  tous  les  nombres  caractéristiques  soient  négatifs,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  que  toutes  les  racines  de  l'équation  (109)  aient  leurs 
modules  inférieurs  (i  l'unité. 

Remaïque  II.  —  Soit  s  une  racine  léellc  et  positive  de  l'équation  (109); 

il  est  nii(u['el  de  prendre  iiour  a  la  détermination  arithmétique  de  —  loes. 

eu 

Si  les  coefficients  de  l'équation  (106)  sont  réels,  il  en  sera  évidemment  de 
même  des  intégrales  y\,  y^,  ....  y  1,  du  groupe  (i  i3)  et  par  suite  des  fonc- 
tions périodiques  0\{t),  (fi{t),  ....  Soit  i  =  À -1- ij./ — i  une  raciru- 
d'ordre  p  de  l'équation  (log),  où  fi  ^  o,  et  a  =  %' -i-  a" ^  —  1  une  détermi- 
nation correspondante  de  l'exposant  a.  Au  groupe  d'intégrales  fiiB)  on 
peut  ajouter  un  groupe  conjugué  qu'on  obtiendra  en  remplaçant  a  par 
a' —  a"\/ — I,  et  les  fonctions  <fi(t)  par  les  fonctions  conjuguées.  Il  est  clair 
qu'en  combinant  linéairement  ces  2/>  intégrales  2  à  2  on  en  déduira  un 
système  de  ip  intégrales  réelles. 

Enfin  supposons  que  i  soit  une  racine  réelle  et  négative;  on  peut  écrire 
la  valeur  de  z  =  ï'-f- -\/ — i.  et  à  cette  racine  correspond  une  intégrale 
[larticuliiie  de  la  forme 


r 


=  e«''(cos-^  H-  v'— 1  iin-l)  ['i-iC  0 -+-  V^—  '  "l'2(o]i 


les  fonctions  'l/i  et '^j  étant  périodiques  et  réelles.  Si  les  coefficients  de  (106) 
sont  réels,  il  est  clair  que  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  / — i  doivent 
satisfaire  séparément  à  l'équation  linéaire.  On  opérerait  de  même  avec 
les  autres  intégrales  du  groupe  (ii3)  si  p  est  >i. 

Du  reste,  le  cas  où  s  est  réel  et  négatif  se  ramène  au  cas  où  s  est  réel  et 
positif,  en  considérant  la  période  2 'o  au  lieu  de  la  période  w.  Il  est  clair  en 
effet  que,  si  une  intégrale  est  multipliée  par  î  quand  on  change  <  en  t  -i-  w. 
elle  sera  multipliée  par  s-  quand  on  changera  t  en  t -+-  20j. 

Remarque  III.  —  Lorsque  les  coefficients  pc  sont  des  fonctions  analy- 
tiques de  la  variable  complexe  t  =^  l' -{- t" \/ —  \ ,  holomarphes  dans  la 
bande  R  comprise  entre  les  deux  parallèles  à  l'axe  réel  l"  =  ±/i.  les  inté- 
grales de  l'équation  ('106)  sont  des  fonctions  holoniorphes  dans  la  même 
bande. 

Les  raisonnements  qui  ont  été  faits  en   supposant  que  la  variable  /  se 

mouvait   sur  l'axe    réel   s'appliquent   sans    modification    au    cas   où    cette 

variable  se  meut  dans  la  bande   R,   et  par  suite   les  fonctions  Oi(i'),   qui 

figurent  dans  les  formules  (  1 13),  sont  des  fonctions  périodiques  holoniorphes 

G..  11.  :{i 
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dans  la  bande  R.  Elles  peuvent  donc  être  développées  en  séries  ordonnées 

suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  Tare  ^^^-^  (  n"  323). 

w 

417.  Exposants  caractéristiques.  —  La  rcchi'rche  des  exposants  carac- 
téristiques est  en  général  très  difficile  (').  La  résolution  de  ce  problème  se 
ramène  évidemment  à  la  détermination  des  coefficients  an  qui  figurent 
dans  les  formules  (107).  Ce  problème  est  lui-même  équivalent  au  suivant  ; 
connaissant  les  valeurs  initiales,  pour  t  =  to,  de  n  intégrales  yt,  y^,  ...,  y„ 
et  de  leurs  (n  —  i)  premières  dérivées,  trouver  les  valeurs  de  ces  intégrales 
et  de  leurs  dérivées  pour  t  ^  to-i-  to.  Les  coefficients  a,/.-  s'obtiennent  alors 
par  la  résolution  de  n  systèmes  d'équations  linéaires 

(       ri<f<>-^^'>)  =  anyi(,ii,)^"i2.r--(t«)-^----^('in  yn(io), 

,  ilH)      I  j/i./'i («„-+-(„,  =  any'f  (to)— +  «,„.»-,f  (  ^,  I 

(  [ /)  =  1 ,  2,  .  . . ,  (  7i  —  I  )  ;  i  =  1 ,  2.  .  .  . ,  n  ). 

On  ne  peut  en  général  résoudre  ce  dernier  problème  que  par  l'emploi  de 
méthodes  générales,  par  exemple  par  des  appioximalions  successives. 
Imaginons  qu'on  remplace  pi  par  Xpi  dans  l'équation  (106),  À  désignant  un 
paramètre  variable,  et  qu'on  développe  suivant  les  puissances  de  A  l'inté- 
grale de  cette  équation  qui  prend,  ainsi  que  ses  (  n  —  1  )  premiéies  déiivées, 
des  valeurs  données  à  l'avance,  indépendantes  de  A,  pour  I  =  to, 

i  117)  y  =/o{/)  ^  À./"ii  M-+-..  .—  l\f,Al)  —...; 

fii(t)  est  un  polvnonie  en  /.  de  degré  n  —  i  au  plus,  que  Ion  |)eut  écrire 
immédiatement  d'après  les  conditions  initiales.  Quant  aux  coefficients  sui- 
vantsy,  (  / 1,  /"o(  ^  I,  ...,en  substituant  la  valeur  de  y  dans  (106),  on  voit 
qu'ils  seront  déterminés,  de  proche  en  proche,  par  des  relations  de  la 
forme 


=  4.[^/,(/,./i(n. 


dont  les  seconds  membres  ne  dépendent  que  des  fonctions  fi^/i,  ■  ■  ■iJi-\ 
et  de  leurs  dérivées,  et  ces  coefficients  doivent  en  outre  s'annuler,  ainsi  que 
leurs  n  —  i  premières  dérivées,  pour  t  =  t,j.  Ces  coefficients  s'obtiennent 
donc  par  des  quadratures,  et  nous  avons  remarqué  (n"  390)  que  la  série 
obtenue  est  convergente  quel  que  soit  À.  Si  l'on  fait  A  =  1  dans  la  rela- 
tion (1171    et   dans  celles   qui    s'en    déduisent    par   déiivations,   on   aura    le 

(')    Lorsque   les   coefficients   />,   sont  des  fonctious   analytiques  entières  de   la 

variable  complexe  ^.  le  rh.Tngenient  de  varial^le  <?  '*'  ^^.r  remplace  réquatioii  pro- 
posée par  une  équation  linéaire  dont  les  coefficients  Sfmt  uniformes  dans  le 
domaine  de  l'origine,  et  V<tn  est  l'amené  à  étudier  la  i'd  lie  l'ernuitation  des  inté- 
grales quand  la  variable  x  décrit  un  lac  et  autour  de  l'origine.  Mais  l'équation 
ainsi  obtenue  n'est  pas  en  général  de  la  forme  de  Fuilis. 
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(lëveloppenieiit  de  I  intégrale  considérée  el  de  ses  dérivées  en  séries  con- 
vergenles  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  t.  On  peut  donc  obtenir  de 
cette  façon  les  quantités  ^'((/"o-H  m),  y^-P''{ti,^  ix>)  t^m  (igurent  dans  les  for- 
mules (iif>).  6t  par  suite  déterminer  les  coefficient?  a,/.  (  '  ). 

Exemple.  —  Prenons  par  exemple  l'équation 

("8)  ^^^'-'^■'■' 

où  p(t)  est  une  fonction  continue  de  /,  de  période  (o.  Le  produit  des  lacines 
de  l'équation  caractéristique  est  ici  égal  à  un,  d'après  la  loruiule  (io8). 
Cette  équation  est  donc  de  la  forme 

(iig)  s- — Ai  +  I  =  o. 

Pour  déterminer  le  coefficient  A,  désignons  "par  f{t)  et  <f(<)  les  inté- 
grales de  l'équation  (ii8)  satisfaisant  aux  conditions  initiales  /(o)  =  i, 
y'(o)  =  o,  <f  (o)  =  o,  tf>'(o)  =  ••  Des  relations 

/(?  +  (.))  =  «,,  f{t)  —  a.^i  a(li, 
Ç((-H  (.j)  =  «ji/(«)  +  «,,  o(t), 
a'(t-^M)  =  a.if'(t)  +  a,,  o'(t) 

on  tire,  en  faisant /  =  o,  rti|=y"(io),  a22  =  tp'(wj.  Or,  l'équation  caracté- 
ristique est,  dans  ce  cas  particulier, 

(Ctii —  s)  («2-; —  S)  —  «i^fiTii  =  O, 

et  par  suite  on  a  A  =  «n  -t-  ai=,  =/( m)  -+-  o'(  w  ). 

Remplaçons  p(t}  par  Xp(t);  les  développements  des  intégrales  y(  <j, 
il/)  sont  de  la  l'orme 

/(«)=  1  w-X/,a)+...-(-/"/„(^)--..., 
cp(;)  =  <  T-  X  Oi(Z)  -H.  .  .-H  X"  tp„(«)-4-.  .., 


les  fonctions _/■„  et  œ„  étant  nulles,  ainsi  que  /'„  et  o'„  pour  t  =  o.  En  suli- 
stituant  ces  développements  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (i  i8),  où 
l'on  a  remplacé/)  par  X/),  on  obtient  les  relations 


:/)(0/«-l(0, 


df- 

d-1>n 

Ç-=p(t)an-i(t), 


(')  Si  on  laisse  au  paramétre  /.  une  valeur  i|uclconque  il  résulte,  du  procédé 
de  calcul  employé,  que  les  coeflicicnls  a,n,  et  par  suite  les  cocflicients  de  l'équa- 
tion caractéristique,  sont  des  fonctions  entières  île  ce  paramètre. 
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d'où  l'on  tire  les  relallons  de  récurrence 

/„{!)=  I    dt  1    p(t]f„-i(t)dl,  o„(t)=  f  d/  I    p(l)^„-t{t)dl, 

,/(,  ./„  J(,  i/o 

permeltant  de  calculer  de  proche  en  proche  toutes  ces  fonctions  en  par- 
tant de/o(^)  =  I,  tfoC)  =  '■  On  déduit  de  là 

(120)  A  =  2-+-^  [/„(w)H-o;,(tu)]. 


Si  la  fonction  p(t)  n'est  jamais  négative,  on  voit  immédiatement  que 
toutes  les  fonctions  fn{t),  <fn{l)^  ^«(O  sont  positives  pour  /  >  o.  On  a 
donc  A  >  2,  et  l'équation  (119)  a  deux  racines  réelles  et  positives,  l'une 
plus  grande,  l'autre  plus  petite  que  l'unité,  La  conclusion  est  beaucoup 
moins  évidente  dans  les  autres  cas.  Lorsque/)(/)  ne  prend  jamais  de  valeur 
positive,  il   résulte   d'une   étude  approfondie  de  M.  LiapounolT  ( ')  que  la 

valeur  absolue  de  A  est  inférieiiie  à  2,  si  la  valeur  absolue  de  oj   /       p  dl 

est  inférieure  ou  égale  à  4-   L'équation  (119)  a  dans  ce  cas   deux  racines 
imaginaires  conjuguées,  dont  les  modules  sont  égaux  à  un. 
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418.  Propriétés  générales.  —  La  plupart  des  théorèmes  établis 
pour  une  équation  linéaire  s'élendenl  sans  difficullé  aux  systèmes 
d'équations  linéaires  à  plusieurs  fonctions  inconnues.  On  peut 
toujours  supposer,  sans  restreindre  la  généralité,  que  ces  équations 
sont  du  premier  ordre  (n°  384);  c'est  ce  que  nous  ferons  dans  les 
|)aragraplies  suivants.  Soient^,,  ^'2,  ■  ■  -,  Jn  les  n  fonctions  incon- 
nues, et  X  la  variable  indépendante.  Il  résidte  d'un  théorème 
général  (n"  399)  que  les  intégrales  n'admettent  pas  d'autres  points 
singuliers  que  ceux  des  coefficients.  Si  l'on  se  donne  les  valeurs 
initiales  7",  yl,  .  .  . ,  r"  pour  une  valeur  Xq  différente  des  points 
singuliers,  on  peut  poursuivre  le  prolongement  analytique  de  ces 


(')  LiAi'OUNOFF,  Problème  général  de  la  stabilité  du  mouvement  {Annales 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  1'  série,  t.  IX,  p.  4o3).  Sur  la  théorie 
Sj;énérale  des  équations  linéaires  à  coefficients  périodiques,  on  pourra  étudier, 
outre  le  Mémoire  précédent,  le  Mémoire  de  M.  Floquet  (Annales  de  l'École 
Normale  supérieure,  i883).  et  l'Ouvrage  de  M.  Poincaré,  Les  Méthodes  nou- 
velles de  la  Mécanique  céleste  (t.  I,  Chap.  IV), 
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intégrales  toul  le  long  dun  chemin  quelconque  issu  du  poinlj^o  et 
ne  passant  par  aucun  de  ces  points  singuliers,  qui  sont  connus  a 
priori. 

Nous  supposerons,  uniquement  pour  simplifier  1  écriture,  que 
l'on  a  un  système  de  trois  équations  à  trois  inconnues.  Considé- 
rons dabord  le  système  de  trois  équations  homogènes 


dx 


y^b  z 


(121)  ■    -r «!_>' -7- «1  :; -7- Ci«  =  o. 


de 

-^  a^y  -f-  b^_z 


[   du 


où  a,  b.  c,  ...  sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  x.  Si  Ton 
connaît  un  système  particulier  d'intégrales  (j,,  ;,,  m,),  les  fonc- 
tions [Cy^,  C^i,  C«|  )  forment  aussi  un  système  d'intégrales,  quelle 
que  soit  la  constante  C.  De  même,  si  l'on  connaît  deux  systèmes 
particuliers  d'intégrales  (j'h,  ^,,  «<,)  et  {y-^.  z-,^  "2)1  on  peut  en 
déduire  un  nouveau  système  d'intégrales  dépendant  de  deux  con- 
stantes arbitraires  (C,j>-) -1- Cjjo,  C|3)-r-C252,  C|  «i -t- Co^o)- 
Enfin,  si  l'on  connaît  trois  systèmes  particuliers  d'intégrales 

les  formules 


(122) 


Cl  j'i  ^  O^y^-i-  Csj's.         z  —  Ci^i  -h  G2^2-i-  C333, 

i«  =  Cl  «1  -i-  Cj  Mi  -^  C3  U3 


représentent  aussi  un  système  d'intégrales,  quelles  que  soient  les 
constantes  C,,  Cj,  C3.  Pour  pouvoir  affirmer  que  ces  formules  (122) 
représentent  bien  l'intégrale  générale  du  système  (121),  il  faut 
encore  être  assuré  que  l'on  peut  disposer  des  constantes  C),  C2, 
C3  de  façon  que,  pour  une  valeur  donnée  Xq  de  x,  différente  d'un 
point  singulier,  y,  z,  u  prennent  des  valeurs  quelconques  données 
à  l'avance ^j'oi  ^o?  "o-  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  déteiminant  formé  avec  les  neuf  fonctions  r/.  .;,•,  Ui{i  =  i,  2,  3) 


A  = 


il  -1  «1 
y,  Zi  II, 
yi     -3     "3 


ne  soit  pas  identiquement  nul.  Nous  dirons  encore  que  l'ensemble 
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des  trois  systèmes  particuliers  d'intégrales  forme  dans  ce  cas  un 
système  fondamental. 

Lorsque  A  est  identiquement  nul,  les  trois  systèmes  particuliers  d'inté- 
grales se  réduisent  à  deux,  ou  même  à  un  seul.  Supposons  d'abord  que 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  par 
exemple  que  le  mineur  ^  :=  y^z,  —  yi^i  n'est  pas  nul  identiquement. 
Soit  A  une  région  du  plan  où  8  ne  s'annule  pas;  nous  déterminerons  deux 
fonctions  auxiliaires  Ki  et  Kj,  holomorphes  dans  l'aire  A,  de  telle  façon  que 
l'on  ait 


(123) 


ri=  l'iu'i-i-  K272 


1=  K,z,-i-  K,::,, 


et,  le  déterminant  A  étant   nul,  ces  fonctions  Kj   et  K.  satisfont  aussi  à  la 
relation 


124) 


î<3  =  Kl  ni  -+-  K,iu. 


Si  l'on  remplace,  dans  les  deux  premières  équations  du  système  (121), 
y,  -î  et  M  par  les  expressions  précédentes  de  y^,  -3,  11^  en  observant 
que  (_/],  Si,  Wi  )  et  (y^,  •=■>,  Wa)  forment  deux  systèmes  particuliers  d'inté- 
grales, il  reste,  tout  calcul  fait, 

jKiK'i  H-^aK'j  =  o,         -1 K', -I- xio  K'2  =  o. 

d'où  l'on  tire  R'i  =  K!,  =  o.  Les  fonctions  Ki  et  K2  sont  donc  des  con- 
stantes, et  les  relations  (i23)  et  (124)  subsistent  dans  tout  le  domaine 
d'existence  des  fonctions  y,,  z,,  Ui.  Il  s'ensuit  que  le  système  d'intégrales 
(fi,  -23,  "3)  est  une  combinaison  des  deux  autres. 

Si  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  sont  identiquement  nuls,  les 
trois  systèmes  d'intégrales  se  ramènent  à  un  seul.  Comme  tous  les  élé- 
ments de  A  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois,  supposons  y^  différent  de  zéro, 
et  posons  ^2  =  K.X1  ;  des  relations  Vi^j  —  3,_)'5  =  o,  jri  f'a  —  y'iU\  =  o,on 
déduit  que  l'on  a  aussi  z^^Kzi,  M2=Kmi.  En  remplaçant  j>',  ;:,  u  par 
Kj'i,  Ks],  K«i  respectivement  dans  la  première  des  équations  (121),  il 
reste  y  1  K' =  o  ;  K  est  donc  constant,  et  le  système  (j'j,  z^,  «2)  ne  diffère 
du  système  {yx.  Zi,  u,  )  que  par  un  facteur  constant.  On  verrait  de  même 
que  le  troisième  système  d'intégrales  est  identique  au  premier.  Il  est  à 
remarquer  que  y\,  y^,  ys  ne  sont  pas  forcément  linéairement  indépen- 
dantes; par  exemple,  une  ou  deux  de  ces  fonctions  peuvent  être  nulles, 
mais  elles  ne  peuvent  l'être  toutes  les  trois. 

La  valeur  du  déterminant  A  peut  se  calculer  comme  il  suit  :  la  dérivée  A 
est  la  somme  de  trois  déterminants 
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iii  remplaçant  ]es  dérivées  y'^ ,  z'- ,  u'-  par  leurs  expressions  tirées  des  équa- 
tions (laij  elles-naémes,  ces  trois  déterminants  se  réduisent  respectivement 
à  —  aA,  —  ^lA,  —  CjA.  On  a  donc  la  relation  A'  =  —  (a-t-èi-l-CotA,  et 
par  suite 

-r{«  +  h,+c.:H.r 
11  i  5  )  A  r  .r  )  =  A  f  .T^,  '\  e       " 

Quand  on  ccmnaît  riiiléi;rale  générale  dti  systètne  liomo- 
gùne  (121),  on  peut  en  déduire  par  des  quadratures  l'Intégrale  gé- 
nérale du  svslènie  avec  des  seconds  membres 

1'   ^^"  I  t  ,     ' 

— 1-  a  _)'  -h  o    ;  H-  f    u  ^  J^  [X }, 


dx 
du 
dJ- 


«2j'  --  ^1^  -î-  C-iit  =f3(x  ). 


dr 

-^  y-. 

rfC, 

■   dx 

■^^  dx 

dCi 

H-  :■■! 

rfC, 

dC, 
dx 

-^  "s 

oT,, 

rfC, 

-+-  "3  -7-^ 

dx 

Si  nous  faisons  en  elîel  le  cliangemenl  de  variables  défini  jjar  les 
Cormules  (122),  C| ,  Co,  C3  étant  considérées  comme  les  nouvelles 
fondions  inconnues,  le  système  (126)  est  remplacé  par  le  suivant 

"i^  -^  "2  -^  -+-  "3  ^  =/if--ï'). 
dx  dx  dx 

i]ui  s'intègre  par  des  quadratures,  car  on  en  déduit 

dx 

Observons  aussi  que  celle  Iransformalion  est  inutile  toutes  les 
fois  que  l'on  peut  déterminer  directement  un  système  particulier 
d'intégrales  (Y,  Z,  U)  des  équations  (126).  Pour  avoir  l'intégrale 
générale  de  ces  équations,  il  suffira  d'ajouter  respectivement  ^  , 
Z,  U  aux  seconds  membres  des  formules  (122)  qui  représentent 
r intégrale  générale  du  système  (121)  sans  seconds  meiubres  ('). 


(')  On  peut  aussi  enijiloyei-  une  métluide  analoi;uc  à  celle  de  Caucliy  (n"  401). 
Soient  y  r=  <oJ^x.  a).  ï  =  i,(.r.  a).  H  =  -,(a-.  a)  (!=i.  2,  3)  trois  systèmes 
d'intégrales  des  équations  sans  second  membre  (121),  satisfaisant  respeclivement 
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Quand  on  connail  un  ou  deux  syslème»  particuliers  d'iiitésrales 
(les  équations  (lar),  on  peut  abaisser  d'une  ou  deux  unités  l'ordre 
du  système.  Supposons  d'abord  que  l'on  connaisse  un  seul  sys- 
tème d'intégrales  (yi,  z,,  M|),  la  fonction  j)-,  n'élunt  pas  nulle.  Le 
cliangement  de  fonctions  inconnues 

_K=j'iY,        3  =  ;iY^Z,        ;<  =  ((,  Y -T-U 

conduit  à  un  système  linéaire  de  même  forme  qui  doil  admettre  le 
système  particulier  d'intégrales  1  =  i ,  Z  =  o,  IJ  ^  o.  Il  faut  pour 
cela  que  les  coefficients  de  Y  soient  nuls  dans  ces  nouvelles  équa- 
tions. On  trouve,  en  effet,  en  faisant  le  calcul,  que  le  nouveau 
système  est 

''^  7     7  I 

ri  —, r  o  L  -^  c  L  =  o, 

(I X 

,   '/Z  d\        ,    ^ 

TiH)  /___(-    ;;|    _ 1_   6,Z  +  C,  U    =0, 


ilx  '  cl: 

dv         in 

dx  dx 


+  6,2  -H  C2  U  =0. 


Si  l'on  remplace,  dans  les  deus  dernières  équations,  -r-  par  sa 
valeur  déduite  de  la  première,  on  obtient  un  système  de  deux 
équations  linéaires  et  homogènes  à  deux  inconnues  Z  et  1.'.  C(^ 
système  étant  intégré,  on  aura  ensuite  \  par  une  quadrature. 


aux  conditions  initiales 

o,(a,  2)  =  i.  '^iCa.  a)  =  (i,  -,(ï.  ï)  =  n. 
cp,(a,  a)  =  n,  '^..(a,  a)=i,  ■::,(  ï.  a  )  =  o. 
93(01,  a)  =  0,         i|(j(a,  a)  =  o.         -,  (  st.  a)  =  i. 

On  vci'ifie  imnicdialcinenl  que  les  fondions  , 

Y  =  I      [/,(a)Q,  (a:,  a)+/,(a)9,(.r,  x)  +  f,{7i)-s,{x.  a  )  ]  «/a, 

Z   =  1"     [/,(a)i;/,(x,  a)-H/.(a)'|,(x,  a  ) +/,  (a  )  <i,(:c.  a)Jr/a, 

U  =   f    [f,(^)T.,ix,  a)+/,(a)7r,,(x,  a) +/,(  a  )-,(  j:,   a  )  ]  </a 

fornienl  un  système  d'intégrales  des  éi|ualious  .nvec  seconds  membres  (126). 

En  appliquant  la  mélliode  du  texte  au  système  linéaire  équivalent  à  une  équa- 
tion linéaire  d'ordre  «,  on  obtient  la  inétliode  de  Lagrange  (  n"  401  ). 
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Supposons  eucore  que  l'on  connaisse  deux  systèmes  dislincls 
d'intégrales  (j'i,  ;,,  m,),  {y->-,  ^-i,  "■2)-  Les  trois  déterminants 
yi:> — y2~-i,  yi  11-2 — J'i^ij  ^i  «2  —  ^-2^1  ne  pouvant  être  nuls  à 
la  fois,  comme  on  vient  de  le  montrer  tout  à  l'heure,  supposons 
y,  z-,  —  z^y^2  diGTérent  de  zéro.  La  transformation 

_K  =>'i Y -f-^^'jZ,        z  =  z^H  —  Z'i'L,        2<  =  H,  V -1- îijZ -T- U, 

où  \  ,  Z,  L  sont  les  nouvelles  inconnues,  conduit  à  un  système 
linéaire  de  même  forme  admettant  les  deux  systèmes  particuliers 
d'intégrales  (Y,=  i,  Z,  =  U|  =  o),  (Yj^o,  Z2=;i,  U2=o). 
Les  coefficients  de  \  et  de  Z  dans  les  équations  du  nouveau 
système  doivent  donc  être  nuls,  et  ce  nouveau  système  est  de  la 
forme 

-; r-  AL  =0,         — 1-  A,  U  =  o,         -r-  —  A,  U  =  o, 

dx  dx  de 

comme  on  le  vérifie  aisément.  11  est  clair  cpie  ce  système  s'intègre 
par  des  quadratures,  la  dernière  équation  ne  renfermant  que  U. 
Les  raisonnements  qui  précèdent  s'étendent  aux  systèmes  de 
/(  équations  linéaires  à  n  inconnues.  Pour  avoir  l'intégrale  géné- 
rale dun  pareil  système  sans  seconds  membres,  il  suffit  de  con- 
naître n  systèmes  particuliers  d'intégrales,  formant  un  système 
fondamental.  Si  l'on  connaît  p  systèmes  distincts  d'intégrales 
{p<i'i),  l'intégration  se  ramène  à  celle  d'un  système  de  même 
forme  à  « — p  inconnues  et  à  des  quadratures.  Enfin  l'intégrale 
générale  d'un  système  avec  seconds  membres  s'obtient  par  des 
quadratures  quand  on  connaît  l'intégrale  générale  du  même  sys- 
tème sans  seconds  membres. 

419.  Systèmes  adjoints.  —  Hlanl  donné  un  svslénie  linéaire  et  homo- 
gène à  n  inconnues 

(■29)    -^  =  «<!„>'!  +•  ■■^ai/,y/:-i-...^ainyn        {i,  k  =  t,  i,  . . .,  n). 

le  système  linéaire 

'  1  50)  —r—  =  —  au  1 1  — . . .  —  a/.i  '/,  — .  .  . —  «n<  »«> 

dx 

qui  se  déduit  du  premier  eu  remplaçant  yi  par  Y,,  el  en  changeant  les 
lignes  en  colonnes  dans  le  déterminant  formé  par  les  coefficients  a,/;-,  après 
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avoir  changé  les  signes,  est  dit  adjoint  au  premier.  Il  esl  évident,  d'après 
ce  mode  de  formation,  qu'il  y  a  réciprocité  entre  les  deu\  systèmes. 

L'intégration  de  l'un  des  systèmes  (129),  (i3o),  entraine  celle  de 
rautre.  Soient  en  effet  (y,,  y^:  ••••  yn)  et  (Yi,  Y».  ...,  Y„)  deux  sys- 
tèmes particuliers  d'intégrales  quelconques  des  deux  systèmes  adjoints. 
D'après  les  relations  (129)  et  fi3o),  on  a 

■^  (Yi^,^-Y2_X2+--i-  Y„r„)=  2v,(a„  r,-^...  +  rt,Avr*-i----^«/«r«) 

-+-  ^rK— «u  Y,— ...— a^:  Y/,— ...— ^„,  Y„  ). 


Si  l'on  permute  les  indice*  i  et  A  dans  la  seconde  somme,  on  voit  immé- 
diatement que  le  coeflicient  de  Y,-j'/.  dans  le  second  membre  est 


et  ce  second  membre  est  identiquement  nul.  On  a  donc,  entre  les  deux 
systèmes  particuliers  d'intégrales,  la  relation 

(l3l)  Y,  Ki-H  Y2J'., -H.  ..-i-  y,, y  71  =  c. 

C  désignant  une  constante.  La  connaissance  d'un  système  particulier 
d'intégrales  (Yi,  Ya,  ...,  Y„)  des  équations  (i3oj  fournit  donc  une  inté- 
grale première  du  système  (lag),  qui  est  linéaire  par  rapport  aux  fonc- 
tions inconnues  jKi,  ,X2'  •■  •!>'«• 

Si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  du  système  adjoint  03o),  l'intégrale 
générale  du  système  proposé  fiîg)  est  représentée  par  n  relations  de  la 
forme  (i3i),  où  l'on  prend  successivement,  pour  Yj,  Y2,  ...,  Y„,  n  sys- 
tèmes distincts  d'intégrales  des  équations  (i3o). 

On  a  étudié  d'une  façon  particulière  les  systèmes  linéaires  qui  sont 
identiques  à  leur  adjoint.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
déterminant  des  an-  soit  un  déterminant  symétrique  gauche,  c'est-à-dire 
que  l'on  ait  a,vt-)-ai,  =  o,  quels  que  soient  t  et  A,  et  par  conséquent  .7,,=  o. 
Si(>'i,_>'9.  ...,yn)  et  (2],  .3-),  ....  z„)  sont  deux  systèmes  particuliers 
d'intégrales,  la  relation  (i3i)  devient 

yi^i  -i-y«zi^--  .-+-.!■„;„  =  const.: 

si  les  deux  systèmes  d'intégrales  sont  identiques,  on  a  donc  aussi 

y^  -r- yl  -h . . .  -h y'f,  =  const. 

L'intégration  d'un  système  linéaire  du  troisième  ordre  identique  à  son 
adjoint  se  ramène  à  l'intégration  d'une  équation  de  Riccati  (n"  369).  L'in- 
tégration d'un  système  du  quatrième  ordre  de  cette  espèce  se  ramène  à 
l'intégration  de  deux  équations  de  Riccati  {voir  Exercice  14,  p.  5o6). 
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420.  Systèmes  linéaires  à  coefficients  constants.  —  On  intégre 
un  système  d'équations  linéaires  à  coefficients  constants 


dv-2 


"\n,rr,  =  O- 


dx 


-*-  «21  ^Kl  +  Cl-2-iy-l 


dy„ 
dx 


^,u,yn  =  O, 


en  cherchant  des  systèmes  particuliers  d'inté<jrales  de  la  forme 

(i33)  jKi  =  ai  e'-"-,         )■■,  =  oi^e'-^',  ...,         j'„  =  a„e''-^, 

y.,,  'Xo,  . . ..  a„,  /■,  étant  des  coefficients  constants  à  déterminer.  On 
est  ainsi  conduit  à  /(  équations  de  condition 


(«Il  +  ''.)  ''l  -t-  '''l 2^2  -^- ••■-)-  «In^n  =  o, 
«^21  ^\  -+-   («22  ^-  '■  )Ï2  +  •  •  •-+-  O-'iil'^n   =  o. 


qui  doivent  être  vérifiées  par  des  valeurs  de  ai,  a^,  ...,  a„  non 
toutes  nulles.  La  constante  /■  doit  donc  être  racine  de  l'équation 
caractéristique 

«  1 1  -t-   '■        «  1 2  ■  ■   •         "\ll 


(i35) 


F(>- 


inversement  à  toute  racine  /•  de  cette  équation  correspond  au 
moins  un  système  de  solutions  non  toutes  nulles  des  équa- 
tions (i34)  en  a,.  ...,  a„,  et  par  suite  un  système  d'intégrales  de 
la  forme  (i33)  des  équations  (182).  Si  l'équation  caractéristique 
a  n  racines  distinctes  /•,,  /■.,,  ....  /■„,  on  obtient  de  cette  façon  n 
systèmes  particuliers  d'intégrales.  Ces  systèmes  sont  distincts; 
en  effet,  s'ils  n'étaient  pas  distincts,  on  en  déduirait  une  relation 
de  la  forme 

G,e'-,-r-i-  G,e'=-'--i-..  .-)-C„e''"^  =  o, 
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C) ,  Co,  ....  C„  étant  des  coefficients  constants  dont  lun  au  moins 
n'est  pas  nul,  et  Ion  a  vu  qu'une  telle  relation  est  impossible 
(n"  40o). 

Si  ft  est  une  racine  multiple  cV ordre  p  de  rérjuulion  carac- 
téristique, les  équations  (iSa)  admettent  p  systèmes  distincts 
cV intégrales  de  la  forme 

Ji  =  e'-.^P,(^),        ^2  =  e'-.-'^P,(3-),         ...,        ^„  =  «'■,.'■  P„(a-), 

P,.  Po,  ....  P„  étant  des  polynômes  de  degré  p  —  i  au  plus  qui 
dépendent  de  p  constantes  arbitraires. 

Le  théorème  étant  établi  pour /)  =  i,  il  suffit  de  montrer  que, 
s'il  est  vrai  pour  une  racine  d'ordre  p  —  i,  il  est  encore  \rai  pour 
une  racine  d'ordre  p. 

On  peut  supposer  pour  la  démonstration  que  l'on  a  /•(  =  o;  en 
effet,  si  l'on  remplace  j',- par  e''i-^\z,,  les  coefficients  an{i^k)  ne 
changent  pas,  tandis  que  a,,-  est  remplacé  par  «(,•+  /•(.  L'équation 
caractéristique  du  nouveau  système  est  donc  F(r-\-r,)^o  et 
admet  ;■  ^  o  pour  racine  multiple  d'ordre/).  Nous  supposerons 
que  l'on  a  fait  cette  transformation  préliminaire.  Les  équa- 
tions (i32)  admettent  alors  un  système  particulier  d'intégrales 


a,,  3-2 y.n  étant  des  constantes  non  toutes  nulles.  Admeltons, 

pour  fixer  les  idées,  que  a,  ne  soit  pas  nul:  on  peut  alors  sup- 
poser a,  =  I .  En  faisant  le  changement  d'inconnues 

JKi=V,,         _>'2  =  a,Y,-4- Y,,  ....        >-„  =  a„  V,  4- Y„, 

on    est   conduit   à   un    nouveau    système    d'équations    linéaires    à 
coefficients  constants  qui  admet  la  solution  \|  =  i.  Y^=o,  

Y„  =  o, 


d\, 
(i36)  .'  lïl 


-+-  A 1 2  1 2  -t-  •  • .  -H  A 1  „  1  „  =  O, 


.4-Ao„Y„: 


^  +  A„,  Y,  4- . . . -H  A„„  Y„  =  o, 
dx  '     ' 
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(lonl  les  nomeaiix  coefficients  ont  les  valeurs  suivantes  : 

•'^12  =  «12,.  .•■.  /^l/;=«l/i, 

A,-2  =  a,2 — «,«12,  •-.,         A,„  =  «,„  —  î<,ai„         pour         '>i- 

Fj'équation  caractéristique  du  nouveau  sy.stèine 

O        ((.12  7.2'/|.2  +  /'       tr.,3   «2  «13 

«32— ''%1«12  «33—  «.■tai3+  '■ 


K,(;-)  = 


«2n  —  --«2«1« 
03n  —  Ï3  «1/1 


-Ï„«I2 


««3  —  «««13 


..     a„„ —  x„«i„  +  r 

est   identique   ;i   l'équation    caractéristique  F(;-)  =  o   du   premier 
système. 

En  effet,  si  l'on  ajoute  aux  éléments  de  la  î'*""'  ligne  ({>i), 
ceux  de  la  première  ligne  multipliés  para,-,  l'équation  F,  (/•)  ^  o 
devient 

/■  a  12  «13  ...      «i/j 

a.  /•     a-T,  +  /■     «03  .  .  .      Il,,, 


Fi('-)  = 


Xs   '■       «.1 


si  l'on  relranclic  ensuite  des  éléments  de  la  première  colonne 
ceux  de  la  deuxième  multipliés  par  7.0,  ceux  de  la  troisième  mul- 
tipliés par  7.3,  ....  ceux  de  la  n'"^''  multipliés  par  a„,  on  retrouve 
la  première  colonne  du  déterminant  F( /•),  en  tenant  compte  des 
relations 

«;1    ^  «,2^2  -i-  ■  .  .-r-  ^in'-'-n  =  f  (  J    =:    I  ,    2,     .  .  .  ,    «  ). 

On  a  donc  identiquemenl  1",  (/■  )  =  V{r  )  (  '  )  et  par  suite  l'équa- 


(')  t)'iine    l'açon   générale,  si   l'on   efl'ectue  sur  les  inconnues   une  substitution 
linéaire  f|m'loon(juo  ;t  coefficients  constants 


1=  /y  ,V,-Hi„V, 


I,   3.  . . .,  n), 


le   déterminant  des  6,j    n'étant  pas  nul,  le  système  (i3j)   est  remplacé  par  un 
nouveau  système  linéaire  à  coefficients  constants  (n°  4îl  ) 


dx 


■  -H-V,,'*, 


('■ 


Soit  'l'(')   le  déterminant   caractéristique    du   nouveau   système:  on  a,  quels 
que  soient  les  coefficients  i,j,  *((•)  =  F(/'). 

La    propriété   est   évidente,   d'après  la  signification  des   racines   de  l'équation 
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lion  de  dei;ré  n  —  i , 

(i3:i       ■         F,(/-): 
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A,, 

A33+'- 


A„3 


admel  la  racine  /•  ;:=  o  an  degré  p  —  i  de  mulliplicilt'.  Or  léqua- 
lion  F2(/")  =  o  est  l'équation  caractéristique  pour  le  système 
obtenu  en  supprimant  la  première  équation  du  système  trans- 
formé (i36).  Le  th4orème  étant  admis  pour  une  racine  d'ordre 
/?  —  I ,  ce  système  auxiliaire  admet  un  système  d'intégrales  parti- 

cvilières 

Y,  =  Q2(:r),  ....         V,,  =  Q,,(a:), 

Q,,  Qo,  . . .,  Q;,  étant  des  poI_ynomes  de  degré  p  —  2  au  plus,  qui 
dépendent  linéairement  de/? — 'i  constantes  arbitraires.  En  rem- 
plaçant Yo,  ...,  \p  par  Qo.  ...,  Q;,  respectivement  dans  la  pre- 
mière des  équations  (i36),  on  en  déduit 


(■38) 


V,  =  C, 


nfQii^ 


)dx  ■ 


fQri^r) 


dx. 


C|  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Les  intégrales  corres- 
pondantes du  système  (iia)  sont  de  la  forme 

(13.))  _^,  =  P,(.r),         r5  =  P„f.r),  ...,         j-„  =  P,,(3-), 

P,,  Po,  ...,  prêtant  des  polynômes  de  dt^ré /»  —  i  au  ])lus  qui 
dépendent  linéairement  de />  constantes  arbitraires.  Le  théorème 
est  donc  général. 


F(y)  =  o,   lorsque  les    n   racines    de    celte    équation   sont    distinctes,   cV>t-à-diri' 
lorsque  les  coefficients  n,u  du  système  (ija)  ne  vérilient  pas  la   relation 


(») 


D(an,  a,.. 


qui  exprime  que  F(  ;-  )  =0  a  deux  racines  égales.  On  en  déduit  que  la  propriété  est 
générale  par  un  raisonnement  très  souvent  employé  dans  les  questions  du  même 
genre.  Soient  /„(a,i,  ..  -,  «„„)  le  coefficient  de  r/*  dans  F(r),  et  9  (a,,,  . . .,  a„„) 
le  coefficient  de  rr  dans  *(»■).  On  a  l'égalité  f  (r)  =  «ip(r)  toutes  les  fois  que 
les  coefficients  a,p  ...,  a,„,  ne  vérifient  pas  la  relation  (a).  Or  ceci  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  l'on  a  identiquement  /  =  o  ;  en  effet,  /  et  9  sont  des 
polynômes  entiers  en  a,,,  a,,,  ...,  a„„,  qui  ne  peuvent  être  égaux,  pour  tous  les 
systèmes  de  valeurs  de  a^^.  n,j,  ...,  a„„  qui  ne  vérifient  pas  la  relation  (a),  que 
s'ils  sont  identiques. 
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l'oiir  le  calcul  effectif  de  ces  intégrales,  les  transformations 
lirécédenles  sont  inutiles.  Si  /•,  est  une  racine  multiple  d'ordre /5 
de  F(r)  ^  o,  on  posera 

_>/,  =  e'-i-rp,(ar),         ...,         y„=  e'\^P„{x), 

P, ,  ....  [*„  étant  des  polynômes  de  degré  p  —  i  à  coefficients  indé- 
terminés. En  substituant  dans  les  équations  proposées,  et  en  écri- 
vant qu'elles  sont  vérifiées,  on  obtiendra  un  certain  nombre  de 
relations  entre  ces  coefficients  qui  permettront  de  les  expi-imer 
tous  au  moyen  de  p  d'entre  eux  restant  arbitraires. 

Chaque  racine  de  F(/-)  =  û  fournissant  autant  de  systèmes 
<rintégra]es  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre  de  multiplicité,  on 
aura  bien  en  tout  n  systèmes  d'intégrales,  et  l'on  démontrera 
comme  plus  haut  qu'ils  sont  distincts. 

421.  Réduction  à  une  forme  canonique.  —  Tout  système  linéaire  à 
coefficients  constants  peut  être  ramené  à  une  forme  canonique  simple  donl 
l'intégralion  est  immédiate. 

Écrivons  ce  svôtème  sous  la  forme  un  peu  dilférente 

I  7'\  =«ii.>'i-l-ni-2j)'2+-.-.-l-ai/iJ)'«, 

(MO)  . 

yi  étant  mis  à  la  place  de  -j— ^'  Si  Ion  prend  n  inconnues  Y],  ^ ., \  .. 

qui  soient  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  constants  de  ^',,  ^2,  ...,_k„. 

(i4i)  Y,  =  ia.ri  —  •  ■  •+ ^"'.>'«  (  r  =  I,  2,   .  .  .,  «), 

les  6,7,  étant  des  constantes  dont  le  déterminant  est  différent  de  zéro,  le 
système  (i4o)  est  remplacé  par  uu  système  de  même  forme 

Y',  =  A„  Y,-i-.\,,Y, -h...-+-A|„Y„, 

,    ,   ,                        ,  Y'j  =  A„  Y,  +  A,;,  Y,  -H. . .+  Ao„Y„, 
(142)  '      _ _ 

(  y;,  =  A„,Y,-+-A„2Y-,-^...+ a„„y„, 

que  l'on  obtiendra  en  remplaçant,  dans  l'expression  de  \\ 

'^'i  =  b^\y\  —■••-!-  bi,iy'n  =  6,1  («iij'i  —  • .  •—«!«>'«)  -H-  . 
-t-  bin  {a„iyx-^.. .+  an„yn). 
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les  fondions  _^)'i,  j'2-  ••■i  fn  P^i''  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (i4')- 
Or,  si  l'on  considérait  les  formules  (i4o)  comme  définissant  une  substi- 
tution linéaire  effectuée  sur  les  variables  y\,  y^,  . .  .,  yn,  et  Y),  Yj,  .  .  . , 
Yn  comme  n  nouvelles  variables,  les  calculs  précédents  sont  précisé- 
ment ceux  qu'il  faudrait  effectuer  pour  trouver  la  nouvelle,  substitution 
linéaire  sur  les  variables  Y,,  Y»,  ...,  Y„.  qui  correspond  à  la  substitution 
linéaire  (i4o).  Or  nous  avons  vu  qu'en  choisissant  convenablement  les 
variables  Y,(n"  410)  on  peut  ramener  toute  substitution  linéaire  à  une 
forme  canonique  simple  (  '  ).  Dans  cette  forme  canonique,  les  variables  se 
partagent  en  un  certain  nombre  de  groupes  distincts,  la  substitution  que 
subissent  les />  variables  Vi,  \.i,  ...,  Y,,  d'un  même  groupe  étant  de  la 
forme 

(i43)  Y',  =;sY,,         Y;=i(Y,-4-Y.,),         ...,         Y;,  =  *(  Y^_, -+- Y^). 

On  peut  donc  toujours,  par  un  changement  d'inconnues  convenable  de 
la  forme  (i4i),  ramener  l'intégration  du  système  (i4o)  à  l'intégration  d'un 

certain  nombre  de  systèmes  de  la  forme  (i43),  où  Y,  =  — ; —  L'intégration 

de  ce  système  est  immédiate,  mais  il  est  préférable  d'employer  une  forme 
canonique  un  peu  différente.  Posons  pour  cela  ^i  =  s'Zi{s ^  o):  le  sys- 
tème (i4î)  devient 

,   ,,,     dz,  dz.  dz,, 

dx  dx  dx  I  ' 

Celle  nouvelle  forme  canonique  se  conserve  quand  on  multiplie  toutes 
les  fonctions  inconnues  par  un  facteur  e'*',  sauf  le  changement  de  i^ 
en  s-i-\,  et  s'applique  encore  au  cas  où  l'équation  caractéristique  aurait 
une  racine  nulle. 

L'intégrale  générale  du  système  (i44)  ^st  représentée  par  les  formules 

~,/-I  ;r''~2 

—r- :   -t-...-i-  C,-i2-+  C/  (i  —   t,    i,    ...,  p) 


('-')' 


OU  par  les  formules  équivalentes,  obtenues  en  résolvant  par  rapport  aux 
constantes  C,-, 

(145)    z,e-"'=Ci,     (z,_  —  xzt)e-"=C-,,     f  33— ,r;.2 -h  ^  =i  j  e-"=  G3, 

(')  On  a  supposé  plus  haut  que  le  déterminant  de  la  substitution  n'était  pas 
nul,  tandis  que  le  déterminant  formé  par  les  coefficients  a-^  peut  être  nul.  Mais 
si  l'on  change  y,  en  e'-^'z^,  les  coefficients  a,,,  a,,,  ...,  a„„  sont  diminués  de  X, 
tandis  que  les  a,i,  où  /  ^  A,  ne  changent  pas.  On  peut  donc  toujours  choisir  /.de 
façon  que  le  déterminant;  des  nouveaux  coefficients  soit  différent  de  zéro. 


dt 

= 

" 

.?•  - 

-6 

r 

dt 

= 

«1 

i.r  H 

r-6, 

ly 

dz 

di 

= 

a 

3-r- 

-/^ 

'-y 
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422.   Équation  de  Jacobi.   —   Reprenons   un  système    de  trois 
équations  linéaires  à  coeflicienls  conslanls,  que  nous  écrirons 

d.r 


(i46) 


/  désignant  la  variable  indépendante.  Vjoiilons  ces  trois  équa- 
tions, après  les  avoir  multipliées  respectivemenr  par^^'c?:  —  zdy, 
z  dx  —  xdz,  X  dy — ydx\  la  relation  obtenue 

(  I  4 7  I  ( ax  -i-  by  -h  c:  )  [y  dz  —  z  dy  ) 

■~-{a\x  ^-  b^y  -^  Cxz){z  dx  —  x  dz) 

--  (a-iX  -T-  b-iy  -i-  Co  ;:  ) (  3-  dy  — y  dx  i  =  o 

est  homogène  en  x.  y.  :■  et  peut  par  conséquent  être  remplacée 
par  une  relation  entre  —  et  =^-  Si  l'on  pose  en  efl'et  .r^X;, 
y  ^  \  s,  cette  relation  devient,  en  divisant  par  z^ , 

{\'-y\      -  I  a\  —  b\  ^  c)  d\  ^  (ai\  -i-  bx\  ^  a)  d\^ 

-(-(«jX-^ô.Y  — C3)(Xfl'V  — V  f/X)  =  o, 

et  nous  retrouvons  l'équation  de  Jacobi  (p.  3i2  et  33^). 

Soient  X  =/(t|,  j'  =  cp(<),  5^  ■!/(<)  un  système  d'intégrales 
des  équations  (146).  Lorsque  avarie,  le  point  dont  les  coordonnées 

homogènes  sont  x,  y.  ;  (  et  dont  les  coordonnées  cartésiennes 
sont  X=— I  Y  =  =^  1  décrit  une  courbe  plane  F  qui  est,  daprès 

II'  calcul,  une  courbe  intégrale  de  léquation  de  Jacobi  (i48). 
L  intégration  de  l'équation  de  Jacobi  se  ramène  donc  à  l'intégra- 
tion du  système  (i46),  c'est-à-dire  à  la  résolution  d'une  écjuation 
du  troisième  degré,  comme  on  l'a  déjà  reconnu. 

Si  l  équation  caractéristique  a  trois  racines  ilislincles  ij,  j..,  s^.  l'inlé- 
grale  générale  du  système  (i46)  est,  d'après  le  paragraphe  précédent,  de 
la  forme 

I)  Pe--.'  =  C,,         Qe--.'  =  C..         Re-'.' =  C3, 

V.  i,>.  li  étant  trois  fonctions  linéaires  et  liomogènes  de  x,  y,  z.  On  en 
('..  II.  32 
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déduit  aisément  une  combinaison  homogène  et  de  degré  zéro  ne  renfer- 
mant plus  la  variaile  t, 

(=t)  P--.   -■.0--,-,R.--.-.',  =  K, 

et  nous  retrouvons  bien  la  formule  déjà  obtenue  par  une  autre  méthode. 
Ou  peut  aussi  traiter  très  facilement  les  cas  où  l'équation  caractéris- 
tique a  une  racine  double  ou  une  racine  triple.  Nous  n'avons  qu'à  sup- 
poser que  les  formules  représentant  l'intégrale  générale  forment  deux 
groupes  ou  un  seul  groupe.  Dans  le  premier  cas,  ces  formules  sont  de  la 
forme 

(II)  Pe-'.(=Ci,         (Q  — ;?)£-■<.' =  C2,         Re-<''=C3 
et,  dans  le  second  cas,  de  la  forme 

(III)  Pe-'.'  =  G,,         (Q  — i'P)e"S,?  =  Cs,         [r  —  ?Q  +  -  P^  e--'.'=  C^, 

P,  Q,  R  désignant  toujours  trois  fonctions  linéaires  et  homogènes  en  .r, 
y^  z.  Des  formules  (II)  on  déduit  la  combinaison  homogène  de  degré  zéro, 
indépendante  de  t, 

(?)  j,e'         -  =  K, 

et  des  formules  (II!)  la  combinaison 


'■;) 


P» 


Les  relations  (ï),  (3),  (•;)  représentent  les  trois  formes  possibles  pour 
l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Jacobi. 

423.  Systèmes  à  coefficients  périodiques.  —  Considérons,  pour  fixer 
les  idées,  un  système  de  trois  équations  tel  que  les  équations  (146),  dont 
les  coefficients  a,  b,  c,  ...  sont  des  fonctions  continues  de  la  variable  /, 
admettant  la  période  to  >  o. 

Soient  (a?!,  y\.  z^),  {x^,  y^,  z.,\  (X3,  y-^,  z,,)  trois  systèmes  distincts 
d'intégrales;  les  fonctions 

X/(/)  =  ,r,(<H- to),  Y,( 7)  =y,-(î-+-co  ),  Z,(n  =  ;,(/ -1- w) 

forment    aussi    un   système   d'intégrales,    et    l'on   a   par  conséquent   trois 
groupes  de  relations  de  la  forme  (n"  418) 

I   X,  =  n,i  .r  1  -H  a,2  x=,  -\-  a,j  a^a 

f   Z,  =  «,,  ;,  —  an  Z.2  —  iii:  Zz 
les  a,ii  étant   des  coefficisnts   constants  dont   le  déterminant   II   n'est  pas 


IV.  —  svsti:mes  d'kquations  lixkaires 
nul.  On  a  en  effet  la  rclalioii 


^> 

V, 

Zi 

■î-1 

J'i 

x. 

Yo 

z. 

=  11 

Xo 

^2 

X3 

Y3 

Zj 

■''3 

J'.j 

qui  lionne,  en  se  reportant  à  la  formule  (liâj,  el  en  raisonnant  comme  or 
l'a  déjà  fait  plusi(iîrs  fois  (  n"  iOO  et  418),  la  valeur  de  II 


(i5o) 


H  -  e 


Lorsque  la  variable  ?  augment#le  la  période  co,  les  trois  fonctions  Xi(/). 
x-iit).  X3(t)  subissent  donc  un?  Substitution  linéaire,  à  déterminant  diffé- 
rent de  zéio.  définie  par  les  formule* 


a, 


Xo  =  «21  ■'"1  -+-  «ss-T,  -f-  f723-^:i! 
X3  =  a.il-î"!  -+-  ^1:123:,  ■+-  «33  .Tj. 


.■I  les  .leux  autres  systèmes  de  fonctions  (y,,  Xi.  }:<),  (-1,  ^2,  ^s)  subissent 
la  même  transformation.  Or  hous  savons  qu'il  est  possible  de  remplacer 
les  trois  intégrales  j-,,  x,,  .t.,  par  trois  combinaisons  linéaires  distinctes  à 
foelïicients  constants  de  façon  que  les  formules  (i5i)  qui  définissent  l;i 
nouvelle  substitution  linéaire  prennent  une  forme  canonique  simple..  En 
prenant  les  mêmes  combinaisons  linéaires  des  fonctions  (y,,  y^,  J's) 
et  I  J,,  -2,  -s),  on  obtiendra  trois  systèmes  de  fonctions,  qui  sont  transfor- 
mées par  une  même  subtil ution  linéaire  de  forme  canonique  lorsque  t  se 
change  tn  l  ~  to. 

Le  raisonnement  est  évidemment  général   et  s'applique  à   tout  système 
linéaire  et  homogène  à  n  inconnues  à  coefficienis  périodiques.  Soient  Ti, 

fi,   >-„    les  n  fonctions  inconnues;  on  p    1:   déterminer  n  systèmes 

distincts  d'intégrales  (^1,,  ^2-,  ••-,  r»')  ('---',  '-,  ■■.,  n)  tels  que  les  n 
fonctions  jK/c,  vici,  ... ,.//>,/  subissent  une  substitution  linéaire  de  forme 
canonique  lorsque  t  se  change  en  ^ -!- to,  cette  substitution  linéaire  étant 
la  même,  quel  que  soit  l'indice  X.  Les  conséquences  sont  les  mêmes  que 
celles  qui  ont  été  développées  plus  haut  (n"  41G);  toutes  les  intégrales 
s'expriment  par  des  produits  d'exponentielles  de  la  forme  f*'  par  des 
fonctions  périodiques  de  I.  ou.  plus  généralement  par  des  polynômes 
en  t  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  continues  périodiques  de  t. 
Soient 

K,,  =  e»'3|.        72i  =  e'"-2-  ...,         y,ii  =  e^'z„ 

un  syslênie  particulier  d'intégrales,  où  ;,,  z^,  ...,  Zn  sont  des  polynômes 
en  /,  à  coefficients  périodiques,  dont  l'un  au  moins  est  de  degré /j^  aucun 
deux  n'étant  de   degré  supérieur  à  p.  De  ce  système  d'intégrales  on  peut 
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en  ilcdtiiie  [p  —  i)  autres  de  la  forme 


J  1  /' 


e^'Di'-'z,,         j,,,=  e^'Di'-'Zi,  ...,         y,,,,  =  e="X)i—' z„. 


les  dérivées  D'-/,  étant  prises  en  regardant  comme  constants  les  coeffi- 
cients périodiques  des  puissances  de  t  (n"416).  Tous  la  systèmes  d'inté- 
grales des  équations  proposées  peuvent  ainsi  se  déduire  d'un  certain 
nombre  d'entre  eux.  La  formation  effective  de  ces  intégrales,  dont  nous 
connaissons  seulement  la  forme  analytique,  dépend  avant  tout  de  la  réso- 
lution d'une  équation  algébrique  d'ordre  «qu'on  appelle  encoreVéqiiation 
caractcristirjue  du  système.  Les  coefficients  de  cette  équation  ne  peuvent 
en  général  s'obtenir  que  par  approximation,  comme  dans  le  cas  d'une 
équation  d'ordre  il  (  n°  417). 

424.  Systèmes  réductibles.  —  Étant  donné  un  système  d'équations 
linéaires  et  homogènes  tel  que  le  système  (i4o),  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  réelles,  continues  et  bornées  de  la  variable  réelle  t  pour 
toutes  les  valeurs  de  cette  variable  supérieures  à  une  certaine  limite  ^o. 
supposons  qu'on  applique  à  ce  système  une  transformation  de  la  forme 

les  coefficients  6,/,  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  :  i"  ce  sont  des 
fonctions  réelles,  continues  et  bornées  de  la  variable  t  pour  t>  l«\  '>."  elles 
admettent  des  dérivées  satisfaisant  à  la  même  condition;  3""  l'inverse  du 
déterminant  des  ba  est  borné.  Si  l'on  prend  pour  nouvelles  inconnues 
les  fonctions  Zj,  il  est  clair  que  le  système  (140)  est  remplacé  par  un  sys- 
tème linéaire  de  même  espèce  que  le  premier.  Nous  avons  en  effet 

_=6„^.4-6„J-,^..., 

ou,  en  remplaçant  /, .  y'..,  ..  .,  y',,  par  leurs  expressions  tirées  des  équa- 
tions (140)  elles-mêmes, 

~dt 


=  cnyi  -r  Cj^yi  -t-. 


les  coefficients  c,/,  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les  coefficients  on,. 
Il  suffira  maintenant  de  remplacer  dans  ces  dernières  formules  ji,,  jj,  .  .  , 
yn  par  leurs  expressions  en  fonction' des  nouvelles  inconnues  s,.  ;,•  •••, 
z„,  tirées  des  formules  (i52). 

S'il  est  possible  de  choisir  les  coefficients  />,/,  de  la  transformation  <le 
façon  que  le  nouveau  système  soit  un  système  à  coefficients  constanls, 
m!  Liapounoff  {voir  le  Mémoire  déjà  cité,  p.  484)  dit  que  le  système  est 
réduclible. 
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Tout  système  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  continues, 
réelles  et  périodiques,  de  même  période  lo,  est  réductible. 

Considérons  en  effel  le  svstéme  adjoint,  qui  est  aussi  un  système  à  coeffi- 
cients périodiques.  Soient  5  une  racine  de  l'équalioii  caractéi  islique  et  a 
l'exposant  caractéristique  correspondant.  Xous  supposerons,  pour  prendre 
le  cas  le  plus  général,  qu'à  cet  exposant,  a  correspond  un  groupe  do  p  sys- 
tèmes particuliers  d'intégrales  de  la  forme  considérée  tout  à  l'heure.  Ce 
groupe  fournira  donc  (n"4l9)  p  intèiirales  premières  linéaires  du  système 
proposé,  qui  seront  de  la  forme 

€-■" ( z,yi  -  z,y.2  - . .  . -  3„r„  )  =  C, , 
e»'(j',D;, -H  jKiD;, -...-- .v„D;,)=  C., 


e»'(j>',D/'-i4;,-t-^',D/'-';.,--...^^„D/'-';„)  =  Cp. 

ai,  Zt,  .  ..,  z,i  étant  des  polynômes  en  t,  de  degré/»  —  i  au  plus,  à  coeffi- 
cients périodiques,  et  les  dérivées  D'  étant  prises  en  considérant  ces 
coefficients  comme  constants.  On  peut  encore  écrire  ces  intégrales  pre- 
mières, en  ordonnant  par  rapport  à  t, 

[tp-\  tp~-  n 

.5.,  ^^'^^^^.--^^v.-...l=c. 

.-'V,  =  C„. 

V(,  Yo,  ....  Yj.  étant  des  combinaisons  linéaires  distinctes  à  coefficients 
périodiques  de  jKi,  v»,  ....  yp',  en  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi ,  on  dédui- 
rait des  formules  (|i  .^3  )  une  relation  entre  les  constantes  arbitraires  Cj, 
Cj,  ....  Cp  et  la  variable  t.  Si  l'on  prend  les  combinaisons  linéaires  Y'i, 
Y.,  ....  Y,,  pour  inconnues,  les  formules  (i53)  représentent  précisément 
l'intégrale  générale  du  svslème  d'équations  linéaires  (  n"  421  ) 

■Il)      -r-!=  — aY,,     __=  — a^5— Y, — -^  =  —  aY  ,,-h  \p_,. 

dj-  dr  dx 

En  opérant  de  même  avec  tous  les  groupes  d'intégrales  premières  four- 
nies par  les  groupes  d'intégrales  du  système  adjoint,  on  voit  que  le  système 
proposé  se  change  en  un  système  linéaire  à  coefficients  constants  au  moyen 
d'une  transformation  de  la  forme 

(  \'i^)  Y',  =  ÇiiJ'i  -^  Ç/2^'î  -^.  •  .-l-O/nJ'nj 

les  coefficients  s,/,  étant  des  fonctions  périodiques  de  période  w. 

L'inverse  du  déterminant  des  œ,/.  est  borné  pour  ?  >  /o;  il  suffit  de  mon- 
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trer  que  ce  tlélermiiianl  D  ne  peul  s'annuler  pour  />  !„.  Or,  si  l'on  consi- 
dère n  syslèmes  distincts  d'intégrales  (yn,  ...,1,,,)  du  premier  système 
et  les  n  systèmes  correspondants  (Y,i,  ...,  V,„)  du  système  transformé; 
ledéterminani  D  est  égal  au  quotient  du  déterminant  des  Y,/  par  le  déter- 
minant des  v,/,  et  nous  savons  que  ces  deux  derniers  ont  des  valeurs 
finies  différentes  de  zéro  pour  toute  valeur  finie  de  t;  la  valeur  absolue 
de  D  reste  donc  supérieure  à  un  certain  minimum  positif  entre  ty, 
et  <(i  -h  (o. 

Pour  achever  la  démonstration,  nous  pouvons  supposer  que  l'équation 
caractéristique  du  système  adjoint  n'a  pas  de  raci»es  réelles  et  négatives, 
car  il  suffit  (n"  416)  de  considér«n  la  période  2to  au  lieu  de  la  période  oj 
pour  remplacer  cette  racine  par  son  carré.  Si  l'équation  caractéristique  n'a 
que  des  racines  réelles  et  positives,  on  peut  évidemment  supposer  réelles 
toutes  les  fonctions  o,/t  qui  figurent  dans  les  formules  (i55)  et  cette  trans- 
formation satisfait  bien  à  toutes  les  conditions  voulues.  D'ailleurs  tous  les 
exposants  caractéristiques  sont  réels,  et  lc~syslcme  transformé  est  à  coeffi- 
cients réels.  Mais  si  l'équation  caractéristique  du  système  adjoint  a  des 
racines  imaginaires  conjuguées,  à  cliaque  gioupe  de  p  combinaisons 
linéaires  telles  que  Yj,  Yj,  ...,  Y,,  où  figurent  des  imaginaires,  on  peut 
associer  le  groupe  formé  par  les  imaginaires  conjuguées,  et  en  combinant 
deux  à  deux  ces  nouvelles  inconnues,  il  est  clair  qu'on  arrivera  aussi  à 
un  système  à  coefficients  constants  réels  par  une  transformation  de 
la  forme  voulue  à  coefficients  réels.  0- 
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1.   Intégrer  les  équations  linéaires 

^  ivi  —  .^y  ^ y  —  \p.t  _^_  li p-jT  _(_(;;  si na~  -)-  D  cosx, 

y"  —  y"  +y'  —  .>'*=  ^e-»'  —  4  cosa-, 

y'"  —  3y'  -^-  ly  =  {ax  -\-  b)e^  ->r  ce-'-^, 
x'-y'" —  9-î".}'"  -+-  g.x'  =  I  -H  ?.a-  -H  3,T-  Loga?, 
.rïy"  —  ■ixy'  -+■  -ly  =  X-  -T-  px  ■+-  q, 
x^y'"  —  ix'^y"  -t-  ~xy'  —  Sy  =  x^  —  a.r, 

dx 
/^ 

x^y'"  —  d^'X  "•"  37. r/' —  G^y  =  x''\a  -h  bhogx  -^  c(hogx  )-], 
x^ y"  -h  'i-xy'  —  -ly  =  x  cos.r  —  sina^, 
x-y"  +  'ixy'-^    y  =  f(x). 


x'-y'  —  3.r_x  -\-  \y  =  .r^  -^    /  , 

. '.       1/  I  -H  X* 
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Si  f{x)  est  holomorphe  dans  le  domaine  d.>  l'origine,  dénoonlrer  que 
cette  dernière  équation  admet  une  intégrale  particulière  holomorphe  dans 
le  même  domaine. 

2.  Intégrer  les  systèmes  d'équations  linéaires 


-^) 


dv        dz 
dt        dt 

dz        dx                             dx        dx 

d'-x 
dl-- 

(11  y 

-~ 'tx  ^ y  =  coiit,         —T^ ,r-t-3_;'  =  o, 

f   rfî  r        ^  dv        dz 

\  -=-^ 5-j 'r-  -z t3r  -r-  mz  =  e^, 

\  dx-            dx        dx 

1  d^z        dy           dz                     ,  __    _^ 
[    dx-        dx           dx    '      '           "             ' 

dx 

Tt-^ 

dr        _  _               dz 
"  ^  °'           dt        -  —  "^           dt        ^ 

dx 

-di-''- 

dv                ,                      dz        , 

/   dv 

1 

/  y'  —  (X^i)y  —  2 -  —  2 (  1  —  À ) «  =  o. 

'               z' —  '/.y -^ ---^iCk — i)ji  =  o, 

U  -i-  ly  -^  ■>  (À  —  I  )  H  =  o. 

(S) 
(C) 


.  3.  Trouver  l'intégrale  générale  de  réqualion 

{ IX  ~  i}y° -r-  (ix  —  ■i)y' —  Sy  =  (&x^  -h  X  —  'i)e^, 

sachant  que  l'équation  sans  second  membre  admet  une  intégrale  particu- 
lière de  la  forme  e™'^.  /n  étant   un  coefficient  constant. 

\  Licence  :  Caen,  i884.] 

i.   Démontrer  que  l'équation  différentielle 

(  .r-  —  j  I  y'  =  n(  ri  —  l  '  _)' . 

où  n  est  un  nombre  entier  positif,  admet  pour  intégrale  un  polynôme  P(,ri. 
En  déduire  que  la  même  équation  admet  une  seconde  intégrale 

PLog(p4)-Q, 
\x  —  I  / 

où  Q  est  aussi  un  polynôme. 

[Licence  :  Paris,  1890.] 


5o4  cHAriTnii  xx.  —  kql'ations  différentielles  linéaires. 

0.   Ij'équatioii  diiïérentielle  linéaire 

.r  )•■■  —  I  j-  -1-  a  4-  V  j  _>'■  +  iJ.y  =  », 

où  |Ji  et  V  sont  lieux  nombres  entiers  positifs,  admet  pour  intégrale  un 
polynôme  y,  =  P{x).  En  déduire  qu'elle  admet  une  seconde  intégrale 
jl'2  =  e^O(a;),  où  Q(.r)  est  aussi  un  polynôme. 

[Licence  :  Paris,  igoi,] 

6.  On  ikmaiide  la  cojidition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation 
linéaire  r      -  pv'  -i-  fjy  =  o  admette  deux  intégrales  distinctes  _)'i,  _ys,  liées 

par  la  relation  _^i^2  = '•  R"  supposant  que  l'on  ait/*= 7  on  demande 

de  trouver  le  coefficient  </,  et  l'intégrale  générale. 

[Licence  :  Paris,  190?..] 

7.  Déduire  la  formule  (23)  de  la  page  433  de  la  formule  (11)  qui  donne 
l'expression  du  déterminant  à{y\,  Vî'  ...,  y,i)- 

8.  L'équation  de  Bessel 

.ry"  -h  ■>.  (  7?i  -f-  I  )y'  -+-  xy  =  o 

admet  pour  intégrale  particulière  la  fonction  représentée  par  l'intégrale 
définie 


ri 


7       (1  —  Z^)'"  COiXZ  dz, 


pourvu  que  la  partie  réelle  de  m  soit  supérieure  à  — i.  Lorsque  m  est  un 
nombre  entier  positif,  cette  intégrale  est  de  la  forme  (voir  t.  [,  p.  291) 

2.4.6.  .  .înidJ  sin.r  -i-  V  cosa^), 

U  et  V  étant  des  polynômes  en  -  dont  tous  les  coefficients  sont  des  nom- 
.r 

bres  entiers,  et  l'intégrale  générale  est 

y  =  C{\J  sinar  -+-  X  cosa-)  +  C'(  V  sin.r  —  U  cos.t). 

[Hermite.] 
9.  L'intégration  du  système  d'équations  linéaires 

dy  ,  dz  , 

dx  ■'  dx  ■' 

où  fl,  /',  «1,  61  sont  des  fonctions  quelconques  de  .r,  se  ramène,  en  posant 
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)•  =  tz,   il  I  inlégralioli  de  l'équation  de  Riccati 
<f'        ,       ,  , 

— r-  O  ^-(  a  —  hi)l  —  l7i/-=0 

et  au  calcul  de     /   {a  -h  bi)d.r.  (  Voir  la  note  de  la  page  4  Ji) 

10.  Le  rapport  z  de  deux  intégrales  distinctes  de  l'équation  linéaire 

y  -+-  py'  -+-'/r  =  o 

satisfait  à  l'équation  diflférentiellc  du  troisième  ordre 

11.  Étant  donnée  l'équation  différentielle 

où  a  est  constant,  on  demande  comment  il  faut  choisir  le  chemin  d'inté- 
irration  L  pour  que  la  fonction  y(3:)  représentée  par  l'intégrale  définie 


y(.r)  =  J 


=   /    e'-'^z"   >(z-i)~'^''dz 


soit  une  intégrale  particulière  de(E).  Démontrer  que  l'équation  (  Eladmet 
une  intégrale  particulière,  qui  s'exprime  sans  aucun  signe  de  quadrature, 
lorsque  a  est  un  nombre  entier.  Eu  déduire  l'intégrale  générale,  et 
l'exprimer  au  moven  du  plus  petit  nombre  de  transcendantes  possible. 

[Licence  :  Paris,  juillet  1908.] 

12.  Déterminer  les  deux  fonctions   P(i)  et  Q(<)de  façon   que  la  fonc- 
tion _y  représentée  par  la  formule 

j  =  (T  —  a)    f   f{t)V{t)dl  -^{x  —  b)    C    /{f}Q(t)dt 

soit  une  intégrale  de  l'équation  dilTérentielIe  y"  =  f( x).  pour  toutes  les 
formes  possibles  de  la  fonction  /'(.zr). 

[Licence  :  Paris,  octobre  1907.] 

13.  L'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire 

.Tj'"+  [«  —  .rP(T)]jK'  T-  X"-'  (^(x)y  =  o, 

où  P(.r)  et  Q(.T)  sont  holomorphes  dans  le  domaine,  de  l'origine,  est  uni- 
forme dans  ce  domaine,  (n  est  un  nombre  entier  supérieur  à  l'unité.) 
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14*.  Toute  équalion  de  la  forme 


d"  y  ,  ^  </"-!  Y 


+  X  Q„^„_,  (  X)  -^-j^  -^  n„  __„  (x  )  -^  +. . .  +  q„(x)y  =  o, 

<^^  Qii  Q21  ■••)  Q«  sont  des  fonctions  holomorplies  dans  le  domaine  de 
l'origine,  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  ce  domaine,  dont  la  valeur, 
ainsi  que  celles  de  ses  p  —  i  premières  dérivées,  peuvent  être  choisies 
arbitrairement  pour  x  =  o^  pourvu  que  l'équation 

(/•—/))  .  ..  (r  —  «  ^-  i)  +  Q,(o)(r —/?)...(;-  —  7i  -i- 2)  +..  .+  Q„_p(o)  =  o 

n'admette  pour  racine  aucun  nombre  entier  supérieur  àp —  1. 

[E.  GouRSAT,  Anna/es  de  l'Ecole  Normale,  i883,  p.  265.] 

R.   Par  un  artifice  analogue  à  celui  qui  a  été  employé  au  n°  412,  on  est 
ramené  à  démontrer  la  proposition  pour  une  équation  de  la  forme 

dPu  _      M      IdP-^u  du  \ 

dxP  x\dxi'-^        •-•       ^^  j, 

r 
où  l'on  a  posé 

d"   P  y 

Il  =  y  -h  xy  + . .  .  M-  x"-i'  — ^  • 

-'         •'  dx"-i' 

15*.  Soit  S  un  système   de   quatre  équations  linéaires   identique   à   son 
adjoint  (p.  490), 

dy  le 
E)  -^  =  ak\yi  -*-  akiy,_-\- aui 

Ce  système  admet  l'intégrale  première  y'\  +  yl  +  y\  +  yl  —  G.  Si  l'on 
suppose  G  =  o,  on  satisfait  à  la  relation  précédente  en  posant 

J'i  =  ?(iQ  — ;),        7-2=  p(i  +  ^',),        r.i  =  P''(i  —  ?'i),        J'4  =  pî(^  +  $), 

et  en  portant  ces  expressions  de  yx,  yi,  y:\,  ys,  dans  les  équations  (E>,  on 
obtient  le  système  de  trois  équations 

p' 
2-  =  («21  +  '«i3)(-f,  —  Ç)-t-  ■i«a23  +  («.nH-  '«siXvj  -1-0, 
P 

2T,'  =  (n,o  H-  «i3)(n- r,')  +  t(a, 3-+-  n,j)(r  —  ï)2)  +  2('(n32-*-  «14)  ï'i, 

■'  \'  =  («21-1-  ai3)(i-i-  ?*)-!-  ^(a3l-^-  020(1—  ?')  H- 2j(a32 -H  04,)  ^, 

dont  les  deux  dernières  sont  des  équations  de  Riccati.  Soient  i\  =f{x.  G,), 
5  =  (5(a;,  G2)  les  intégrales  générales  de  ces   deux  équations;  l'intégrale 
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<;t'néi-ale  de  l'équation  en  p  est  donnée  par  la  foiiniile 

[E.  GouRSAT,   Comptes  rendus,  t.  CVF,  p.  187,  et  t.  CXLVIII,  p.  612.] 
I(i.  Démontrer  la  relation,  où  le  premier  meinbr(>  renferme  n  signes     /  > 
/      if'(x)dx    I     o'{x)dx   j  ...    i      'i'(X)dx    j      f{x)dx 

=  (TT^rryT  /  f'fC^)-?^'-)]"-'.^^)^'-. 

■  Il  prouvant  que  les  deux  membres  sont  des  intégrales  particulières  d'une 
'  ([iialion  difl'érenlielle  linéaire  d'ordre  n,  satisfaisant  aux  mêmes  condition? 
initiales.  (Cf.  p.  3 43.) 

17*.  Démontrer  que  l'intégrale  !f(.r.  a)  de  l'équalion  linéaire  Viy)  =0 
I  [>.  43o),  considérée  comme  fonction  de  la  variable  a,  est  une  intégrale 
de  l'équation  adjointe  G(^)  =  o,  où  l'on  aurait  remplacé  .7-  par  a. 

R.  On  observe  que  l'intégrale  de  l'équation  F( j')  =  o  qui  prend,  ainsi 
que  ses  (n — i)  premières  dérivées,  les  mêmes  valeurs  qu'une  fonc- 
tion t:(  j:  )  et  ses  («  —  i  )  premières  dérivées  pour  .r  =  .r,),  a  pour  expression 


_X  =  t:(j7)—    /      F(-)  oCr.  a)rf«, 


où  l'on  a  posé  ;  =  7:(a).  L'intégrale  qui  est  au  second  membre  ne  doit 
dépendre  que  de  -(,r).  -{xa),  -'ix,,],  ....  -"*-"(.ro).  Or  on  peut  écrire 
.lussi  (n"  404) 


f  F(3)»(T, 2)rfa  =  ;«r[s,  9(.r/a.];^i;;^- ^  zG[o{x,x)] 


da. 


el  il  est  clair  que  la  condition  précédente  n'est  remplie,  quel  que  soit  -(x), 
que  si  l'on  a  G[f(x,  a)]  =  o.  On  en  déduit  aisément  que  les  fonctions  !o,(ar  ) 
(léfinies  par  les  équations  (A)  (note  de  la  page  43i)  forment  un  système 
fondamental  d'intégrales  de  l'équation  adjointe. 


CHAPITRE  XXI. 

ÉQUATIONS  DIFFÉllEXTIELLES  NON  LINÉAIUES. 


I.  —  VALEURS  INITIALES  EXCEPTIONNELLES. 

La  démonstralion  par  laquelle  on  a  prouvé  l'exislence  des 
fonctions  intégrales  prenant  des  valeurs  initiales  données  suppose 
essentiellement  que  les  seconds  membres  du  système  d'équations 
proposé  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs  ini- 
tiales (n°  384).  INous  allons  examiner,  en  nous  bornant  à  une 
seule  équation,  quelques  cas  simples  où  celte  condiiion  n'est  pas 
remplie. 

425.  Cas  où  le  coefficient  différentiel  devient  infini.  —  Consi- 
dérons une  équation  du  premier  ordre, 

0)  |=/<--.^)' 

où  le  second  membre  f{oc,  y)  devient  infini  pour  le  couple  de 
valeurs  a:  =  Xo,  J' =  j)o5  l'e  telle  façon  que  l'inverse 


f{^,7) 


soit  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ce  système  de  valeurs.  Nous 
pouvons  encore  écrire  léquation  précédente 

en  regardant  y  comme  la  \ariable  indépendante  et  t  comme  la 
fonction  inconnue.  Mais,  le  second  membre  J\{x,y)  étant  holo- 
morphe par  hypothèse  pour  ^  z=  Xo,  J' =jKo)  'e  théorème  de 
Cauchy  s'applique  à  l'équation  (2).  Il  existe  une  intégrale,  et 
une  seule,  qui  tend  vers  x„  lorsque  j-  tend  vers  _/„,  et  cette  inté- 
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grale  est  liolomorplie  dans  le  domaine  du  poinl  j'^.  Le  dévelop- 
pement en  série  entière  de  .r  —  Xg  suivant  les  puissances  de  }'  — ■)„ 
commence  forcément  par  un  terme  qui  est  au  moins  du   second 

degré,  puisque  -y-  ouf,  i  ■>',}')  est  nul  pour  x  ;=  x„.  y  ^Vo  [sans 
quoiJ\x,j')  serait  aussi  liolomorphe].  Soit 

(3)     T  —  .r(,=  A,„('_r  —  Va)"'  —  A,,„  +  iC  •>-  —  _>'o)"'^'  -^-  ■  .  (  m  =2,  A„,  ^  o) 
ce   développemenl  :  de  la   formule  (o)  on  déduit  inversement  un 

développement   de  y — v'o   suivant  les    puissances  de  (x  —  ^o)'" 
n'dol) 

'  i .'  y — yo=  Oit  .V  —  x„)"'  -^  a-ifr  —  Xu)'"^.-.         (a,^o): 

l'équation  (i  i  admet  donc  encore  une  intégrale,  et  une  seule, 
tendant  vers  y  g  lorsque  x  tend  vers  Xg,  et  le  point  x^  est  un 
point  critique  algébrique  pour  cette  intégrale  (M- 

42Ô.  Cas  où  le  coefficient  différentiel  est  indéterminé.  —  La 
discussion  complète  de  tous  les  cas  où  le  coefficient  diflérentiel 
devient  indéterminé  est  beaucoup  plus  compliquée.  Prenons 
d'abord  l'équation  étudiée  par  Briot  et  Bouquet  (-) 

(   1'         xy' — 6_>' =  a,(,.r -i- «jo-î^-^  «11  j-j^-^  «02^-^- • -= 'fC^,  ^); 

où  le  second  membre  est  holomorphe  dans  le  domaine  du  point 
j'  =  ')'  =  o,  et  proposons-nous  de  rechercher  s'il  existe  une  inté- 
grale holomorphe  s'annulant  avec  x.  A  ce!  effet,  substituons  à  la 
place  de  1',  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (5),  une  série 
entière 

(6)  y  ^  Ci-i'  -H  CoX-^ . .  .-h  c„ar"  -I-.  .  .  : 


(')  En  langage  géométrique,  on  peut  dire  aussi  que,  par  le  point  (Xj,j)„)  il 
passe  une  courbe  intégrale,  et  une  seule,  sur  laquelle  le  point  (x^,  y„)  est  un 
point  ordinaire,  et  la  tangente  en  ce  point  est  la  droite  x  =  x^.  L'énoncé  du 
théorème  suppose  que  la  fonction  /,{x,  y)  ne  s'annule  pas  pour  a;  =  Xg,  quel 
que  soit  )■  :  dans  ce  cas,  en  effet,  l'intégrale  de  l'équation  (2)  qui  prend  la 
valeur  x^  pour  y  =^0  ^'^  réduit  à  a;  =  x„,  et  l'équation  (i)  n'admet  pas  d'inté- 
grale tendant  vers  y„  lorsque  x  tend  vers  x^. 

(-)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  X\I,  iS56. 
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après  la  substitution,  le  coefficient  de  x"  dans  le  premier  membre 
est  [n  —  b)cn^  tandis  que  le  coefficient  de  x"  dans  le  second 
membre  est  un  poljnome 

P(,(«io,  «201 «on;  Cl.    ■■  -,  c„_i) 

dont  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  positifs,  et  qui 
ne  renferme  que  les  coefficients  c,,  .  .  . ,  c„_i ,  et  les  coefficients  «,/,. 
On  obtient  donc,  pour  déterminer  de  proche  en  proche  les  coeffi- 
cients de  la  série  (6),  une  relation  de  récurrence 

(  7)      {n  —  6)c„  =  P„(  <7j„,  «20,  ••-.  «on  •   Cl'  <^Sr  ■■■■■  '^'n-l  )  ('"=1,2,...), 

qui  permet  de  calculer  successivement  tous  ces  coefficients,  pourvu 
que  b  ne  soit  pas  égal  à  un  nombre  entier  positif.  Ecartons 
d'abord  celte  hypothèse;  la  relation  (^)  nous  donne 

«10  «2il-^  «11 ''l  ~+-  "ouf  ? 

'  ""  I  —  b  '  ■}.  —  b 

et  ainsi  de  suite.  La  somme  de  la  série'(6)  représente  certainement 
une  intégrale  de  l'éf|uation  (.5)  s'annulant  avec  a:,  pourvu  que  cette 
série  entière  admette  un  rayon  de  convergence  différent  de  zéro. 
En  efTet,  les  opérations  par  lesquelles  nous  avons  déterminé  les 
coefficients  de  ceite  série  sont  alors  légitimes  (I,  n"  192). 

Pour  démontrer  la  convergence  de  celte  série,  observons  d'abord 
que,  lorsque  1  on  donne  à  n   toutes  les  valeurs  entières  1,2,   .  .  ., 

jusqu'à  l'infini,  la  fraction  -r,  qui  ne  peut  devenir  infinie,  tend 

vers  zéro.  Le  module  de  cette   fraction  a  donc  un   certain  maxi- 

I  ,,  ,  .     ,  I  .  I      •      I  ^  I 

mum  77,  et  Ion  a,  quel  ciue  soit  le  nombre  entier  /(,    r   —  t:  • 

H  '  T  I  '  I „  —  b\~  a 

Soit  d'autre  part 

*(.?-,  Y)  =  Aïoa^  -h  \mx--\-  Ai,.fV  +  Aqs  V--t-. .  .-+-  A,/, 37' Y ''-+-. . . 

une  fonction  majorante  pour  o^Xjy)  ne  présentant  pas  de  terme 
constant  ni  de  terme  en  Y;  on  peut  prendre,  par  exemple,  une 
fonction  de  la  forme 

nx.  \  )  = -^ ^       M  -  M  1 , 
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mais  il  nesl  pas  nécessaire  de  pi'éciser  davantage  poui'  la  suiie  du 
raisonnement.  L'équation  auxiliaire 

(8)  BY  =  <!>(ar,  Y) 

admet,  daprès  le  théorème  général  sur  les  fonctions  implicites 
(I,  n"  193),  une  racine  holoniorplie  saiinulaut  avec  x.  Soit 

(' 9  j  Y  =  ( J I  ,?■  ^  Cl  .r-  -H  .  .  .  ^-  C  „  .r"  —  ... 

le  développement  en  série  entière  de  cette  racine.  Pour  calculer 
les  coefficients  C,-,  on  peut  substituer  à  la  place  de  Y  ce  dévelop- 
pement dans  les  deux  membres  de  la  relation  (8),  ce  qui  tournit 
la  relation  de  récurrence 

(lo)  BG„=  P„(.A.,„,  .A.,0.  ...,  Ao„:  C,  C..  ...,  C„_,  ), 

l'„  étant  le  polynôme  (jui  figure  dans  la  relation  (-),  oii  l'on  aurait 
remplacé  «,/t  par  A/a  et  c,  par  C,. 

Mais  on  a,  d'après  la  façon  même  dont  on  a  choisi  la  constante  B 
tl  la  fonction  '^{jc,  Y),  les  inégalités 

Il  s'ensuit  que,  si  l'on  a 

|c,|<C„         IcKC         ...,         |c„-,|<C„_,, 

on  aura  aussi  lc„|<C«,  puisque  tous  les  coefficients  du  polj- 
nome  P„  sont  des  nombres  entiers  positifs.  Or,  on  a  |<a!,ojSA,o, 
et,  par  suite,  |c,  |  <<  C,  ;  en  raisonnant  de  proche  en  proche,  on  en 
conclut  que  la  série  (g)  est  majorante  pour  la  série  (6)  :  celle-ci 
est  donc  convergente  dans  le  domaine  de  l'origine.  En  résumé. 
lorsque  le  coefficient  b  de  y  dans  l'équation  (.5)  n'est  pas  égal 
à  un  nombre  entier  positif,  cette  équation  admet  une  intégrale 
holoniorplie^  et  une  seule,  s' annulant  avec  x. 

Pour  achever  l'élude  des  intégrales  holomorphes  s'annulanl  avec  x.  il 
faut  encore  examiner  le  cas  où  b  est  égal  à  un  nombre  entier  positif.  Sup- 
posons d'abord  6  =  i  :  la  première  des  relations  (7)  se  réduit  à  «10=  o. 
Si  0,0  n'est  pas  nul.  il  n'y  a  donc  pas  d'intégrale  bolomorphe  répondant  à 
la  question.  Si  au,  est  nui,  en  posant  y  =  ).,r,  on  est  conduit  à  une  équa- 
tion 

!  I  X'  =  il  (yX.    X)   =    rtjo  -H  «1  1  X  -(-  «Oî  X-  -+-...  , 
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la  fonction  ']i(3^,  X)  élanl  holomorplie  pourvu  que  l'on  ait  |a:|  <  /■,  |  À  j  •<  A, 
/■  et  A  étant  deux  nombres  positifs  convenablement  choisis.  Or  cette  équa- 
tion (il)  admet  une  infinité  d'intégrales  holoraorphes  dans  le  domaine  de 
l'origine,  car  on  peut  choisir  arbitrairement  la  valeur  lo  de  X  pour  x  =  o. 
pourvu  que  l'on  ait  |  Xo  |  <  A.  Dans  ce  cas,  l'équation  (5)  admet  donc  une 
infinité  d'intégrales  holomorphes  s'annulant  avec  or. 

Lorsque  b  est  égal  à  un  nombre  entier  plus  grand  que  l'unité,  le  coef- 
ficient de  X  dans  le  développement  d'une  intégrale  holomorphe  s'annulant 

pour  X  =  o  doit  être  égal  à  — ^>  et  la  transformation  y  =  — '-^x  H-  Ax 

conduit  à  une  équation  de  même  forme,  où  le  coefficient  de  X  est  égal 
à  I  -  Ik 

x'k'  —  ( i  —  [  )  X  =  n ',  ,1  a-  ^  a 2 D a"-  -!-  o ', ,  /, .r  — ...  : 

par  une  suite  de  transformations  analogues,  on  sera  donc  ramené  au  cas 
qui  vient  d'être  traité.  Par  conséquent,  lorsque  le  coefficient  b  est  égal  à 
un  nombre  entier  positif,  l'équation  (5)  n'admet  aucune  intégrale  holo- 
morplie s'annulant  avec  x,  ou  elle  en  admet  une  infinité. 

Briot  et  Bouquet  ont  recherché  aussi  s'il  existait  des  intégrales  non 
holomorphes  tendant  vers  zéro  avec  x  et  démontré  que  l'équation  (5) 
admet  une  infinité  d'intégrales  de  cette  espèce,  lorsque  la  partie  réelle  de  A> 
est  positive  (  '  ).  On  peut  établir  aisément  ce  théorème  au  moyen  de  la 
méthode  des  approximations  successives.  Nous  remarquerons  d'abord  que, 
si  la  partie  réelle  de  b  est  positive,  on  peut,  sans  diminuer  la  généralité, 
supposer  cette  partie  réelle  A(è)>i.  Si  en  effet  on  fait  le  changement 
de  variable  .r  =  a-'",  «  étant  un  nombre  entier  positif,  l'équation  (  5)  est 
remplacée  par  une  équation  de  même  forme  où  b  est  remplacé  par  nb. 
Nous  admettrons  donc  que  l'on  a  A(6)  >  i,  et  que  b  n'est  pas  un  nombre 
entier.  L'équation  (5)  admet,  comme  on  vient  de  le  démontrer,  une  inté- 
grale holomorphe  j'i,  nulle  pour  .r  =  o,  et  en  posant  j'=^, -i-!<  l'équa- 
tion (  j)  devient 

ru' —  bu  =  ti  { X ,  Y  \  ^-  II)  ^  o  (  X ,  y  i  )  =  ifl  I  x,  u  i. 

La  fonction  'f  (./■,  y)  ne  renfermant  pas  de  terme  en  j',  la  fonction  ii{x,  ii  ) 
ne  renfermera  pas  de  terme  constant,  et  l'on  peut  encore  écrire  l'équation 
précédente 

X  II'  —  bu  ^  ii\  IX  -^  'd  u  -h .  .  .\. 


(')   On  vérifie  facilement   ce  théorème  lorsque    6    est    égal    à   l'inverse-   d'un 

nombre  entier  positif.  En   elfet,   en   posant  x  =  x'"{n  >  i).  on  est  conduit  à  uiir 

ily 
équation  x'  —j—,  — y  =  f(x',  y),  où  le  second  membre   n  admet  aucun  terme  de 

degré  inférieur  an,  qui,  d'après  ce  qu'on  vientde  voir,  admet  une  infinité  d'inté- 
grales holomorphes  en  x' ,  s'annulant  pour  x' =  o. 
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T'osons  encore  ii  =  ),x'',  en  désignant  par  X  la  nouvelle  fonction  inconnue; 
J'c(|ualion  prend  la  forme 

(1-2)  À'=  /.[a  -f-  ,3"Ax''-'-i-.  .  .]  =  F()..  ,r,  x''-'), 

F  désignant  une  série  enliéie  par  rapport  aux  trois  variables  ),,  x,  x''-^. 
Dans  le  plan  de  la  variable  x  menons  par  l'origine  deux  demi-droites 
d'arguments  co,,  et  to,(wo  <  to,  <  u)„  -r-  2Z  )  et  considérons  le  secteur  circu- 
laire .V  limité  par  ces  deux  droites  et  un  arc  de  cercle  de  ravon  ;•  décrit 
de  l'origine  pour  centre.  Lorsque  x  reste  à  l'intérieur  de  A  et  que  d'autre 
pan  I  X  I  reste  inférieur  à  un  nombre  positif  /,  la  fonction  F(X,  x,  x''-^) 
est  holomorphe  (  '  ),  pourvu  que  les  deux  nombres  7-  et  l  soient  assez  petits. 
Joignons  l'origine  à  un  point  quelconque  x  du  secteur  .\  par  un  segment 
de  ligne  droite,  'et  imaginons  qu'on  prenne  pour  valeur  initiale  de  X  une 
valeur  arbitraire  Xj,  de  module  inférieur  à  /.  On  peut  appliquer  à  l'équa- 
tion (12)  la  méthode  des  approximations  successives  (  n°  391  1  qui  consiste 
à  prendre  successivement  les  intégrales 


X, 


-f    VQ„,  X.  x''-')dx,         X.,=  Ào+/'    F(X,,  X,  T*-')rfa7, 


<  1  d'une  manière  générale 

X„  =  Xo-i-  /     F(X„_,,  X,  x*-'  )  cix, 

toutes  ces  intégrales  étant  prises  suivant  la  ligne  droite.  Les  hypothèses 
fondamentales  pour  la  validité  de  la  démonstration  sont  encore  réalisées 
ici;  toutes  les  fonctions  Xi(.r),  \.^(x),  ...  sont  holomorphes  dans  le 
secteur  A,  et  la  fonction  X„(.r)  tend  vers  une  limite  A(:r)  pourvu  que  le 
rayon  ;■  ait  été  pris  assez  petit.  L'équation  (12)  admet  donc  une  intégrale 
holomorphe  dans  le  secteur  A  tendant  vers  la  valeur  Xo  lorsque  x  tend 
vers  zéro,  et  par  suite  l'équation  (5)  admet  une  infinité  d'intégrales  non 
holomorphes  dans  le  voisinage  de  l'origine,  tendant  vers  zéro  lorsque  le 
point  .r  se  rapproche  de  l'origine,  et  dépendant  d'un  paramètre  arbi- 
traire X(i;  ce  qui  démontre  le  théorème  de  Briot  et  Bouquet. 

La  condition  que  la  partie  réelle  de  6  —  i  soit  positive  est  essentielle; 
on  effet,  lorsque  x  se  rapproche  de  l'origine  en  restant  dans  le  secteur  A, 
son  argument  reste  compris  entre  (Oo  et  toi,  et  son  module  tend  vers  zéro. 
Soit  X  =  pc'",  b  —  I  =  |Jt  -h  v«  :  on  a 


(')  Lorsque  n  ten  I  vers  l'origine  en  restant  dans  le  secteur  A,  la  dérivée  de 
la  fonction  F  par  rapport  à  x  peut  devenir  infinie  si  la  partie  réelle  de  é  —  2  est 
négative,  mais  cette  dérivée  no  figure  pas  dans  la   méthode  des   approiimations 

successives. 
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et  lorsque  p  tend  vers  zéro,  (o  restant  compris  entre  les  deux  limites  w,, 
et  co),  jJilogp  —  vw  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue  en  restant 
négatif  et  le  module  de  a;*-'  tend  vers  zéro.  On  voit  au  contraire  que,  si 
la  partie  réelle  de  b—i  est  négative,  le  module  de  x''-'  augmente  indéfi- 
niment lorsque  a:  tend  vers  zéro  en  restant  dans  le  secteur  A.  La  fonc- 
tion l^(>.,  .r,x''-^)  n'est  pas  continue  à  l'origine,  et  la  démonstration  pré- 
cédente ne  s'applique  plus. 

D'après  Briot  et  Bouquet,  lorsque  la  partie  réelle  de  ù  est  négative, 
l'équation  (5)  n'admet  pas  d'autie  intégrale  que  l'intégrale  holomorphe 
«'annulant  pour  a-  =  o.  Mais  leur  démonstration,  qui  est  très  analogue  à 
celle  de  la  note  de  la  page  359,  suppose  que  la  variable  .r  tend  vers  l'origine 
suivant  un  chemin  de  longueur  finie,  avec  une  tangente  déterminée  à  l'ori- 
gine, et  la  conclusion  a  besoin  d'être  précisée.  Pour  donner  une  idée  de 
la  difficulté  de  la  question,  considérons  la  fonction  x''  en  supposant  que 
la  partie  réelle  [j.  de  h  est  négative  tandis  que  le  coefficient  v  de  i  est 
différent  de  zéro;  le  module  de  x''  est  égal  à  eH-i»sp-vM.  Si  nous  faisons 
décrire  à  la  variable  x  une  courbe  se  rapprochant  indéfiniment  de  l'origine, 
Ijtlogp  tend  bien  vers  -t-oo;  mais  si  l'on  fait  croître  en  même  temps  l'argu- 
ment u>  en  valeur  absolue  de  telle  façon  que  la  différence  [J^logp  —  vw  soit 
négative  et  croisse  indéfiniment  en  valeur  absolue,  le  module  de  x''  tendra 
vers  zéro  en  même  temps  que  \x\.  Si  v>o,  il  suffira  de  faire  décrire  par 
exemple  à  la  variable  x  la  spirale  logarithmique  ayant  pour  équa- 
tion p  =  e^ ,  car  nous  avons  alors  \x''\  =  e  ''  ,  et,  lorsque  l'argumenl  to 
tend  vers  H- ce,  \x\=  p  et  |  .r'' |  tendent  en  même  temps  vers  zéro. 

Lorsque  la  partie  réelle  de  b  est  négative,  sans  que  la  partie  réelle 
de  ^  soit  nulle,  il  résulte  des  recherches  de  MM.  Picard  et  Polncaré  sur  ce 
sujet  que  l'équation  (5)  admet  une  infinité  d'intégrales  non  holomorphes, 
dépendant  d'une  constante  arbitraire,  et  tendant  vers  zéro  lorsque  l'on 
fait  décrire  à  la  variable  x  un  chemin  tel  que  le  précédent  le  long 
duquel  |  x''  \  tend  vers  zéro.  La  contradiction  entre  ce  résultat  et  le  théo- 
rème énoncé  par  Briot  et  Bouquet  n'est  qu'apparente,  puisqu'on  se  place 
dans  les  deux  cas  dans  des  conditions  tout  à  fait  différentes.  Remarquons 
en  particulier  que,  lorsque  la  variable  x  ne  prend  que  des  valeurs  réelles, 
elle  ne  peut  tourner  une  infinité  de  fois  autour  de  l'origine,  et  par  suite  il 
n'y  a  pas  d'autre  intégrale  que  l'intégrale  holomorphe  tendant  vers  zéro 
avec  X  si  la  partie  réelle  de  6  est  négative. 

Les   résultats   de  cette   discussion   sont   faciles   à   vérifier  sur  l'équation 

élémentaire  xj' =  ax  +  by,  dont  l'intégrale  générale  est/  =  7^77,  "^  ^^''^ 
si  ^  _  ,  n'est  pas  nul,  el  y  =  ax  Loga^-I-  C.r,  s\  b  —  \ . 

i27.  Nuns   donnerons  seulemi-nl   quelques    intlicnlions    sur   le 
cas  général  d'une  équation  de  la  tonne 

dy  a  X  -t-  by  -^  c  x-  +  ■)  dry  H-  ey-  -(- .  .  .       _  Y 

^'''''  dx  "  a'x  ■+-  b'y  -h  c'x^-h  id'xy  -h  e'y^-h..  .         \' 
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\  et  \  étant  des  séries  entières  con\  eri;entes  tant  que  IVii  a 
|.r|<,-.         \r\<r. 

,.  .  ,,.<■■  dy 

Nous    sii|jposons,    ce   qui   ne   lestreinl   [)as  la  généralité,   que  -j-^ 

devient  indéterminé  pour  le  système  de  valeurs  x  =j)'=  -i.  l'osons 
dans  celte  équation  y  ^  vx;  elle  devient 

df         « -H  i^■  —  p(  «'^  6'v> -i- .■ro(.r,  f  ) 


dx  II' — b'  f  -h  .r'!j(.r.  ci 

-(a7,  f)  et  •!j{x,  i')  étant  deux  séries  entières  qui  sont  conver- 
gentes pourvu  que  l'on  ait  à  la  t'ois  |  x  |  <  '',  |  ''a?  |  <  ''■  Si  Féqua- 
tion  (i  i)  admet  une  intégrale  liolomorphe  s'annulant  avec  x,  le 
coefficient  de  .r  dans  le  développement  de  celle  intégrale  est 
nécessairement  racine  de  l'équation 

16)  o  -+-  bv  —  v{a' ^^  h' f  1  =  0, 

puisque  le  premier  membre  de  1  équation  (^ih)  est  nul  pour  a;  =  o. 
Soit  t'i  une  racine  de  l'équation  (i6).  Si  nous  posons  c  =  c, -|- », 
les  deux  fonctions 

o(  a-,  (■j-j- u),      ij;(a7,  fj -=- !<) 

sont  encore  régulières  dans  le  voisinage  des  valeurs  a:  =  o,  u^=  <>. 
et  l'équation  (i5")  est  remplacée  par  une  équation  de  la  forme  déjà 
étudiée 

(.71  ■  -  ,,.^=A«-B:r-..., 


pourvu  que  c,  n'annule  pusrt'-|-  6\'.  Comme  l'équation  (16)  est,  en 
général,  du  second  degré,  on  voit  que  Ion  peut  ramener  l'équa- 
tion (i4)  à  la  forme  (5)  de  deux  façons  différentes  et,  par  suite, 
qu'ilya  en  général  deux  intégrales  holomorphes  et  deux  seulement 
s'annulant  pour  x^=o.  Mais  ces  conclusions  ne  s'appliquent 
qu'aux  circonstances  les  plus  générales  où  les  coefficients  a,  b,  a' , 
b'  ne  satisfont  à  aucune  relation  particulière. 

La  recherche  générale  des  intégrales,  holomorphes  ou  non,  de 
l'équation  (14)5  qui  tendent  vers  zéro  lorsque  x  tend  vers  zéro  (X  el 
\  étant  deux  fonctions  régulières  qui  s'annulent  pour  x  =;  7'  =  o), 
a  fait  l'objet,  depuis  le  Mémoire  de  Briot  et  Bouquet,  d'un  grand 
nombre  de  travaux.  Quoiqu'on   ait  pu  traiter  des  cas  de  plus  en 
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plus  étendus,  la  qiieslion  n'est,  pas  encore  épuisée.  Je  signalerai 
seulement  une  circ'inslance  remarquahlc  que  nous  n'avions  pas 
rencontrée  jusqn'à  présent.  Prenons  l'équation 

dv       , 
(i8)  x^--j^^by  =  ax 

et  cherchons,  comme  plus  haut,  une  intégrale  holomorphe  de 
cette  équation  qui  soit  nulle  pour  a:=o.  En  cherchant  à  déter- 
miner les  coellicients  de  la  série  (6)  de  façon  qu'en  la  suhstituant 
dans  l'équation  (i8)  on  arrive  à  une  identité,  on  aboutit  aux 
relations 

a -t- 6ci  =  o,  Cl  =  6(."..>,  '102=603,  ...,  nc„  =  bc„+\ ,  ..., 
d'où  l'on  tire 


Cl  =  —  -r> 


On  obtient  bien  ainsi  une  valeur  unique  pour  chaque  coefficient, 
mais  la  série  à  /ai/uelle  on  parvient  est  divergente  sauf  pour 
x  =  o.  [.i'origine  est  un  point,  singulier  transcendant  pour  toutes 
les  intégrales,  comme  on  le  vérifie  par  l'intégration  directe.  Le 
point  x=o  est  de  même  un  point  singulier  transcendant  pour 
toutes  les  Intégrales  de  l'équation  xy'-j-y-=zo,  et  toutes  ces 
intégrales  tendent  vers  zéro  avec  \x\. 

Quand  on  n'attribue  aux  variables  t  el  y  que  des  valeurs  réelles  et  que 
l'on  cbeiche  à  construire  les  courbes  intégrales  de  l'équation  (i4)  (X  et  Y 
étant,  par  exemple,  deux  polynômes  entiers  en  cr  et^),  il  est  très  impor- 
tant de  connaître  la  forme  de  ces  courbes  intégrales  dans  le  voisinage  d'un 
point  commun  aux  deux  courbes  X  =  o,  Y  =  o.  Nous  allons  étudiei',  à  ce 
point  de  vue,  l'équation  simple 

dv         a.T  -i-  br 
(19) 


dx        a' X  -H  b' y 

qui  s'intègre  par  un  procédé  élémentaire  (  n"  36S)  en  posant  y  =  tx.  On 
intègre  d'une  façon  plus  symétrique,  on  remplaçant  l'équation  (ig)  par  le 
svstème 

;     ^  d.r  dv  , 

(I  .r  +  6  _;'        «  j-  +  Oy 

t  étant  une  variable   auxiliaire   introduite  pour  la  symétrie.  On  a  vu  plus 
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haut(n''  iH)  que  ce  système  peiil  être  ramené  à  une  forme  canonique 
simple  en  remplaçant  x  el  y  par  deux  combinaisons  linéaires  et  homo- 
gènes X  et  Y  de  ces  variables.  L'équation  caractéristique  est  ici 

s- —  (  a'  -7-  l>  )s  -^  ba' —  ah—  o, 

et  ne  peut  avoir  de  racine  nulle,  puisqu'on  suppose  que  ab'  —  ba  n'est 
pas  nul.  Gela  posé,  plusieurs  cas  sont  à  distinguer  suivant  la  nature  de  ces 
racines  : 

i"  Si  l'équation  caractéristique  à  deux  racines  réelles  distinctes  i,,  Si,  on 
peut  ramener  le  système  (  >o)  à  la  forme 

d\    _    d\   _ 
ii  \        .s.i  Y 

et  l'équation  proposée  devient  par  conséquent 
Y  «'X  =  ^  X  d\. 


L'intégrale  générale  est  donnée  par  la  formule 

Y  =  CX'^; 

si  il  et  s»  sont  du   même   signe,  Y  tend  vers  zéro  en   même  temps  que  X. 
Toutes  les  courbes  intégrales  vont  passer  par  l'origine  qui  est  un  nœud. 

Si  —  est  négatif,  il  n'existe  que  deux  courbes  intégrales  passant  par  l'ori- 

^1 
gine,  les  droites  X  =  o,  Y  =  o.  L'origine  est  un  col. 

1°  Lorsque  l'équation  caractéristique  a  deux  racines  imaginaires  con- 
juguées a-i-3(,  a  —  p£(|B7io),  on  peut  ramener  le  système  (20)  à  la 
forme 


d{\-^iy)  d{\  —  i\) 


(a-!-  î3)(X^:Y,i        (a  — j3)(X  — A 


dl. 


X  et  Y  étant  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  de  a-  et  ^'  à  coeffi- 
cients réels.  On  peut  encore  écrire  ces  équations 


d\  d\ 


=  dt. 


a  X  —  3  Y         'fi\  —  =i\ 
doù  l'on  déduit 

X  d\  -^  Y  d\  _  \d\  —  Y  t/X 

a(X5+Y2;    -     3(X-^^-Y^')   ■ 

I^'intégrale  générale  de  l'équation  (19)  est  donc  représentée  par  l'équa- 
tion 

=1  ï 

:  lans  — 


V/X2—  V2=Ce? 
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Si  X  n'est  pas  nul,  toutes  ces  courbes  ont  la  forme  de  spirales  se  rappro- 
-chaoL  indéfiniraent  de  l'origine  qui  est  un  point  asymptote.  On  dit  que 
l'origine  est  un  foyer. 

Si  'J.  est  nul,  l'intégrale  générale  se  compose  de  coniques  concentriques. 
L'origine  est  dite  un  centre,  mais  ce  cas  doit  être  considéré  comme  excep- 
tionnel, puisqu'il  exige  une  condition  d'égalité. 

3"  Si  l'équation  caractéristique  a  une  racine  double  .«,  cette  racine  est 
réelle  et  différente  de  zéro,  et  le  système  (20)  se  ramène  à  la  forme 

d\  dY 


L'équation  (19)  elle-même  devient  -7^  =  i  H-  ^1  et  l'intégrale  générale 

est  Y  =  CX-HXLogX.  Pour  construire  les  courbes  intégrales,  on  peut 
exprimer  X  et  Y  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  en  posant  X  =  e^,  ce 
qui  donne  Y  =  Ce^-+^  Oe^.  Lorsque  0  tend  vers  —  oc,  X  et  Y  et  par  suite  ar 
et  j'  tendent  vers  zéro;  l'origine  est  encore  un  foyer. 

La  classification  précédente  est  due'  à  M.  Poincaré,  qui  a  étendu  la 
discussion  aux  équations  de  la  forme  générale  ^i4)  dont  les  coefficients 
sont  réels. 
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•428.  Points  singuliers  des  intégrales.  —  Les  développements  en 
séries  par  lesquels  on  a  établi  l'existence  des  intégrales  d'un  sys- 
tème d'équations  difl'érentielles  analytiques  ne  permellenl  de  cal- 
culer ces  intégrales  qu'à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence.  Mais 
la  connaissance  de  ces  développemenis  suffit,  comme  on  l'a  re- 
marqué d'une  façon  générale  (n"  344),  pour  que  ces  fondions 
soient  virtuellement  déterminées  dans  tout  leur  domaine  d'exis- 
tence. Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  équation  difleren- 
lielle  algébrique  du  premier  ordre 

(u)  F(j",  _r,  ^')  =  o, 

F  élaiil  un  polynôme  entier  en  x,  y,  y'.  Soit  (Xo,yo)  "n  système 
de  valeurs  tel  que  l'équation  F{x„,  yo:  y')  =^  '^  <"t  "me  racine 
simple  y^;  lorsque  x  el  y  tendent  respectivement  vers  x^  el  y„, 
l'équation  (21)  admet  une  racine  et  une  seule  tendant  vers  y'^,  el 
celte  racine  ^'=^y(.r,j')  est  une  fonction  régulière  dans  le  voisi- 
nage des  valeurs  X(,,y„.  L'équation  (21)  admet  donc  une  intégrale 
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Iioloraorjjlie  se  réduisant  à  y„  poura;  =  .r,,,  el  dont  ia  dcrivée  prend 
aussi  la  valeur  jj^'j,  pour  x^^Xq.  Cette  iiiU'grale  n'est  définie  par 
un  dévelop|)einent  en  série  entière  qu'à  l'intérieur  d'un  cercle  C„, 
do  centre  .r„,  dont  le  ravon  est  en  général  fini;  mais  cette  fonc- 
lion.  dont  on  peut  poursuivre  le  prolongement  analvticpic  en 
dehors  du  cercle  Cq,  satisfait  à  l'équation  (21)  dans  tout  son 
domaine  d'existence.  Remarquons  qu'on  peut  se  servir  de  l'équa- 
tion (ai)  elle-même  pour  le  calcul  des  coefficients  des  diverses 
séries  que  l'on  emploie  dans  la  méthode  du  prolongement  ana- 
ly(i(pie.  Si  en  un  point  .T,  du  cercle  Cj  l'intégrale  considérée  est 
égale  à  )•,,  sa  dérivée  est  égale  à  l'une  des  racines  y\  de  l'équa- 
tion F(a?i,  Ti,  ■)■')  ^  o,  et  l'on  pourra  en  déduire  les  valeurs  des 
autres  dérivées  au  point  Xj  par  des  dérivations  successives. 

Chaque  équation  dlfl'érentielle  du  premier  ordre  définit  ainsi 
une  infinité  de  fonctions  analvliques  (  dépendant  d'une  constante 
arbitraire);  ce  sont  en  général  des  fonctions  transcendantes  que 
l'on  ne  peut  exprimer  au  moyen  des  transcendantes  classiques,  et 
il  en  est  de  même  a  fortiori  des  fonctions  définies  par  des  équa- 
tions difTérentlelles  algébriques  du  second  ordre  ou  d'ordre  supé- 
rieur. L'étude  des  propriétés  de  ces  transcendantes  nouvelles  et 
leur  classincation  constituent  l'objet  de  la  théorie  analytique  des 
équation'-:  dltrérenllelles. 

On  peut  encore,  dans  cette  étude,  poursuivre  deux  buts  dlfl'é- 
rents  :  on  peut  chercher  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  des  équations  d'une  forme  déterminée  puissent  être 
intégrées  au  moyen  de  fonctions  déjà  connues,  ou  se  proposer  au 
contraire  de  découvrir  des  équations  difl'érenlielles  algébriques 
définissant  des  transcendantes  irréductibles  aux  transcendantes 
classiques,  et  jouissant  de  quel([ue  propriété  remarquable,  comme 
d'être  uniformes,  ou  méromorphes,  etc.  Quel  que  soit  l'objet  que 
l'on  ail  surtout  en  vue,  la  recherche  des  singularités  possibles 
pour  les  fonctions  intégrales  est  une  question  essentielle.  Or.  taudis 
que  les  points  singuliers  des  intégrales  d'une  équation  linéaire 
sont  fixes,  les  points  singuliers  des  intégrales  dune  équation  non 
linéaire  varient  en  général  avec  les  valeurs  initiales,  l^ar  exemple, 
l'intégrale  de  l'équation  x->ryy'=o  qui  prend  la  \aleur  y„ 
pour  X  =1  o  est  y  =  y/j'ij  • — x- ;  cette  fonction  admet  les  deux 
points  criti(|ues  -i-j'oî  ~~y«  'l^i  dépendent  de  la  valeur  Initiale. 
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De   même,   l'inlégraie   de  l'équalion  v'=  y-,  qui  esl  égale  à    yt, 

pour  J'  ^  o,  ou  — — —  ,  admet  le  pôle  x  =  —  Nous  sommes  donc 

conduits  à  distinguer  deux  classes  de  points  singuliers  pour  une 
équation  différentielle,  les  points  singuliers  fixes  qui  ne  dépen- 
dent pas  des  valeurs  initiales  clioisies  (sans  être  nécessairement, 
des  points  singuliers  pour  toutes  les  intégrales),  e'.  les  points  sin- 
guliers mobiles,  pôles,  points  critiques,  points  essentiels  ou  cou- 
pures, qui  dépendent  des  valeurs  initiales.  Une  équation  différen- 
tielle peut  avoir  à  la  fois  des  points  singuliers  des  deux  espèces. 

429.  Fonctions  définies  par  une  équation  différentielle  j'  =  R(.T,r). 

—  Nous  allons  étudier  en  particulier  l'équation  différentielle 

où  P(ic,  j)  el  Q(^,  y)  sont  deux  polynômes  entiers  en  x  el  y, 
n'admettant  pour  diviseur  commun  aucun  polynôme  de  même 
espèce.  Les  deux  équations  P(a;,  _y)  =  o,  Çl{x,  y)  =  o  ont  un 
certain  nombre  de  systèmes  de  solutions  («,,  6,),  .  .  .,  (<7„,  b,,); 
nous  marquerons  dans  le  plan  des  x  les  points  «,,  «o,  .  .  . ,  «„. 

La  transformation  y  =  -  conduit  de  l'équation  (aa)  à  une  équa- 
tion de  même  forme 

et  les  deux  équations  P,  {x,  z)  ^  o,  Q,  {x,  z)  ^  o  ont  encore  un 
certain  nombre  de  systèmes  de  solutions  («', ,  Z>', ),  .  .  . ,  («,„,  b'„,). 
Nous  marquerons  aussi  dans  le  plan  de  la  variable  x  les  points  a',, 
«',,  .  .  . ,  n',„.  Ces  points  «,-,  «^  sont  en  général  des  points  singuliers 
pour  quelques-unes  des  intégrales  de  l'équation  (22),  mais  ils  sont 
connus  a  priori  :  ce  sont  des  points  singuliers /?:rc5. 

Soit  maintenant  (Xo,  JKo)  ""  système  quelconque  de  valeurs  tel 
que  Q(a:o,^o)  ne  soit  pas  nul.  L'équation  (22)  admet  une  inté- 
grale holomorphe  dans  le  domaine  du  point  x^,  prenant  la  va- 
leur j^o  pour  x  =  Xs,.  Imaginons  que  l'on  fasse  décrire  à  la  va- 
riable X  un  chemin  quelconque  L  issu  du  point  x,,  et  ne  passant 
par  aucun  des  points  a,,  a\.  On  peut  poursuivre  le  prolongement 
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;iiiiilyli((iK'  de  celte  intégrale  tout  le  long  de  L,  tant  qu'on  ne 
rencontre  aucun  point  singulier,  mais  il  peut  arri\er  que  l'on 
soit  arrêté  par  la  présence  d'un  point  singulier.  Soit  a  le  pre- 
mier point  singulier  que  Ion  rencontre;  l'intégrale  considérée  est 
liolomorphe  dans  le  voisinage  de  tout  point  X  du  chemin  L  com- 
pris entre  ,:■■„  et  a,  mais  le  cercle  de  convergence  delà  série  entière 
i[ui  la  représente,  et  dont  le  centre  est  en  X,  ne  renferme  jamais 
le  point  a  à  l'intérieur,  aussi  petit  que  soit  |X  —  a|.  L'équa- 
tion Q(a,  y)  =z  o  admet  un  certain  nombre  de  racines-^,,  ^o;  ■  •  •  ^ 
|ix;  nous  marquerons  les  points  3,-  dans  le  plan  de  la  variable  r- 
L'équation  Q(a,  y)  =  o  n'a  qu'un  nombre  fini  de  racines,  car, 
pour  qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait  que  le  polynôme  Q,{^,y) 
(ùl  divisible  jiar  (x  —  a)  et  le  point  a  serait  compris  parmi  les 
[loints  a,,  a)^.  Pour  la  même  raison,  les  deux  équations  P(a,  >')  ^=  o, 
Q(a,  y)  =  o  n'ont  aucune  racine  commune.  Cela  posé,  plusieurs 
hypothèses  sont  à  examiner.  Soit  \  la  valeur  de  l'intégrale  en  X  ; 
nous  ne  pouvons  supposer  que  Y  tende  vers  une  valeur  finie  j5 
dilVérente  de  p,,  jjj.  .  .  .,  [is:  lorsque  X  lend  vers  a,  car  B.{x,y) 
est  une  fonction  régulière  pour  x  ^  a,  y=p.  Or,  d'après  le 
tiiéorème  fondamental  de  Caucliy,  il  existe  une  seule  intégrale 
tendant  vers  ,3  lorsque  x  tend  vers  x,  et  cette  intégrale  est  liolo- 
morphe au  point  a.  Supposons  en  second  lieu  que  Y  tende  vers  la 
valeur  |j,  lorsque  |  X  —  a|  tend  vers  zéro.  La  fonction  K(x.,y)  est 
infinie  pour  x  ^  a,  y  =.  pi,  mais  son  inverse  est  une  fonction  régu- 
lière, puisqu'on  ne  peut  avoir  P(a,  p,)  =  o.  Nous  avons  vu  plus 
haut  (n"  423)  que  l'équation  (22)  admet  une  intégrale  et  une  seule 
tendant  vers  ,3,  lorsque  [X — -a]  tend  vers  zéro,  et  le  point  a  est 
un  point  critique  algébrique  pour  cette  intégrale.  De  même,  si  |  ^  | 
augmente  indéfiniment  lorsque  |X  —  a|  tend  vers  zéro,  l'équa- 
tion (23)  admet  une  intégrale  qui  tend  vers  zéro  en  même  temps 
(pie  I  X  —  a  |.  On  ne  peut  avoir  à  la  fois  P,  (a,  o)  ^=  o,  Q,  (a,  o)  =  o, 
puisque  le  point  a  ne  fait  pas  partie  dos  points  «^ .  Si  Qi(a,  o) 
n'est  pas  nul,  ;  est  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  a,  qui 
est  un  pôle  pour  l'intégrale  considérée.  Si  Q)(a.  o)  =  o,  ce  point  a 
est  un  point  critique  algébrique  pour  z  et  par  suite  [yoar y. 

Nous  n'avons  pas  encore  épuisé  toutes  les  hypothèses;  ne  pour- 
rait-il pas  arriver  en  efifet  que  Y  ne  tende  vers  aucune  limite,  sans 
que  I  \  j  augmente  indéfiniilient,  lorsque  |  X  —  a|  tend  vers  zéro? 
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M.  Painlevé  a  démontré  comme  il  suit  que  cela  n'était  pas  pos- 
sible, ce  qu'on  avait  admis  jusque-là  sans  preuve  précise.  Du 
point  a  comme  centre  avec  un  rayon  très  petit  /■  décrivons  un 
cercle  G.  Les  racines  de  l'équation  Q(X,y)  =  o  qui  tendent  res- 
pectivement vers  p,,  p2!  •  •  -.  Pn  lorsque  |X  — a|  tend  vers  zéro 
restent  comprises  respectivement  à  l'intérieur  de  cercles  V|, 
"n,  ...,  Yv  décrits  des  points  ^i,  p.,,  ....  [iy  pour  centres  avec  des 
rayons  o,,  Oo,  .  .  .,  p^,  et  l'on  peut  prendre  le  rayon  /•  assez  petit 
pour  que  tous  ces  rayons  p,  soient  eux-mêmes  plus  petits  que  tout 
nombre  donné  z.  Considérons  en  même  temps  un  cercle  F  de  rayon 
très  grand  R,  décrit  dans  le  plan  de  la  variable  y  de  l'origine  pour 
centre,  et  soit  (  E)  la  portion  du  plan  des  y  extérieure  aux  cercles  y, 
et  intérieure  au  cercle  F.  Nous  allons  montrer  que,  lorsque  |X  —  a| 
tend  vers  zéro,  le  point  Y  correspondant  finit  par  rester  constam- 
ment à  l'intérieur  de  l'un  des  cercles  •',  ou  à  l'extérieur  du  cercle  F. 
S'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  trouverait  toujours  sur  le  chemin  L 
des  points  X  tels  que  |  X  —  a  j  soit  inférieur  à  tout  nombre  donné 
et  pour  lesquels  1    serait  dans  la  région  (E).  Or  imaginons  que 

l'on   ait    |X  — a|-<-par  exemple,    tandis   que   ^    reste  dans   la 

région  (E);  il  y  a  un  inininium  positif  pour  le  rayon  du  cercle 
de  coni'ergence  de  l'intégrale  de  l'équatioti  (11)  qui  est  égale 
à  \  pour  x  =  X.  En  ell'et,  il  y  a  évidemment  un  maximum 
pour  |R(X,  \)\  lorsque  les  points  X,  \  restent  respectivement 
dans  les  domaines  précédents,  tandis  qu'il  y  a  un  minimum 
positif  pour  les  nombres  a  el  b  (voir  n°  384).  Soit  r,  le  minimum 
du  rayon  de  ce  cercle  de  convergence.  On  pourrait  trouver  par 
hypothèse  sur  le  chemin  L  un  point X'  dont  la  distance  au  point  a 
serait  moindre  que  Yj  et  tel  que  le  point  correspondant  \'  soit 
dans  la  région  (E).  Le  cercle  de  convergence  de  la  série  qui  repré- 
sente l'intégrale,  prenant  la  valeur  \  '  pour  x  =  X',  ayant  un  rayon 
au  moins  égal  à  t,,  le  point  a  serait  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  ce 
qui  est  évidemment  impossible  puisque  a  est  un  point  singulier. 
Le  point  \  finit  donc  par  rester  constamment  à  l'intérieur  de 
l'un  des  cercles  y,  ou  à  l'extérieur  du  cercle  F  lorsque  |X  —  a| 
tend  vers  zéro.  Comme  le  rayon  p,  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on 
le  veut,  et  le  rayon  R  aussi  grand  qu'on  le  veut,  cela  revient  à  dire 
que  \  tend  vers  l'une  des  valeurs  p,  à  moins  que  |  \  |  n'augmente 
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inclériniiiien(.  Nous  venons  d'examiner  ce  qui  arrive  dans  ces  deux 
cas;  l€  point  a  est  donc  nu  piMe  ou  un  |ioint  crilique  algébri<jue. 
On  peut  alors,  en  remplaçant  la  |)orti()n  du  clicinin  L  voisine  du 
point  a  par  un  arc  de  cercle  de  rajon  infiniment  petit  décrit  de  ce 
point  pour  centre,  éviter  lepoinlsingulier,  et  l'on  pourra  continuer 
le  prolongement  analytique  au  delà,  jusqu'à  ce  ((u'on  rencontre 
un  nouveau  point  singulier.  Nous  allons  montrer 'que,  sur  un 
chemin  L  de  longueur  Jînip^  on  ne  trouve  jamais  cpi'un  nombre 
fii>i  de  pôles  ou  de  points  critiques  algébriques.  En  efl'el,  de 
chaque  point  a,,  a'^.  comme  centre  décrivons  dans  le  plan  des  x 
un  cercle  très  petit,  et  décrivons  en  outre  un  cercle  de  rajon  très 
grand  ayant  pour  centre  l'origine,  de  façon  que  lout  le  chemin  L 
soit  dans  la  région  (E')  du  plan  des  x  limitée  par  ces  circonfé- 
rences. Soit  Xi  un  point  quelconque  de  (E');  l'intégrale  dont  le 
module  augmente  indéfiniment,  lorsijue  \x  ■ — .r,  |  tend  vers  zéro, 
est  égale  à  un  polynôme  entier  en  (.r  —  a?)"',  augmentée  dune 
série  entière  en  {^x  —  X\),  convergente  dans  un  cercle  de  rayon  p,. 
De  même  les  diverses  intégrales  qui  admettent  le  point  x^  comme 
poin!  critique  algébrique  sont  représentées  par  des  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  fractionnaires  de  .r  —  a;,;  soit  Oj  le 
plus  petit  des  rayons  de  convergence  de  ces  dilTérenles  séries.  11 
est  clair  cpie  ces  nombres  p(  et  Oo  varient  d'une  manière  continue 
avec  la  position  du  point  a;,  (voir  page  1^1):  ils  ont  donc  un 
minimum  X>o,  et  la  dislance  de  deux  points  singuliers  voisins 
sur  le  chemin  L  est  forcément  supérieure  à  A  (  ').  On  ne  peut  donc 

{ '  )  Il  est  à  remarquer  qu'uDC  intégrale  peut  civoir  une  inliiiité  de  points  cri- 
tiques, et  même  en  avoir  une  infinité  dans  le  voisinage  d'une  valeur  quelconque 
de  X.  Considérons,  par  exemple,  l'équation 

3xr'=  R(^). 

oii  R  (x)  est  une  fonction  rationnelle,  dont  l'intégrale  générale  est 

y'''  =  .^'i~^  f     "  (x)rfx. 

Supposons  que  l'intégrale  définie/  K{x)d.x  admette  les  quatre  périodes  i.   oc. 

(.  'pi.  I  et  ,3  étant  deux  nombres  réels  irrationnels.  A  l'intérieur  d'un 
cercle  c  décrit  d'un  polTit  quelconque  ,r,  pour  centre  avec  un  rayon  arbitraire,  on 
démontre  aisément  (voir  n'  311,  Remarque)  qu'on  peut  trouver  une  infinité  de 
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renconlrer  sur  ce  chemin  cju'iin  nombre  fini  de  pôles  ou  de  points 
critiques  algébriques.  Par  suite,  les  seuls  points  singuliers  mobiles 
des  intégrales  de  Véquation  {22)  sont  des  pôles  ou  des  points 
critiques  algébriques.  Ces  intégrales  ne  peuvent  avoir  de  points 
singuliers  essentiels  mobiles,  ni  par  conséquent  de  coupures. 

Les  raisonnements  qui  précèdent  s'étendent  sans  difficulté  aux 
équations  de  la  forme  (22),  où  P{x,  y),  Q{x,  y)  sont  des  poly- 
nômes entiers  en  y,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  analy- 
tiques de  X.  Il  faut  seulement  adjoindre  aux  points  a,,  rt/,,  qui  sont 
définis  comme  plus  haut,  les  points  singuliers  de  ces  difl"érenls 
coefficients.  Lorsque  le  chemin  décrit  par  la  variable  x  reste  dans 
une  aire  ne  renfermant  aucun  des  points  rt,,  a',.,  ni  aucun  des  points 
singuliers  des  coefficients  des  différentes  puissances  dey,  les  seuls 
points  singuliers  que  puissent  avoir  les  intégrales  sont  des  pôles 
ou  des  points  critiques  algébriques. 

Proposons-nous,  comme  application,  de  trouver  les  équations 
de  la  forme  (22)  n'admettant  pas  de  points  critiques  mobiles.  Il 
est  nécessaire  pour  cela  que  le  dénominateur  ne  renferme  pas  y. 
Soient,  en  effet,  a  une  valeur  quelconque  de  x,  et  fi  une  valeur 
correspondante  de  j,  telle  que  l'on  ait  Q(a,  ?)=o,  le  numéra- 
teur P(a,  P)  n'étant  pas  nul.  L'intégrale  de  l'équation  (22),  qui 
tend  vers  [i  lorsque  |x  —  a  |  tend  vers  zéro,  admet  ce  point  comme 
point  critique,  et  il  est  clair  que  ce  n'est  pas  un  point  critique 
pour  toutes  les  intégrales.  L'équation  proposée  doit  donc  être  de 
la  forme 

Pm,  Pm-i,  •••  étant  des  fonctions  de  .r.  D'ailleurs  l'équation 
obtenue  en  posant  j  =  ^  doit  être  de  la  même  forme,  ce  qui  exige 
que  m  ne  soit  pas  supérieur  à  2,  et  l'équation  la  plus  générale 
répondant  à  la  question  est  une  équation  de  Riccati.  11  est  facile 
de  vérifier  que  la  condition  est  satisfaite  pour  une  équation  de 
Riccati;  si  nous  prenons  par  exemple  la  formule  (26)  (n°  402) 
qui  représente  l'intégrale  générale,  il  est  clair  que  celte  intégrale 

racines  de  y-,  en  clioisissant  convenablement  les  chemins  d'inlégration,  et  clia- 
cune  de  ces  racines  est  un  point  crilique.  Mais  un  chemin  de  longueur  lime 
décrit  par  la  variable  n'en  contient  jamais  une  infinité. 
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ne  peut  avoir  pour  points  singuliers,  outre  les  points  singuliers 
des  fonctions^,,  y-,,  que  des  pôles,  provenant  des  racines  du  dé- 
nominateur j'i  -(-  Cy-j,  pôles  qui  varient  avec  la  constante  C. 

On  peut  également  se  proposer  de  drleriiiiiier  les  équations  de  la 
forme  (22)  dont  les  intégrales  n'ont  pas  de  pôles  mobiles.  Soient  m  et  n 
les  degrés  de  P(x:,y)  et  de  Q(x,  j')  par  rapport  à-^;  l'équation  obtenue 

en  posant  j'  =  —  est  de  la  forme 


(24) 


e/x  Qi(-i',  ^) 


Pi  et  Qi  étant  deux  nouveaux  polynômes  en  ;.  Soit  3?  =  a  une  valeur 
quelconque  de  j-,  ne  faisant  pas  partie  des  points  singuliers  fixes.  L'équa- 
tion (24)  admet  une  intégrale  tendant  vers  zéro  lorsque  |  ,r  —  a|  tend  vers 
zéro;  il  semlile  donc  que  l'équalion  (22)  admet  toujours  une  intégrale  dont 
le  module  augmente  indéfiniment  lorsque  \x —  a  (  tend  vers  zéro,  mais  la 
conclusion  est  en  défnut  si  l'intégrale  en  qiiesiion  de  l'équation  (24)  se 
réduit  à  z  =  o.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  l'on  ait  m  <  7i  -i-  2;  c'est 
la  condition  pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  pôles  mobiles.  La  seule  équation  qui 
n'ait  aucune  espèce  de  points  singuliers  mobiles  est  donc  l'équation 
linéaire. 

Application.  —  Le  résultat  qui  précède  permet  de  reconnaître  si  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  est  une 
fonction  rationnelle  de  la  constante  d'intégration,  en  choisissant  con- 
venablement cette  constante.  Soit 

P(x,C) 


(  .\  )  1-  =  Ri  X.  C  )  = 


Q(x,C) 


une  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  C,  les  coefficients  des  deux  po 
lynomes  en  C,  P(a-,  C)et  Q(^,  C)  étant  des  fonctions  quelconques  de  x. 
Il  est  clair  que  la  dérivée  _j''  est  aussi  une  fonction  rationnelle  de  G, 

y=K7x,C), 

et  l'élimination  du  paramètre  C  conduira  à  une  relation 

'  '■•  '  f"u'-  y  ;  2^)  =  o, 

I  'tant  un  polynôme  entier  en  y,  y'  dont  les  coefficients  peuvent  élre  des 
fonctions  quelconques  de  .r.  D'après  la  façon  même  dont  cette  équation  a 
été  obtenue,  quand  on  y  regarde  x  comme  un  paramètre,  elle  est  de  genre 
zéro  en  y  et  y'. 

Inversement,  étant  donnée  une  équation  différentielle  du  picniier 
ordre  (ï),  dont  le  premier  membre  est  un  polvnome  entier  en  v  et  >',  les 
coefficients  étant  des  fonctions  analytiques  quelconques  de  .r.  pour  qu'elle 
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adiiietle  une  intégrale  générale  de  la  forme  (\),  il  faut  dabord  qu'elle  soit 
du  genre  zéro  en  y  et  y.  S'il  en  est  ainsi,  on  peut  exprimer  y  et  /  par 
des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  u. 

y  =  r{x,  u  I,         y'  z=  ri(.r,  ii). 

de  telle  façon  que  l'on  ait  inversement  ;<  =  s(T,y.y),  les  fonctions  r  et  /, 
étant  rationnelles  en  «,  et  s  étant  une  fonction  rationnelle  de.r,  r  .  L'équa- 
tion différentielle  proposée  (£)  est  remplacée  par  l'équation 


qui  est  de  la  forme 


àr    du 

au  dx         '  >     '      / 

du 


F  étant  une  fonction  rationnelle  de  u.  Si  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (E)  est  r=R(.r,  C  ),  l'intégrale  générale  de  l'équation  (K,)  est. 
d'après  cela 

"  =  s[3-,  R(j",  C),  R(x,  C)], 

c'est-à-dire  une  fonction  rationnelle  de  G.  IVIais  les  seuls  points  singuliers 
d'une  telle  expression,  qui  varient  avec  C,  sont  évidemment  des  pôles.  Il 
faut  donc  que  les  seuls  points  singuliers  mobiles  de  Téqualion  (E,^  soient 
des  pôles;  par  conséquent,  l'équation  (  E,  )  doit  être  une  équation  de 
Riccati  (>). 
Considérons  par  exemple  l'équation 

y'i  =  (■  Py  ^qr-iy  —  a)  (y  —  6  i, 

oii  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  .r,  „  et  b  deux  constantes.  Cette  relation 
est  bien  du  genre  zéro  en  y  et  r'.  et,  pour  exprimer  j>'  et^'  par  des  fonc- 
tions rationnelles  d'un  paramétre,  il  suffit  de  poser  ■''' ~ ''  ^  f>  ^e  qui 
donne  ensuite 

y' ( i  —  r-)i  =  (b  —  a )[P i  bt  —  af'' )  ^  qi  /  —  t^ ) \, 

et  l'équation  (E,)  est  ici  une  équation  de  Riccati 

'•Z?  =  P(b-ar-)-+-  Q,  ,  — /2). 


C)  La  réciproque  est  immédiate.  Si  (  E,  )  est  une  équation  de  Riccati.  l'inté- 
grale générale  u  est  une  fonction  homographique  d'une  constante  arbitraire  C. 
et  par  suite  y  =  r{x.  u)  est  une  fonction  rationnelle  de  C. 


] 
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430.  Fonctions  uniformes  déduites  de  l'équation  y>"=  R(j-).  — 
Nous  allons  encore  étudier  les  intégrales  de  i'équatioii  dilTércn- 
lielle 

P  (y) 
Q(y)' 


>''"'=  R(r)  = 


où  m  esl  un  nombre  entier  positif,  \.^{y)  elQ(j')  deux  poiviiomes 
en  y  h  coenicients  constanls  et  premiers  entre  eux.  en  nous  pro- 
posant de  déterminer  toutes  les  équations  de  cette  espèce  dont 
l'intégrale  générale  est  «ne  fonction  uniforme.  Soient  Xg  une  valeur 
(|iielconque  de  x  et  l'o  une  valeur  arbitraire  n'annulant  aucun 
des  polynômes  P(jK  I,  t)(j|.  L'équation  (20),  où  l'on  remplacer 
par  j\,,  admet,  en  » ',  m  racines  distinctes,  (llioisissons  une  de 
ces  racines  )'|,  ;  Téqualion  (  ^5  |  admet  une  intégrale  holomorphe 
dans  le  domaine  du  point  Xq,  prenant  la  valeur  i„  en  ce  point, 
et  dont  la  dérivée  est  égale  à  r'^  pour  x  =  Xo.  On  peut  poursuivre 
le  prolongement  analytique  de  cette  intégrale  tout  le  long  d'un 
cliemiii  quelconque  issu  du  point  x„,  tant  que  l'on  ne  rencontre 
pas  de  point  singulier.  Soient  a  le  premier  point  singulier  que  l'on 
rencontre,  X  un  point  du  chemin  L  compris  entre  x^,  et  a,  ^  la 
valeur  correspondante  de  l'intégrale  au  point  X.  Les  raisonnements 
du  précédent  paragraphe,  rpie  l'on  ])eut  reprendre  sans  modifica- 
tion essentielle,  prouvent  que,  lorsque  |X  —  a|  tend  vers  zéro, 
^   tend  vers  une  racine  de  l'une  des  équations 

P(y)  =  o.  Q(j')  =  o, 

ou  bien  |  ^  |  augmente  indéfiniment,  mais  il  ne  peut  pas  arriver 
(pie  Y  ne  tende  vers  aucune  limite. 

INous  allons  examiner  les  difl'érents  cas  possibles.  Soit  d'abord  b 
une  racine  d'ordre  q  du  dénominateur  Q(j')  =  o.  On  tire  de 
l'équation  (  ^5  i 

(■}£)  dx  =  (  y  —  b)"'[c,^-i- c,(.y  —  b}-i-...\dr         (co^o)\ 

quand  on  fait  décrire  ky  un  chemin  allant  de  j'o  à  b  dans  le  plan 
desy,  X  partant  de  Xa  aboutit  à  un  point  à  distance  finie  du  plan 
des  X,  point  que  nous  appellerons  a.  Inversement,  lorsque  x  va 
di-.r(,  en  a  suivani  ce  chemin,  y  va  dejK„  en  b.  En  posant  y —  b  =  f", 
on  déduit  de  l'équation  (2(11  un  développement  de  x  —  a  suivant 
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les  puissances  de  t  commençant  par  un  terme  de  degré  m  +  q. 
Inversement,  on  aura  pour  t  un  développement  suivant  les 
puissances   fractionnaires    de   x  —  a   commençant   par    un    terme 

en  (.r  — a)"^,  et  par  suite  un  développement  de  j' —  i  de  la 
forme 

q  étant  positif,  m  +  </  est  >  w,  et  le  point  a;  =  a  est  pour  l'inté- 
grale considérée  un  point  critique  algébrique.  Pour  que  l'inlégrale 
générale  de  l'équation  (2.5)  soit  une  fonction  uniforme,  il  faut 
donc  que  le  polynôme  Oiy)  se  réduise  à  une  constante,  ou  que 
l'étpiation  soit  de  la  forme 

(■27)  y'"  =  P(r)> 

V{y)  étant  un  polynôme.  L'équalion  obtenue  par  la  transforma- 
tion y  =7.  ou  s"''  =  (— i)"';-"'P(^)  devant  aussi  être  de  la 
même  forme,  le  degré  du  polynôme  V{y)  ne  peut  être  supé- 
rieur à  im.  Nous  pouvons  supposer  pour  achever  la  discussion 
que  Viy)  est  de  degré  2 m.  En  effet,  si  P(^j)eslde  degré  im  —  y, 
enposanlj  =  rt-f--!:.  «  n'étant  pas  racine  de  V{y),  on  est  con- 
duit à  l'équation 

,',„  =  (__  ,  )«  f-.2m  P(a  )  +  ;?'«-!  P'(fl)  H-.  .    ], 

OÙ  le  second  membre  est  un  polynôme  de  degré  2  m.  Inversement, 
éiant  donnée  une  équation  de  la  forme  (27)  où  P{y)  est  un  po- 
Ivnome  de  degré  a/H,  si  b  est  une  racine  de  ce  polynôme,  la  sub- 
stitution y=b+-_  conduira  à  une  équation  en  :;  de  la  même 
espèce,  où  le  second  membre  sera  un  polynôme  de  degré  inférieur 
à  a  m . 

Supposons,  par  conséquent,  que  V(y)  est  un  polynôme  de 
deoré  a/«,  el  soit  a  le  premier  point  singulier  que  l'on  trouve  sur 
le  chemin  L  à  partir  de  .r,,.  Si  |  Y  ]  augmente  indéfiniment  lorsque 
X  tend  vers  a,  l'équation  en  z,  obtenue  en  posant  r=  -.  admet 
une  intégrale  holomorphe  qui  est  nulle  pour  X=:a;  le  point  a 
est  donc  un  pùle  pour  V-  Kesle  à  examiner  le  cas  où  Y    tend  ver.'* 
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une  racine  b  de  Pi  l'i  loi-sqiie  X  lend  vers  a.  Ceci  ne  peut  avoii- 
lieu  que  si  l"ordre  de  mulliplicilé  de  celle  racine  est  intérieur 
à  m.  Supposons,  en  efl'et,  que  ^iy)  soil  divisible  par  {y — bf, 
q  étant  c,in.  De  l'équation  (■i-)  on  lire,  d'après  les  condilions 
initiales. 


J-     (y-b)'" 


o(y)  étant  régulière  dans  le  domaine  du  point  b,  et  l'on  voit  que  |X| 
augmente  indéfiniment  lorsque  \  lend  vers  b.  Il  faut  donc  que  l'on 
ail  (/  <i  in\  léquation  proposée  peut  s'écrire  encore 

_  1. 
(28)  dT  =  {y-b)     "'[r„^c,(y~b)~...]dy         (c^^o), 

et  l'on  en  tire,  pour  x  —  a,  un  dévelojipenient  suivant  les  puis- 
sances de  (y  —  b)'",  commençant  par  un  terme  de  degré  m  —  cj . 
Inversement,  on  eu  tirera,  pourjK  —  b.  un  développement  suivant 
des  puissances  fractionnaires  de  x  —  a  commençant  par  un  terme 

en  (x  —  aV"~''.  Le  point  a  est  donc,  en  général,  un  point  critique 

aluébriiiuc.  l'our  (lue  ce  soil  un  point  ordinaire,  il  faut  iiue  

i  1  1  'm  —  q 

-ml  un  noniltre  entier  i,   ou   que  l'on   ail  q  =  ni  (  i ri,   i  étant 

un  nombre  entier  supérieur  à  un.  Celle  condition  est  d'ailleurs 
suffisante,  car  on  déduit  alors  de  l'équation  (28)  un  développe- 
ment 

.r-CK=./,,{y-by+k,(x-by       +...         (/m?^o), 

et  inversement,  on  aura  pour  (j'  —  b )'  un  développement  suivant 
les  puissances  entières  de  x  —  a. 

Pour  que  les  intégrales  de  l'équalion  (2^),  où  P(y)  est  un 
polynôme  de  degré  2/?i,  nadmetleiil  pas  de  points  critiques,  il 
faut  et  il  suffit,  d'après  cela,  que  Vordre  de  mulliplicilé  de  toule 
racine  de  P(y)=  o  soil  égal  ou  supérieur  à  /»,  ou  soit  de  la 

forme  ml  i ■  )'  ^  étant  un  nombre  entier  supérieur  à  l'unité. 

Lorsque  toutes  ces  conditions  sont  remplies,  l'intégrale  générale 
G.,  H.  34 
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de  l'équalion  (2-)  esl  une  fonction  uniforme  dont  les  points  sin- 
guliers à  distance  finie  ne  peuvent  être  que  des  pôles. 

Pour  achever  la  discussion,  nous  distinguerons  plusieurs  cas  : 

Premier  cas.  —  Il  y  a  un  facteur  binôme  dans  l'(j')  dont 
l'exposant  est  supérieur  à  m  (il  ne  peut  évidemment  y  en  avoir 
qu'un).  S'il  y  a,  en  outre,  p  facteurs  linéaires  distincts  de  celui-là, 
la  somme  des  exposants  de  ces. facteurs  est  inférieure  à  m. 

On  en  tire/j»  —  i<C^ — 1-...  +  —  et,  comme  ii,  i-2i  •  ■  • ,  fp  sont  plus 

grands  que  l'unilé,  />  —  1  <  -  >  ou  yo  <  2.  Gn  a  donc  yp  =  1 ,  et 
l'équation  (2^)  peut  s'écrire,  en  extrayant  les  racines  m'"""^  des 
deux  membres,  ; 

(I)  y=X(y  —  a)      '{y  —  b)      ': 

le  cas  où  i  =  i  ne  doit  pas  être  exclu,  car  il  correspond  à  une 
hypothèse  qui  n"a  pas  été  examinée,  celle  d'un  seul  facteur 
linéaire  dans  P(j'). 

Deuxième  cas.  —  L'équation  P(j')  =  o  admet  une  racine 
d'ordre  m  de  niulti[)licité.  Si  elle  en  admet  deux,  l'équation  (2^) 
devient,  en  extrayant  les  racines  w"""'«*  des  deux  membres, 

(II)  v'  =  \(r  -  a)(_y  ^  b). 

Si  l'équation  P(>'lr=:o  n'admet  qu'une  racine  d  ordre  m  de  mul- 
tiplicité, elle  en  admet  p  1 />^  2)  dont  l'ordre  tie  nuiltiplicité  est 
inférieur  à  //),  et  l'on  a  une  relation  de  la  forme 


I  I^Pn,i'  •  ^  r^ 

OUI)  —  I  =  ^ — h  ■••  +  —  =—'  'I  OU  I  on  tire  p^i.  L-omme  p  est 
supérieur  à  l'unité,  on  a  forcément/?  =  2,  ?',  ^  /,  =  2  ;  le  nombre  m 
«st  un  nombre  pair  et  l'équation  (2^  )  se  ramène  à  la  forme 

<III)  y^-^s^(y  ^a)Hy-b){y-c), 

«,  b,  c  étant  trois  nombres  dillerenls. 
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'Iroisu'ine  cas.  —  L'éqiialion  P(  )')  =  (j  nadmct  que  des  ra- 
cines dont  l'in-dre  de  imiltiplicilé  esL  inférieur  à  m.  Soit  p  le 
nombre  de  res  racines:  la  somme  des  oidres  de  uiullrplicité 
étant  2/»,  on  a  une  relation  de  la  forme 

/H  (    I r-    1     —   «1  (    I r-    )     -f-  ...—  '»(    I  —    ^-    I     =■>./«  . 

OU  /;  —  a  =  -; — h  .  .  •  +  —  2     •  ^^'i  en  tire  jf  "l/\,  et,  comme  p  est 
;,  (,,      ■>. 

supérieur  à  a,  on  ne  peut  a\oir  que  /-<  =  i   ou  p:=ù.  Si  p=\. 
la  somme  -^  -\-  —  -i-  -. — |-  —  doit  être  enale  a   ■>  ;  chacun  des  deno- 

'l  '■>  ':>  ',  ^ 

minateurs  étant  au  moins  égal  à  2,  on  a  nécessairçmeni 


I,  =  ;,  =  r,  = 


Si /?  =^  3,  il  s'agit  de  trouver  trois  nombres  entiers  /(,  /o-  ';i-  su- 
périeurs à  l'unité,  tels  que  la  somme  de  leurs  inverses  soit  égale 
à  I .  Si  aucun  de  ces  nombres  n'est  égal  à  2,  chacun  d'eux  est 
forcément  égal  à  3.   Si   l'un  d'eux  i,  =  2,   la  somme  des  inverses 

des  deux  autres  doit  être  -;  s  ils  sont  égaux,  chacun  d'eux  est  égal 

à  j.  S'ils  sont  inégaux,  le  plus  petit  doit  être  inféiieur  à  4-  '1  est 
donc  égal  à  3,  et  le  plus  grand  est  alors  égal  à  6.  On  n'a  donc  en 
tout  que  quatre  combinaisons  possibles  et  l'équation  i  2-  )  peut 
être  ramenée  à  l'une  des  formes  suivantes 

(IV>  r'-^=  S.(f—a)  (y  —  h)  (j  —  c)   (.)  —  rf), 

'\\  ,  r'*  =  X(r  —  a  f(y  —  b)Hx  —  c-y-, 

\  II)  .r'«=  \(y  —  a)Hr  —  b^ij  —  cy, 

a.  6,  c,  d  étant  des  nombres  différents.  Toutes  les  équations  (27), 
où  P(/)  est  un  polynôme  de  degré  2/?j,  et  dont  l'intégrale  géné- 
rale est  une  fonction  uniforme,  ont  l'une  des  formes  que  l'on  vient 
d'obtenir.  Inversement  toute  intégrale  de  l'une  quelconque  de  ces 
équations  est  une  fonction  unifoime.  puisque,  sur  un  chemin 
quelconque  décrit  par  la  variable,  on  ne  peut  rencontrer  d'autres 
points  singuliers  que  des  pôles. 

Aux   différents  types  que  nous  venons  d  énumérer.  il  convient 
d'ajouter,  pour  avoir  toutes  les  équations  de  la  forme  (2,V)  dont 
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rinlégrale  générale  est  uniforme,  les  tvpes  que  Ton  oblienl  par 
une  iransformalion  telle  que  J' — '■  =  y  »■  étant  une  racine  du 
polynôme  P(  j).  Les  nouvelles  formes  auxquelles  on  parvient  sont 

les  suivantes 

1 

(I)'  j'=AO-«)      ', 

1 

14-  T- 

(I)"  _r'=A(/  — a)      ', 

(11/  _j'=A(.)— «), 

(III)'  j"-=Mf-~a)''-(i  —  b), 

(U\ ,"  .i'-=  A(_i'  — 6)  (■.!— c  ), 

(IV)  :"-=  A(v  — n)  (r—b)(y  —  c), 

(V)'  .     r'^=  \(r  —  ay-(y  —  by-, 

(VI)'  ^    ,'■•=  A(.i  — n)'0-— ^)'. 

(VI)"  y-=K(r-ay(j  -by-, 

(VII)'  j'c  =  A(,|-  — «)5(r  —  6)S 

(VII)"  ,''  =  A0  — «)Hr-6)^ 

(VII)'"  _)'«=  A(i  -ay'(y-b)K 

Les  équations  (1),  (I)',  (1)",  qui  se  ramènent  l'une  à  l'autre,  ont 
pour  intégrale  générale  une  fonction  rationnelle,  comme  on  le 
voit  immédiatement  sur  l'équation  (I)'  par  exemple.  Les  équa- 
tions (11),  (11)',  (III),  (III)',  (111)"  ont  pour  intégrale  générale 
une  fonction  simplement  périodique;  le  calcul  est  immédial. 
Enfin  l'intégrale  générale  des  équations  (IV)  et  (IV)'  est  une  fonc- 
tion elliptique.  11  ne  reste  donc,  comme  types  nouveaux  d'équa- 
tions dilïérenlielles  de  la  forme  (■lÔ)  dont  l'intégrale  générale  est 
uniforme,  cjuc  les  équations  (V),  (VI),  (VII),  et  celles  qui  s'y 
ramènent.  Ces  équations  se  partagent  en  trois  groupes,  et  il  suffit 
d'intégrer  une  équation  de  chacun  des  groupes,  par  exemple  les 
équations  (V)',  (VI)",  (Vil)'". 

Si  dans  l'équation  (VI  )"  on  pose  .)-  =  rt  +  z\  l'équalion  devient, 
en  extrayant  les  racines  carrées  des  deux  membres, 

4;''=  X^:(z'-+>i  —  6), 
et  l'intégrale  générale  de  l'équation  en  ;  est  une  fonction  ellip- 
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tique.  De  même,  si  dans  réqualion  (YII V  on  pose  y  =  n -r- ;', 
1  é([uation  devient,  en  extrayant  les  racines  cubiques  des  deux 
membres. 

9  -'-  =  A^  t  z^—  a  —  ù'i, 

et  nous  retrouvons  une  équation  de  la  l'oriue  (  I\  i'. 

Pour  intégrer  l'équation  (  VV,  nous  remarquerons  que  cette 
relation  entre  r  et  y'  est  du  premier  genre.  On  peut  donc  exprimer 
ra;ionnellemenl  y  el  v'  au  moven  des  coordonnées  d'un  point 
d  une  cubique,  ou  an  moyen  d'un  paramétre  t  et  de  la  racine 
carrée  d'un  polynôme  du  troisième  degré.  Si  l'on  pose  en 
efTet  J''=  A/-,  on  lire  de  Téqualion  (  VV 


-\  I  «  —  ^j-—  i  V/3. 


et  la  relation  <-/»■:=  i  '  dx  conduit  à  la  nouvelle  équation 
„  dt 


dx 


=  i  •  rt  —  6  ,'—  j  A/^ 


dont  rinlégrale  générale  l  ^=f[x  4-  C  i  est  une  fonction  elliptique. 
On  en  déduit  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (VIV 


L'inlégi-ale  générale  de  toute  équation  de  la  forme  1  20  j,  lorsqu'elle 
est  une  fonction  uniforme,  est  donc  soit  une  fonction  rationnelle 
de  X  ou  de  l'exponentielle  e'"',  soit  une  fonction  elliptique. 

En  dehors  des  cas  qui  viennent  d'être  énumérés,  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (20)  n'est  jamais  une  fonction  uniforme. 
Par  exemple,  la  fonction  inversed' une  intégrale  hyper elli plique 
de  première  espèce  ne  peut  être  une  fonction  uniforme.  Consi- 
dérons en  ell'et  un  polynôme  P  (y)  premier  avec  sa  dérivée,  et  de 
degré  supérieur  à  4;  l'équation  différentielle  _>''-=  Pf_)')  ne  peu 
admettre  d'intégrale  uniforme.  Soient  (  J?„,  )',)  les  valeurs  initiale, 
des  deux  variables  x  el  _>•;  lorsque  \y\  augmente  indéfiniment 
X  tend  vers  une  valeur  finie  a,  el  inversement,  lorsque  x  va  de  x^ 
en  a,  |  >-|  augmente  indéfiniment.  Le  point  J  =  a  est  un  point 
critique  algébrique,  nous  venons  de  le  voir,   pour  l'intégrale   de 
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réquation     j'- =  ;'' P  (  —  j  qui    tend    vers    zéro    Iors([ne    x    tend 
vers  a  puisque  le  degré  de  P(  z')  est  supérieurà  î  (  '  ). 

i31.  Existence  des  fonctions  elliptiques  déduitesde  l'équation  d'Euler. 
—  Les  raisonnemenls  du  précédent  paragraphe  prouvent,  en  particulier, 
que  l'intégrale  générale  de  l'équation  j"'- =  R(_y),  où  R(y)  est  un  pol^'nonie 
du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  premier  avec  sa  dérivée,  est  une 
fonction  uniforme  méroniorplie  dans  tout  le  plan.  D'autre  part,  la  fonction 
inverse,  qui  est  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce,  admet  deux 
périodes  dont  le  rapport  est  imaginaire  (n"  314).  Cette  fonction  uniforme 
est  donc  doublement  périodique,  et  nous  démontrons  ainsi  l'existence  des 
fonctions  elliptiques  par  le  calcul  intégral  seulement.  La  démonstration 
piécédente  de  l'uniformité  de  la  fonction  inverse  do  l'intégrale  elliptique 
de  premièie  espèce  est  distincte  de  celle  qui  a  été  donnée  plus  haut  (n"336), 
où  nous  faisons  appel  aux  propriétés  de  la  fonction  pa.  Nous  montrerons 
encore  en  quelques  mots  comment  on  peut  prendre  poiu'  point  de  départ 
de  la  théorie  l'intégration  de  l'équation  d'Euler,  ce  qui  pourra  donner  une 
idée  de  la  marche  suivie  par  les  inventeurs. 

Considérons  d'abord  l'équation  difféientielle 


(■'•9) 


dx  (U 


y/i  — .r2         ^/i- 


tlont    l'inli'grale  générale  est  ^  V^i — y^-^yj^  —  .?■- =  C    (  ii"  376).    Il   est 


(')  Dans  un  de  leurs  Mémoires.  Briot  et  liouquet  s'étaient  proposé  de  iléter- 
miner  toutes  les  équations  F  (j)'.  y')  =  o.  où  F  est  un  polynôme,  dont  l'intégrale 
générale  est  une  fonction  uniforme  (Journai  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXI). 
Des  conditions  trouvées  par  eux,  M.  Herniite  a  déduit  que  la  relation  entre  y 
et  y'  est  du  genre  zéro  ou  un  (Cours  litliographie  de  l'Ecole  Polytechnique. 
1873).  de  sorte  qu'on  peut  appliquer  pour  l'intégration  la  mctiiode  du  n"  373.  Si  la 
relation  est  du  genre  zéro,  on  peut  exprimer  y  et  y'  par  des  fonctions  rationnelles 
d'un  paramétre  t  ;  la  variable  x.  qui  s'oblient  par  une  quadrature,  doit  être  égale  à 
une  fonction  homographique  de  <,  a;  =  — -td  ou  au   logarithme   d'une  fonction 


de 


cette  espèce  .r  =  A  Log( -y  pour  que   l'intégrale  de  l'équation   proposée 

soit  une  fonction  uniforme.  Si  la  relation    est  du   genre  un.  on   peut  exprimer  y 

dx         I     fly    ,   ■ 
et    )''    par   des   fonctions  elliptiques  d'un    paramètre    u,    et  -^  =  — 7  -j—  doit  se 
■'      '  "^     '  '  (/(/        y    du 

réduire  à  une  constante  (voir  les  6  derniers  exemples  de  la  page  a34;  chap.  XV). 
Le  problème  de  Briot  et  Bouquet  a  été  généralisé  par  M.  Fuclis.  qui  a  formé  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'intégrale  générale  d'une  équation  du 
premier  ordie  V{x.  y,  y')  =  0.  algébrique  en  y  et  y\  n'admette  que  des  points 
critiques  fixes.  M.  Poincaré  a  montré  depuis  que  lorsque  ces  conditions  sont  rem- 
plies, on  est  ramené  à  des  quadratures  ou  à  des  équations  de  Riccali  {Acia  ma- 
theiHcUica.  t.   VU). 
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clair  que  celle  intégrale  générale  est  donnée  aussi  par  l'équation 

arc  sinar  -;-  arc  sin  i  =  C, 
et  par  suite  que  1  on  a  une  relation  de  la  forme 

arc  sin  a*  -H-  arc  sinj-  =  F(^  y  i  —  J  '  -i-,)'  V  '  —  ^- }', 
pour  déterminer  la  fonction  F,  supposons  j'  =  o;  nous  avons,  en  définitive, 


I  3o)  arc  sina- -f- arc  sin  1  =  arc  sin(_.r  v' i  —  J- ^  ^  \  <  —  a:-). 

Cette  relation  est  équivalente  à  la  formule  d'addition.  Prenons,  en  effet, 
deux  arc  u  et  p  déterminés  par  les  conditions 


./■  =  sinM,         \/i  —  .c-  =  co5^^.        _)"  =  sinc,         \/i —  r-  =  cosi', 

les  radicaux  étant  pris  avec  les  mêmes  valeurs  que  dans  les  formules  pré- 
cédentes. La  relation  (3o)  donne 

^  \^  '  —  T'  ^-  X  \^  '  —  ■'■"  =  si  n  (  î(  -+-  c-  I 
ou 

sin(;<  +  p)  =  sin«  cosp  ^-  sin  t'  cos«. 

Mais  ce  serait  méconnaître  la  portée  de  cette  remarque  que  de  n'y  voir 
qu'une  démonstration  ingénieuse  de  la  formule  d'addition  pour  sina;.  Xous 
allons  montrer,  au  contraire,  comment  on  pourrait  en  déduire  très  simple- 
ment l'existence  d'une  fonction  uniforme  entière  satisfaisant  à  l'équation 
différentielle 

(3i)  .'.'-=1  — .>-• 

et  se  réduisant  à  zéro  pour  ar  =  o,  tandis  que_;''  est  égal  à  -i-  i  pour  x  =  o. 
Le  théorème  général  de  Cauchy  prouve  bien  qu'il  existe  une  fonction  ana- 
iMique  C5(.r)  satisfaisant  à  ces  conditions  et  holomorplie  dans  le  domaine 
de  l'origine,  mais  ne  fait  pas  connaître  le  rayon  de  convergence  de  la  série 
entière  qui  représente  o(.v).  Soit  R  ce  rayon  de  convergence;  le  cercle  C 
de  ravon  R,  avant  pour  centre  l'origine,  est  le  plus  grand  cercle  décrit  de 
l'origine  à  l'intérieur  duquel  9(a-)  est  holomorphe.  La  dérivée  o'(t)  est 
holomorplie  dans  le  même  cercle,  et  l'on  a  a''-(x)  =  i  —  ç-(.r).  Cela  posé, 
reprenons  l'équation  (29),  et  faisons-y  le  changement  de  variables  x  =  0(11), 
y  =:  s{v),  u  et  i'  étant  les  deux  nouvelles  variables  et  o  la  fonction  qui 
vient  d'être  définie:  si  l'on  choisit  les  déterminations  des  radicaux  d'une 
façon  convenable,  nous  avons  aussi  \/ i  —  x-=  o' i  ti  ),  \/i  — y-  =  '■f''(i")i  d 
l'équation  (29)  devient  du -r- dv  =  o.  L'intégrale  générale  de  cette  équa- 
tion peut  donc  s'écrire  sous  deux  formes  différentes 


H  -+-  p  ^  C,  X  \' i  —  I  -  —  _)■  V  1  —  a:-  =  C 

ou 

=>(«)  o'{p)  -T-  ç'(m)  '^(v)  =  C. 

On  en  déduit,  comme  tout  à  l'heure,   que  l'on  a  une  relation  entre  M -i- p 
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el  <f{u)tf' {^' )  ^  If' (u  }f(v);   on  achève  de  la  déterminer  en   faisant  f  =  o, 
ce  qui  donne 

(32)  ?)(!/  +  l')  =  9(  «)?'('')  +  ?'(")?( '')• 

Cette  relation  est  vérifiée  pourvu  que  l'on  ail  I  î(|  <  R,  |c|  <  R,  |;(  +  i'|<R, 
ce  qui  aura  lieu  certainement  si  l'on  a  [  m  |  <  — >  |  i'  |  <  — •  Supposons  v  =  m, 

et  I  î(  I  ■<  —  ;  l'équation  (32)  devient 
■2  ^ 

(33)  ti(2!()  =  2  tB(  K)  !p'(M). 

Soit  91  ((^)  la  fonction  2<f(-)!p'(-);  celte  fonction  fi(ii)  est  holo- 
inorphe  dans  le  cercle  de  rayon  2R  décrit  de  l'origine  comme  centre,  et 
d'après  la  relation  (33)  elle  est  identique  à  la  fonction  holomorplie  f{u) 
dans  le  cercle  C  de  rayon  R.  Ces  deux  fonctions  f  (m),  fi(")  ne  forment 
donc  qu'une  même  fonction  analytique,  qui  esl  holomorplie  en  dehors  du 
cercle  C.  Jl  est  donc  impossible  que  Iç  rayon  R  de  ce  cercle  ail  une  valeur 
linie;  par  suite,  la  fonction  <f(u)  est  une  fonction  entière  de  u. 

Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 

(34)  y^-=u-y^)ii-k\y^), 

en  adoptant  pour  le  second  membre  la  forme  normale  de  Legendre,  et 
proposons-nous  d'étudier  l'intégrale  X(j^)  de  celte  équation  qui  est  nulle 
pour  .r  =  o,  sa  dérivée  élant  égale  à  -h  i  .  Celte  fonction  \{x)  est  holo- 
niorphe  dans  le  domaine  de  l'origine.  Soient  C  le  plus  grand  cercle  décrit 
de  l'origine  pour  centre  à  l'intérieur  duquel  la  fonction  À(:r)  esl  méro- 
morphe,  et  R  le  rayon  de  ce  cercle.  Si  le  point  singulier  de  A(a-)  le  plus 
voisin  de  l'origine  n'était  pas  un  pôle,  on  prendrait  pour  C  le  cercle  pas- 
sant par  ce  point  singulier,  et  la  fonction  X(3-)  serait  alors  liolomorphe 
dans  ce  cercle.  Cela  posé,  reprenons  l'équation  d'Euler 

(35)  1 —  -  =  "- 

v/(i  —  .r'\)  (i  —  k'>'x\  )        sj  i  —  x\)  {\  —  k''-xl) 

dont  l'intégrale  générale  peut  s'écrire,  en  multipliant  les  deux  termes  de 
la  formule  (66)  (p.  334)  parla  quantité  conjuguée  du  dénominateur,  et 
supprimant  le  facteur  commun  x]  —  x\^ 


oc  X        ^i  v/(  I  —  ■'"î  )  (  I  —  l^-^l  )  +  X,  \/(  I  —  -'"I  )  (  1  —  l^--A)  _  r 

<  3b)  yr 7, 5 '-'• 

D'autre  part,  en  choisissant  convenablement  le  signe  des  radicaux,  le 
changement  de  variables  a^i  =  X(m),  3:2=  X(p)  conduit  de  l'équation  (35) 
à  l'équation  du  -h  dv  —  o,  dont  l'intégrale  générale  esl  u  -¥-  v  =  C  Faisons 
la  même  substitution  dans  la  formule  (36);  nous  avons  donc  une  relation 

de  la  forme 

).(,OX'(.)  +  /(.)À'(„)^ 

1  — /L2X-n")X2(c)  ^  " 


II.  —  ETUDE  DE  QUELQUES  EQUATIONS  DU  l'BE.MIER  ORDRE.       J>7 

et  noiiï  (léUriiiinerons  encore  la  forme  de  la  foncliun  F  en  supposant  r  =  o. 
ce  qui  lionne  F  (h)  =  À  (u),  et  l'on  a  en  définitive  la  relation 

(37)  -^^^_^^^^^À(«)  À',. :.  +  >,,,  >.',;„, 


I  —  A-'/.-(  Il  !>,-(  (■) 
En  supposant  i-  =  u.  il  vient  enfin 

■2  ),(  (/)  À'i  II) 


(38) 


formule  qui  a  lieu  pourvu  que  l'on  ait  |  «  |  <  —  Cela   étant,   considérons 
la  fonction 


I-Â-2 

>.■•(«)' 

'on  ait  1  u 

i<i 

"iïr' 

<f) 

*(«)  = 

I  —  r-  /. 


il}' 


celle  fonction  est  méromorphe  dans  le  cercle  de  rayon  i  R  décrit  de  l'origine 
pour  centre,  puisqu'elle  est  le  quotient  de  deux  fonctions  méromorphes 
dans  ce  cercle.  D'ailleurs,  elle  coïncide  avec  ).(«<)  à  l'intérieur  de  C,  d'après 
la  relation  (38).  Les  deux  fonctions  X(k)  et  <ï>(m)  forment  donc  une  seule 
fonction  analytique,  et  "ki  ii)  est  méromorphe  dans  un  cercle  plus  grand 
que  C.  Il  est  donc  impossible  de  supposer  que  le  rayon  R  de  ce  cercle  ait 
une  valeur  finie,  et  par  suite  la  fonction  À(«)  est  méromorphe  dans  tout 
le  plan. 

La  formule  (37)  constitue  la  formule  d'addition  des  arguments  pour  la 
fonction  l(u).  Lorsque  k  tend  vers  zéro,  on  retrouve  à  la  limite  la  for- 
mule d'addition  pour  sin  u.  La  fonction  sin  u  peut,  en  effet,  être  considérée 
comme  une  dégénérescence  de  >,(«),  obtenue  en  faisant  tendre  A  vers  zéro. 

432.  Équations  d  ordre  supérieur.  —  L'étude  des  propriétés  des  fonc- 
tions définies  par  les  équations  différentielles  d'ordre  suiiérieur  présente 
des  difficultés  bien  plus  grandes  que  celles  que  l'on  rencontre  pour  les 
équations  du  premier  ordre.  Ces  difficultés  tiennent  en  grande  partie  à  la 
présence  possible  de  singularités  essentielles  mobiles.  Ces  singularités 
peuvent  être  en  même  temps  des  points  essentiels  et  des  points  ciitiques 
transcendants,  comme  dans  l'exemple  suivant  du  à  M.  Painlevé.  La  fonction 

(39)  .)-=p[Log{Aa^-+-B,):  ff..  g^], 

où  .\  et  B  sont  deux  constantes  arbitraires,  est  l'intégrale  générale  de 
l'équation  du  second  ordre 


(Â'>) 


Dans  le  voisinage  de  toute  valeur  de  .r,  différente  de r  >  celte  fonc- 

A 

lion  (39;  est  holomorphe  ou  méromorphe. 
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Lorsque  ar  tourne  autour  du  point  —  T"'  '^  fonction  admet  une  infinité 
de  valeurs  difTérentes,  pourvu  que  ii-  ne  soit  pas  une  partie  aliquote 
dune  période  de  la  fonction  p  {u;  g^,  ^3).  D'autre  part,  lorsque  la  variable  a: 
décrit  une  courbe  de  forme'quelconque  telle  que  |  Aa-  -i-  B  |  tende  vers  zéro, 
le  point  qui  représente  la  quantité  i<  =  Log  (  Aa:  +  B  )  décrit  une  courbe 
avec  une  brandie  infinie  ;  cette  courbe  traverse  donc  une  infinité  de  parallé- 
logrammes de  périodes  de  la  fonction  pu  et  par  suite/ ne  lend  vers  aucune 
limite,  finie  ou  infinie.  Ainsi,  quoique  l'intégrale  générale  de  l'équation  (4o) 
ne  présente  ni  points  critiques  fixes,  ni  points  critiques  algébriques  mo- 
biles, on  ne  peut  en  conclure  qu'elle  est  uniforme.  Ceci  lient  à  la  présence 

.  .  B 

d'un  point  critique  transcendant  mobile,  le  point  .r  =  —  —  • 

A  partir  des  équations  du  troisième  ordre,  les  points  singiiliers  trans- 
cendants mobiles  peuvent  former  des  lignes.  Il  est  facile  de  comprendre 
comment  une  fonction  analytique  admettant  des  coupures  peut  n'avoir 
aucun  point  critique  dans  tout  son  domaine  d'existence,  sans  être  pour 
cela  uniforme.  Considérons,  par  exemple,  une  fonction  analytique  f{^) 
holomorplie  dans  la  couronne  comprise  entre  deux  cercles  C  et  C  décrits 
du  point  a  pour  centre,  et  admettant  C  et  C  comme  coupures  essen- 
tielles (n°  345).  La  fonction  F  {x)  =f(x)  -î-  Log(a;—  a)  admet  encore  les 
lignes  C  et  C  comme  coupures;  elle  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de 
tout  point  compris  entre  C  et  C,  et  cependant  elle  admet  une  infinité  de 
déterminations  pour  toute  valeur  de  a-  dans  ce  domaine. 

Ces  difficultés  ont  longtemps  arrêté  les  géomètres.  Ce  n'est  qu'à  la  fin  du 
xi\''  siècle  que  M.  Painlevé  a  obtenu  des  équations  différentielles  algé- 
briques du  second  ordre,  qui  s'intègrent  au  moyen  de  transcendantes 
uniformes  essentiellement  nouvelles.  Parmi  les  équations  de  M.  Painlevé, 
je  citerai  seulement  l'équation 

où  2  et  ^  sont  des  constantes  (ap^  a),  dont  l'intégrale  générale  est 
une  transcendante  méromorphe  (•).  Bulletin  de  la  Société  mathéin.. 
t.  XXVIII  (1900),  p.  201-261,  et  Acta  niathematica,  t.XXV  f  1902),  p.  1-86. 


(')  Il  est  facile,  en  partant  des  équations  linéaires,  de  former  des  systèmes 
d'équations  différentielles  qui  i;énéralisenl  l'équation  de  Riccali.  et  dont  les  inté- 
grales n'ont  pas  d'autres  points  singuliers  mobiles  que  des  pôles.  Etant  donné,  par 
exemple,  un  système  de  trois  équations  linéaires  du  premier  ordre 

(a)      y' +  a  y-T-bz^-cu  =  o.     ;' -f-a,y-l-é,c -l-c,M  =  o,      u'  +a._y  +  b..z+c^u  =  n, 
si  l'on  pose  /  =  h  V,  ;  =  hZ,  V  et  Z  sont  les  intégrales  du  système  d'équations 
(Vl  ■\' -^aY  +  iZ^c  — Y  (a,Y-H6jZH-c,)  =0, 

Z   ■+-  a, Y  +  é,Z  ~  c,  —  Z  (a.Y  ^  6.,Z  -t-c.)  =  o, 

et  il  est  clair  que  les  seuls  points  singuliers  mobiles  des  intégrales  sont  des  pôles. 
Mais  il  est  à  remarquer  que  ce  n'est  pas  le  système  d'équations  dilTérentielles  le 
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loir  aus^i  :  P.  BoUTROux,  Acta  mat/i.,  l.  XXVIII  (igoi),  p  97-224.  et 
Annales  se.  de  l'Ec.  Normale  supérieure.  3"  série,  l.  XXX  (igiS  », 
p.  2J5--375,  et  t.  XXXI  (1914),  p.  99-139;  B.  Gambier,  Acla  math., 
t.  XXXIII  (1910),  p.  1-0;  J.  Chazy,  Ibid.,  t.  XXXIV  (1911)  p.  3i7-385; 
H.  Garxier,  Annales  se.  de  l'hlcole  Normale  supérieure,  3'  série, 
I.  WIX  (19121,  p.  i-i->('),  et  I.  XXXIN'  (1917),  p.  239-3  )3. 
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433.  Intégrale  singulière  d'une  équation  du  premier  ordre.  — 
On  a  déjà  remarqué  à  plusieurs  reprises  (11"'  372  et  376)  qu'une 
('qualion  différentielle  du  premier  ordre  peut  admettre  certaines 
intégrales  qu'il  serait  impossible  d'obtenir  en  donnant  une  valeur 
particulière  à  la  constante  arbitraire  qui  (igure  dans  l'intégrale 
générale.  Ce  résultat  paraît  en  contradiction  avec  le  théorème 
établi  plus  haut  (n"  388),  d'où  nous  avons  déduit  une  définilion 
précise  de  l'intégrale  générale.  Ceci  nous  amène  à  reprendre  le 
théorème  fondamental  de  Cauchy,  en  examinant  de  plus  près  si 
les  hypothèses  comprises  dans  l'énoncé  sont  nécessairement  véri- 
fiées pour  toutes  les  intégrales.  Considérons,  poni-  fixer  les  idées, 
une  équation  du  premier  ordre 
(4i)  ¥(x,y,y)  =  o. 

F  étant   un    polynôme    entier   indécomposable  en  x,  j-,    i',   de 
degré  m  en  )'.  A  tout  système  de  valeurs  [x^i  jKo)  l'équation 
I  ,',1  bis')  F(:ro,  Jo,  y)  =  o 

fait  correspondre  en  général  m  valeurs  distinctes  et  finies  ■)■',, 
ri-..,  y',,,  pour  jk'.  Plaçons-nous  d'abord  dans  cette  hypothèse. 
Lorsf|ue  \x  —  Xa\  el  |  r  —  yo  j  tendent  vers  zéro,  les  m  racines  de 
l'équation  ('ji)  tendent  respectivement  vers  y\,  y!,,  ....  i'',„,  el 
chacune  d'elles  est  une  fonction    holomorphe  dans  le  domaine  du 

plus  général  de  la  forme 

(y)  V  =  U  (X,  V,Z).  Z"  =  K,(.z-,  V,Z). 

H  el  R,  étant  des  fonctions  rationnelles  de  Y  et  de  Z,  qui  jouissent  de  celle  pro- 
priété. En  effet,  soient  Y  =  9(V,.Z,),  Z  =  tJ-CYpZ,)  des  formules  définissant  une 
transformation  de  Cremona,  de  telle  sorte  qu'on  puisse  en  tirer  inversement 
V,  =  s,  (V,  Z),  Zj  =  6,  (Y,Z),  3,  'i,  s,,  '^i  élanl  des  fonctions  rationnelles.  Si  Ton 
applique  celte  transformation  au  système  (  |i),  on  sera  conduit  à  un  système  jouis- 
sant de  la  même  propriété,  qui  sera  bien  de  la  forme  (y),  mais  non  pas  en  général 
de  la  forme  (  !5). 
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point  [xo,  yo)-  La  racine  qui  lend  vers  y'^  par  exemple  est  repré- 
sentée par  un  développement  en  série  entière 

(42)  j'  =  r'i-hai(x—  x„}  +  ^,(j  —  ro)-h...\ 

on  peut  appliquer  le  théorème  de  Caucliy  à  réqimtion  (42),  ell'on 
en  conclut  que  cette  équation  admet  une  intégrale  et  une  seule 
tendant  \ers  r,,  lorsque  \x  —  .To  |  tend  vers  zéro.  Cette  intégrale 
est  lioloinorplie,  et  le  développement  de  y  ■ — yo  commence  par 
le  terme jK/  (^  —  ^o)-  A  chaque  racine  de  l'équation  (4i  Ois)  cor- 
respond ainsi  une  intégrale. 

L'équation  dilTérenlielle  (4')  admet  donc  m  intégrales,  et  m 
seulement,  prenant  la  valeur  yo  pour  x  :=  Xq,  et  ces  m  intégrales 
sont  holomorphes  dans  le  domaine  du  point  Xq.  En  langage  géo- 
métrique, on  peut  dire  encore  que,  par  le  point  Mo  du  plan,  de 
coordonnées  (tq,  jKo);  passent  »i 'courbes  intégrales,  avec  m  tan- 
gentes distinctes,  le  point  Mo  étant  un  point  ordinaire  sur  chacune 
d'elles.  D'ailleurs,  toutes  les  intégrales  de  l'équation  (42)  qui, 
pour  x  =  Xf,,  prennent  une  valeur  voisine  de  yo  satisfont  à  une 
relation  de  la  forme  4>  {x,  }■;  Xo,  ^0  +  C)  =  o  (388),  et  l'inté- 
grale considérée  correspond  à  la  \aleur  C^o  de  la  constante 
arbitraire. 

Si,  pour  X  =  Xf,,  y  =  yg^  une  racine  de  l'équation  (4i  bis)  est 
infinie,  il  suffira  de  regarder  inversement^  comme  la  variable  indé- 
pendante et  X  comme  la  fonction  inconnue.  L'équation  (4i)  est 
remplacée  par  une  équation  de  même  forme  F,  (x,  y,  x'^)  ^^  o,  qui, 
pour  X  =  ^o,  y^y„,  admet  une  lacine  nulle  x'  =  o.  Si  c'est  une 
racine  simple,  on  en  déduit  pour  x  —  Xg  un  développement  sui- 
vant les  puissances  de  r —  i„  commençant  par  un  terme  du  second 
degré  au  moins.  Inversement,  le  point  Xg  est  un  point  critique 
algébrique  pour  l'intégrale  qui  tend  vers  r'o  lorsque  |a;  —  Xo\  tend 
vers  zéro  (n"  358).  Par  le  point  (xg,  yg)  il  passe  une  courbe  inté- 
grale dont  la  tangente  est  la  droite  x  =  Xg. 

Les  coordonnées  {xg,yg)  d'un  |)oint  pour  le(|uel  iécjuation  (4i  ) 
a  une  racine  multiple  satisfont  à  la  relation 

(43)  R(a",.))  =  o, 

àF 
obtenue  en  éliminant  y'  entre  les  deux  relations  F  ;=  o,  —  =  o. 

L'équation  (43)  représente  une  certaine  courbe  (y),  et  pour  tout 
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poiiU  tle  celte  courljc  l'équation  (4')  admet  une  ou  [ilusieurs 
racines  multiples.  Soient  (^oij'o)  les  coordonnées  d'un  point 
ordinaire  iM„  pris  sur  cette  courbe  algébrique;  nous  supposerons, 
pour  restei'  dans  le  cas  le  plus  simple  possible,  que  l'équation 

F(:r,,,  I  0,   1  ')  =  o 

admet  une  racine  doulde  y;,  ayant  une  \aleur  linic;  si  cette  racine 
double  était  infinie,  il  suffirait  de  permuter  x  et  y  pour  être 
ramené  au  cas  où  elle  est  nulle.  Lorsque  \x  —  Xf,\  el  \  y — _^,|  1 
sont  très  petits,  l'équation  (40  admet  deux  racines  qui  difl'èrent 
très  peu  de  y'^  ;  ces  deux  racines  ne  sont  pas,  en  général,  des  fonc- 
tions liolomorphes  des  variables  ^  et  jk  dans  le  domaine  du 
point  (j;,|,  j'o),  mais  leur  somme  et  leur  produit  sont  des  fonctions 
liolomorphes ('),  de  sorte  que  ces  deux  racines  de  l'équation  (4'  ). 
qui  tendent  vers  y'ç,  lorsque  \x  —  x„\  et  \y — y\\  tendent  vers 
zéro,  sont  aussi  racines  d'une  écjualion  du  second  degré 

(41)  y'--'iV{x,y)y+q{x,y)  =  o, 

P  {x,y)  et  Q  {x,y)  étant  deux  fonctions  liolomorphes  dans  le 
voisinage  de  XQ^y^.  On  tire  de  l'équation  (44) 


(4i)  .)■=  P(a-,ji  )rtv/P--'(.r,  ji  — Q(.c,j  ), 

et  les  deux  racines  sont  égales  pour  tous  les  points  de  la  courbe  (•',) 
qui  a  |)Our  équation  P-  —  (2  =  o-  cette  courbe  (-'(  )  fait  néces- 
sairement partie  de  la  courbe  (v),  et,  comme  elle  passe  au 
point  (Xfi.y^),  elle  se  confond  avec  (y)  dans  le  voisinage  de  ce 
point.  Pour  étudier  la  courbe  intégrale  correspondante,  nous 
siipposeroijs  qu'on  a  transporté  l'origine  au  point  M,,,  ce  qui 
revient  à  poser  x„  =:  y„  =  o. 

L'origine  étant  un  point  simple  (-)  de  la  courbe  (y),  si  l'on  a  choisi 
les  axes  de  coordonnées  de  façon  que  la  tangente  à  l'origine  ne 
soit  pa^   l'axe  Oy  lui-même,   l'équation  P-  —  Q  =  o  admet  une 


{')  Ces  propriétés  s'établissent  de  la  même  façon  que  les  théorèmes  correspon- 
dants, relatifs  aux  fonctions  implicites  d'une  seule  variable  (  n"  356). 

(')  Lorsque  la  courbe  (y)  comprend  une  courbe  double  (y,),  P'— 0  est  di\i- 
siblc  par  un  facteur  carré  parfait  qui,  égalé  à  zéro,  donne  l'équation  de  cette 
courbe  double.  Par  lout  point  de  y,  passent  deux  courbes  intégrales  tangentes 
l'une  à  l'autre,  sans  avoir  aucune  singularité  en  ce  point  (cf.  l'exemple  4".  p.  â^S). 
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racine  lioloniorphe   v'  =  Vi  (j^)  tendant  vers  zéro  lorsque  x  lend 
vers  zéro. 

En  général,  le  coefficient  angulaire  de  la  Langenie  à  la  courbe  (y) 
à  l'origine  est  différent  de  la  racine  double  v,,  ^  P  (o,  o)  de  l'équa- 
tion (45)  pour  a:  :=  y  =  o  ;  admettons  d'abord  ce  point,  qui  esta 
peu  près  évident,  et  sur  lequel  on  reviendra  un  peu  plus  loin. 
Cela  étant,  posons  dans  l'équation  (45)  _r  =;  >'i -H  .;  ;  elle  devient 


i\-i-  z'=  P(.r,ri  —  z)±  \/z  <t>{x.  z  i, 

*I>(j?,  z)  étant  une  série  entière  enxet  .:.  11  est  clair  eu  effet  que  z 
doit  être  en  facteur  sous  le  radical  après  la  substitution  _}•  =J'i  +  z, 
puisque  )■(  est  racine  de  l'équation  P- —  Q  =  o.  Si  nous  ordon- 
nons (S}  (x,  z)  suivant  les  puissances  de  z.  nous  avons  un  dévelop- 
pement de  la  forme 

J/„(a;)  ^  3  •ii(a-)  4- .=2  J/2(x)  +  . .  ., 

•i„,  A,,  'ij  étant  des  fonctions  régulières  de  x  clans  le  voisinage  de 
l'origine.  La  fonction  «Lo  (x)  ne  peut  être  nulle  pour  x  =  o,  car 
le  développement  de  zfl>(x,z)  ne  renfermerait  pas  de  termes  du 
premier  degré  en  x.  z,  et,  par  suite,  le  développement  de  P-  —  Q 
ne  renfermerait  pas  de  terme  du  premier  degré  en  x,  y,  contrai- 
rement à  l'hypothèse.  De  même,  si  nous  remplaçons  _>■,  par  son 
développement  dans  la  différence  P(x,  y,  -+-  z)  —  r, ,  nous  avons, 
en  ordonnant  suivant  les  puissances  de  z, 

P(-'"- Ji-t-s)~.' 1  =  -fo'^)-!-  3?i(a-)-(- 

la  première  fonction  -j,,  (  x  i  n'étant  pas  nulle  pour  x  =  o,  puisque 
par  hypothèse  la  dérivée  v,  est  différente  de  P(o,  oi  pour  Tori- 
gine.  L'équation  (45)  est  donc  remplacée  par  une  é(pialion  de  la 
forme 

i.i6)         .:'=  'yo(^)  -I-  ^  !fi(^)  -h.  ■  .±  /z  v''%(a-)  —  3  'i/,f,r)  -^.  .  ., 

les  fonctions  'j„  (x)  et  'i,,  (x)  nétaiit  pas  nulles  pour  x=  o. 

Posons  dans  cette  équation  ^  =  «-  ;  il  vient,  en  adojjtant  d'abord 
une  détermination  du  radical  qui  est  au  second  membre, 

du  r- 

1-17)     2» -^  =  Oo(a:) -!- H- 0|(x) -(-.  .  .^  ^^  y/iof  .r  )  —  (/- ■i/,(.7-j -i- .    .. 

Le  second  membre  est  holomorphe  dans  le  domaine  du  point 
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a;  =  o,  Il  =  o,  puisque  'i,,  (o;  n'est  pas  nul,  el  ce  second  iiienibrc 
n'est  pas  nul  pour  x  =  o,  j<  =  o,  puisque  «i,  (o)  n'est  pas  nul.  Le 

coefficienl  (.lifl'érentiel  -7—  est  infini  pour  .i-  =  «  z=  o.  L'équa- 
tion {'\~ )  admet  donc  une  inlégraie  et  nne  seule  tendant  vers  zéro 
lorsque  X  tend  vers  zéro  (n"  i'io),  et  l'origine  est  un  point  critique 
algébrique  pour  cette  intégrale. 

L'équation  proposée  (44)  «K^tïict  donc  une  intégrale  v  =)■,  +  li- 
tendant  vers  zéro  lorsque  x  tend  vers  zéro;  si  l'on  adoptait  pour 
le  radical  la  détermination  opposée  dans  l'équation  (4"),  cela  re- 
viendrait à  changer  u  en  — u  dans  cette  équation,  et  l'on  obtient 
la  même  fonction  )•,  +  li- .  L'origine  est  un  point  critique  algé- 
bri(|ue  pour  cette  inlégraie.  Soient  «„  le  terme  indépendant  de  x 
et  de  u  dans  le  développement  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (47)  et  i|,  le  coefficient  de  u  dans  ce  même  développement. 
Lu  développant  x  suivant  les  puissances  de  u,  on  trouve 


inversement,  on  en  déduit  pour  u  une  série  ordonnée  suivant  les 
|iuissances  de  .r- 


et  le  développement  de  )(  ^-  li-  renferme  un  ternie  en  x- .  L'ori- 
gine est  donc  un  point  de  rebroussement  pour  la  courbe  inté- 
grale qui  passe  en  ce  point,  et  nous  pouvons  dire  encore  que  la 
courbe  (y),  représentée  par  Véqualion  (4-')'  '^■^'i  '-^  géj.éiul, 
le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales. 

Par  un  point  de  la  courbe  (y)  il  passe  donc  en  général  une  courbe 
intégrale  ayant  un  rebroussement  de  première  espèce  en  ce  point, 
la  tangente  de  rebroussement  avant  pour  coefficient  angulaire  la 
racine  double  )'|,.  Si  l'équation  (4  1  )  est  de  degré  supérieur  à  2,  il 
passe  par  le  même  point  d'autres  courbes  intégrales,  correspon- 
dant aux  racines  simples  de  l'équation  V  {X(,,  ^\■,,  y')  =  o,  sur 
lesquelles  ce  point  est  un  point  ordinaire. 

La  discussion  est  tout  à  fait  différente  lorsque,  pour  tout 
point  (.r„,)-|,)  de  la  courbe  (-'),  la  racine  double  correspondante  j''o 
de  l'équation  (4i  )  est  égale  au  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
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à  la  courbe  (y)  en  ce  point.  Dans  ce  cas,  nous  voyons  d'abord 
que  celle  courbe  (y)  est  une  courbe  intégrale  de  l'équation  (4i). 
De  plus,  c'est  une  intégrale  qui  échappe  complètement  au  théo- 
rème fondamental  de  Cauchy,  quel  que  soit  le  point  que  l'on  choi- 
sisse sur  cette  courbe  pour  fixer  les  valeurs  initiales  de  x  et  de  y. 
Si  l'on  prend  en  effet  le  point  (>r„,  jo)i  l'équation 

Ffa-,;-,/')  =  o 

admet  deux  racines  tendant  vers  y\  lorsque  \x  —  a:„  |  et  \y — j-„  | 
tendent  vers  zéro,  mais  ces  deux  racines  ne  sont  pas  en  général 
des  fonctions  régulières  des  variables  x  et  y  dans  le  voisinage  des 
valeurs  x^  et  jo»  et  nous  ne  pouvons  appliquer  le  théorème  de 
Cauchy.  On  dit  que  l'intégrale  ainsi  obtenue  est  une  intégrale 
singulière.  La  recherche  des  intégrales  singulières  n'offre  théori- 
quement aucune  difficulté,  puisqu'il  suffit  évidemment  d'examiner 
si  la  courbe  représentée  par  l'équation  (43)  satisfait  à  l'équation 
différentielle  (ii),  ce  qui  n'exige  qu'un  calcul  d'élimination.  Il 
peut,  arriver  que  celle  équation  (43)  représente  deux  courbes  dis- 
tinctes, dont  l'une  est  une  inlégrale  singulière  et  l'autre  le  lieu 
des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales. 

Lorsque  la  courbe  (y)  est  une  intégrale  singulière,  par  chaque 
point  de  cette  courbe  il  passe  en  général  une  autre  courbe  inté- 
grale tangente  à  (y).  Prenons  pour  origine  un  point  quelconque 
de  (y);  nous  connaissons  a  priori  une  intégrale  ,v,  de  l'équa- 
tion (46),  c'est  l'intégrale  singulière  pour  laquelle  ou  a  à  la  fois 

(48)  ^7-;  =  P(.r,.r,).  ,     P-i-î^,  ji)  =  Q(^.ri)- 

En  posant  comme  plus  haulv  =.)•,  4-  =,  l'équalion  prend  encore 
la  forme  (46),  m#is  dans  ce  cas  la  fonction  cpo  (a;)  est  nulle,  puisque 
-  _  Q  doit  être  une  intégrale  de  celle  nouvelle  équation.  Les  autres 
hypothèses  étant  conservées,  la  fonction  i„  (r)  n'est  pas  nulle  pour 
a;  =  o,  et,  si  l'on  pose  ensuite  z  -—  ii-  dans  l'équation  (  f6),  on  est 
conduit  à  une  équalion  dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  h. 
En  divisant  par  »,  il  reste  une  équation  différentielle 

(49)  2h'=  !<[o,(.r)  -H  «2  Oo(x)  +.  .  .]  =t  /iJ-oC^)  +  "'  ^\i^)  +•  ■  • 

à  laquelle  on  peut  appliquer  le  théorème  général  de  Cauchy.  La  fonc- 
tion •%  (,r)  n'étant  pas  nulle  pour  x  =  o,  les  deux  déterminations 
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«lu  ra(lic;il  soiil  holoiiiorplies  pour  .r  =  o,  ii  =  o.  L'équation  (49  > 
admet  donc  deux  intégrales  holomorplies  dans  le  domaine  de  l'ori- 
gine, s'annulant  pour  x^o.  et  l'on  voit  aisément  que  ces  deux 
inlégrales  se  déduisent  l'une  de  l'autre  en  changeant  n  en  —  11. 
L  é(juation  en  r  admet  donc  une  autre  courLc  intégrale 

qui  e?l  tangente  à  l'orjgiue  à  la  courbe  (y).  Mais  il  v  a  une  diffé- 
rence essentielle  entre  ces  deux  inlégrales.  En  effet,  on  peut  appli- 
(juer  les  théorèmes  généraux  du  n"  388  à  l'équation  (49);  et  l'in- 
tégrale de  celte  équation  qui  est  nulle  pour  x  =  o  appartient  à 
une  famille  d'intégrales  dépendant  dune  constante  arbitraire. 
Il  en  est  donc  de  même  de  l'intégrale  qui  est  tangente  à  l'origine 
à  l'intégrale  singulière,  tandis  que  l'intégrale  singulière  est  elle- 
même,  en  général,  une  solution  isolée;  on  s'explique  aisément  ce 
fait,  puisqu'on  ne  peut  appliquer  à  cette  intégrale  les  raisonne- 
ments qui  prouvent  l'existence  d'une  intégrale  générale  (n°  383)^ 
dont  on  pourrait  la  déduire  en  donnant  une  valeur  particulière 
à  la  constante  qui  y  figure. 

L'intégrale  singulière  est  donc  en  général  l'cnvelo|3pe  des  autres 
courbes  intégrales.  Lagrange  avait  déjà  remarqué  que  l'enveloppe 
des  courbes  représentées  par  l'intégrale  générale  d'une  équation 
différentielle  du/premier  ordre  est  aussi  une  intégrale  de  la  même 
équation,  ce  i|ui  est  à  peu  près  évident  puisqu'en  un  point  quel- 
conque de  la  courbe  enveloppe  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente est  le  même  pour  la  courbe  enveloppe  et  pour  l'enveloppée^ 
On  peut  retrouver  aussi  de  cette  façon  la  règle  qui  permet  de 
déduire  1  intégrale  singulière  de  I  équation  diflérentielle  elle- 
même.  En  effet,  prenons  d'abord  un  point  M  très  voisin  de  l'enve- 
loppe; par  ce  point  M  passent  deux  courbes  intégrales  très  voi- 
>ines  et  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  ces  deux 
courbes  sont  eux-mêmes  très  peu  diflérents.  Lorsque  le  point  M 
vient  sur  l'enveloppe,  ces  tangentes  viennent  se  confondre  à  la 
limite  et  l'i-quation  ({')  admet  une  racine  doulile  en  y'.  (Voir 
I.  I.  n"208.  p.  516.) 

En  résumé,  nous  voyons  que,  pour  une  équation  du  premier 
ordre,  il  peut  se  présenter  deux  cas  tout  à  fait  distincts,  suivant 
que  la  courbe  (■')  est  un  lieu  de  points  de  rebroussenient  pour 
G.,  II.  33 
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les  courbes  intégrales  ou  une  intégrale  singulière.  Il  est  naturel 
de  se  demander  lequel  de  ces  deux  cas  doit  être  considéré  comme 
le  cas  normal.  Un  peu  d'attention  suffit  pour  montrer  que  c'est  le 
premier.  En  effet,  la  courbe  (v)  est  aussi  l'enveloppe  des  courbes 
représentées  par  l'équation  F(a.',  j',  a)=o,  où  a  est  le  paramètre 
variable.  Si  l'équation  différentielle  (4')  admettait  une  intégrale 
singulière,  quel  que  fijt  le  polynôme  F,  on  serait  conduit  à  énoncer 
un  résultat  dont  l'absurdité  est  manifeste  :  à  savoir  que,'  en  chaque 
point  de  l'enveloppe  d'une  famille  de  courbes  algébriques,  le  coef- 
fîcienl  angulaire  de  la  tangente  est  égal  à  la  valeur  du  paramètre- 
correspondant  à  l'enveloppée  tangente  en  ce  point.  Si  cette  con- 
dition est  vérifiée  par  une  famille  de  courbes,  il  suffit  de  changer 
le  paramètre  (en  posant  par  exemple  «  =  a'  -;-  s)  pour  que  la  con- 
dition cesse  d'être  vérifiée.  On  voit  donc  que,  si  l'on  part  d'une 
équation  du  premier  ordre  où  les  coefficients  de  F  sont  pris  au 
hasard  (el  non  d'une  équation  fournie  par  l'élimination  d  une 
constante  aj-bitraire),  les  cas  où  il  existe  une  intégrale  singulière 
doivent  être  considérés  comme  exceptionnels.  Si  ce  résultat  a  pu 
jadis  sembler  paradoxal  à  ijuelques  mathémalicieus,  cela  lient 
sans  doute  à  ce  cju'oii  avait  surtout  étudié,  jusqu'aux  Lravaux  de 
Cauchy,  des  équations  dont  l'intégrale  générale  se  compose  de 
courbes  algébriques.  Comme  une  famille  de  courbes  algébriques 
admet  en  général  une  courbe  enveloppe,  il  paraissait  tout  naturel 
d'étendre  la  conclusion  aux  courbes  intégrales  d'une  équation 
ditrérenlielle  cjuelconque  du  premier  ordre;  celte  induction,  nous 
venons  de  le  voir,  n'était  pas  justifiée  (').  Du  reste,  même  dans 
le  cas  où   une  famille  de  courbes   planes  dépendant   d'un    para- 

\ 


=  0,  les  fonctions  y  el  -=-  sont  conlinues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles,  de 


(')  Dans  la  théorie  des  enveloppes,  on  suppose  implicitement  que  dans  le  voi- 
sinage d'un  système  de  solutions  x^.  y^,  a„  des  deux  équations y(a7,  y,  a)  =  o, 

àf  ,      r        ■         j^      àf 

-~  =  0,  les  fonctions  r  el  -=-  ■ 
da  da 

façon  qu'on  puisse  appliquer  aux  fonctions  x  et  y  de  a  définies  par  ces  deux 
équations  les  raisonnements  qu'on  applique  aux  fonctions-  implicites.  Or,  étant 
donnée  une  équation  dilTérentielle  du  premier  ordre,  nous  savons  bien  quelle 
admet  une  infinité  d'intégrales,  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  et  repré- 
sentées dans  un  certain  domaine  par  une  équation  a  (a:,  y,  C)  =  o.  mais  rien  ne 
prouve  n  priori  que  cette  fonction  <i(x,y,  C)  satisfait  aux  conditions  que  nous 
venons  de  rappeler.  Nous  pouvons  même  affirmer  qu'il  n'en  i-sl  pas  généralement 
ainsi. 
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iiu'tre  varial)le  admet  une  enveloppe,  la  méthode  qui  permet  de 
trouver  celte  enveloppe  donne  aussi,  on  l'a  observé  (I,  n°^  207 
et  208),  le  lieu  des  points  singuliers. 

ÏM.   Exemples    Remarques  diverses.  —  i"  [*reiions  l'équation 

"'  '  j'--^'-^r'— r  =  '">• 

Les  deux  valeurs  de  y'  sont  égales  pour  tous  les  points  de  la  para- 
bole _^' +  a:- =  o,  et  la  racine  double  est  égale  à — x,  tandis  que 
le  coefliclent  angulaire  de  la  tangente  à  la  parabole  est  — ■2X. 
Celte  courbe  n'est  donc  pas  une  intégrale  singulière;  nous  allons 
vérifier  que  c'est  le  Heu  des  points  de  rebroussement  des  courbes 
intégrales.  L'équation  (5o)  est  une  équation  de  Lagrange;  en  lui 
appliquant  la  méthode  générale  (n°  371),  on  trouve  que  les  coor- 
données :c  et  j^  d'un  point  d'une  courbe  intégrale  s'expriment  au 
moven  d'un  paramètre/?  par  les  formules 

C        ip  ■>.  C        p- 

'  ~  /■■"         3  '         -    ~    p  j  ■ 

<  .e  sont  des  courbes  unicursales  du  4'^  degré;  pour  les  \aleurs  du 
paramètre    qui     sont   racines    de    léquatian  p'-i-iC^o,   on  a 

-^  =  -f-  ;=  o.  Chacune  de  ces  courbes  a  donc  trois  points  de  re- 
dp        dp  ' 

broussement,  et  l'on  obtiendra  le  lieu  de  ces  points  eu  éliminant  p 
et  C  entre  les  équations  (5i)  et  la  relation  />■'=  —  SC,  ce  qui 
donne  bien  la  parabole  j'  -\-  x-^o. 

•i"  Reprenons  Téquaiion  d'Euler  X^'-^^  ;  les  deux  valeurs 
de  1''  sont  égales  pour  tout  point  de  Tune  des  huit  droites  repré- 
sentées par  Féquation  X\  =  o.  Ces  huit  droites  sont  des  solu- 
tions singulières,  et  forment  bien  l'enveloppe  des  courbes  repré- 
sentées par  l'intégrale  générale. 

3°  On  peut  employer  la  méthode  suivante  pour  rechercher  s  il 
existe  des  intégrales  singulières.  D'après  ce  que  nous  a\ons  vu, 
une  telle  intégrale,  si  elle  existe,  satisfait  aux  équations 

"F 
r  I  :r.  y.  y  )  =  o,  — ;  =  o, 

■    ■'  oy 

•    .    I  ,     .        €*F         àV      ,  ,  ,.„. , 

et  par  suite  aussi  a  la  relation- \ — -- v  ==  o  oljtenue  en  ditie- 

'  Ox        dy  •' 

rentiant  la  première.  Réciproquement,   supposons  que  pour  tou.s 
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les  points  d'une  courbe  (v)  les  trois  équations 

I  5-2)  r  (T.  y,  m  }  =  o,  - —  =  o, h  - — m  =  o 

dm  dx        dy 

aient  une  solution  commune  en  m.  Le  long  de  la  courbe  (v),  x^y 
et  m  sont  trois  fonctions  d'une  seule  variable  vérifiant  les  rela- 
tions (Sa).  On  a  donc  entre  leurs  différentielles  la  relation 

(>F    ,  ÔV   ,  àF    , 

—  dx  H — : — dv  +  - —  dm  =  o, 

àx  a  y    -         âm 

qui  devient,  en  tenant  compte  des  relations  (ôa)  elles-mêmes, 

ûF  /  dy\ 

Si  —  n'est  pas  nul  en  tous  les  points  de  la  courbe  (y),  on  a  donc 

y  =  /Il  et  cette  courbe  est  une  intégrale  singulière  (  '  ).  Si  -r—  =  o, 

]    ■  •  ■  OF  .  -.^       ■         ,■ 

on  doit  avoir  aussi -—=::  o,  et  une  veniication  directe  est  neces- 
ox 

saire  pour  reconnaître  si  la  courbe  (y)  est  une  intégrale. 

Cette  remarque  s'applique  en  particulier  à  l'équation  de  Clai- 
raul 

F(x,y,y)=f(y,y  —  xy)  =  o. 

En   posant  pour  abréger   u^y — a?)',  les  trois  équations  qui 
doivent  être  compatibles  sont  ici 

J{y  ,   }■  —  XV  )  =  o,  -^—x-f-=o,  -^(—  r  ) -- r  -^  =  o. 

•'    -^      "  -^  (ly  du  du^      -  -^    du 

et  se  réduisent  à  deux  équations  seulement.  11  y  a  donc  une  inté- 
grale singulière  obtenue  en  éliminant  j''  entre  ces  deux  relations. 
4°  Considérons  l'équation 

x-^  ^ y^-  —  2x(x  -h yy' )  -^  —  (.r-t-77')2-H  K  =  o, 

dont  l'intégrale  générale  se  compose  des  cercles  doublement  tangents  à  la 
conique 

x-(i  —  m- )  -!- ^2  -H  K  =  o, 

et  ayant  leur  centre  sur  l'axe  des  x.  Cette  conique  est  une  solution  singu- 
lière. Mais  en  outre,  pour  tout  point  de  l'axe  des  x,  les  deux  valeurs  de  r' 

(')  t'oir  un  article    de  M.    Darbiuix  ilans  le   BiiUelin   des  Sciences  mathéma- 
tiques, t.  IV,   1S73,  p.  iSS-i-Ij. 


III-    —    INTEGRALES   SINGULIERES.  >^() 

devieniienl  iiifniies.  Cependaiil  cette  droite  n'est  pas  un  lieu  de  points  de 
lebroussemenl  ;  par  un  point  quelconque  il  passe  deux  courbes  intégrale» 
tangentes  l'une  à  l'autre,  la  tangente  commune  étant  parallèle  à  l'axe  des_j'. 

5°  Pour  qu'une  intégrale  G  soit  une  intégrale  singulière,  il  ne  suffit  pas 
que  pour  tous  les  points  de  cette  courbe  l'équation  (4i)  ait  une  racine 
double;  il  faut  encore  que  cette  racine  double  soit  précisément  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  à  G.  Gonsidérons,  par  exemple,  les  cissoïdes 
représentées  par  l'équation  (y — ■ia)-(x  —  a)  —  a:'  =  o;  la  droite  x=o 
est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  de  ces  courbes,  et  c'est  aussi  une 
intégrale  particulière  obtenue  en  supposant  a  =  o.  Pour  tout  point  de 
celte  intégrale  l'équation  différentielle  correspondante  admet  la  racine 
doublej''  =  o,  et  une  racine  infinie.  Ce  n'est  donc  pas  une  intégrale  singu- 
lière. 

6"  Soil  S  une  surface  présentant  des  régions  où  elle  est  convexe,  et  des 
régions  où  elle  est  à  courbures  opposées.  Ces  régions  sont  séparées  par 
une  courbe  V,  lieu  des  points  paraboliques,  en  tous  les  points  de  laquelle 
l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  (I,  n"  243,  p.  (ioi) 

D  du-  -1-  2  D' du  dv  -i-  D'  dv-  =  o 

a  une  racine  double  en  -j- ;  cette  racine  double  fournil  la  direction  de  la 
du 

tangente  asymptotique  unique.  Si  la  tangente  à  F  ne  se  confond  pas  avec 
cette  tangente  asymptotique  (ce  qui  est  le  cas  général),  la  courbe  T  est  le 
lieu  des  points  de  rebroussement  des  lignes  asymptotiques.  Mais  si  la 
tangente  asymptotique  en  chaque  point  M  de  F  se  confond  avec  la  tangente 
à  F,  cette  courbe  est  l'enveloppe  des  lignes  asymptotiques.  Dans  ce  cas, 
cette  courbe  F  est  à  la  fois  une  ligne  asymptotique  et  une  ligne  de  cour- 
bure, puisque  la  tangente  est  aussi  un  axe  de  l'indicatrice.  Les  normales 
à  la  surface  S  le  long  de  F  forment  donc  une  surface  développable,  et, 
comme  la  normale  à  S  est  la  binormale  à  la  courbe  F,  il  s'ensuit  que  F 
est  une  courbe  plane  (I,  n"23.T),  et  la  surface  considérée  S  est  tangente  au 
plan  P  de  la  courbe  F  tout  le  long  de  cette  courbe. 

Prenons  par  exemple  une  surface  de  révolution.  Pour  que  l'un  des 
rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  M  de  cette  surface  soil  infini, 
il  faut  que  le  rayon  de  courbure  de  la  méridienne  soit  infini  ou  que  la 
tangenle  à  cette  méridienne  soit  perpendiculaire  à  l'axe. 

Dans  le  premier  cas,  la  courbe  F  est  un  parallèle  dont  chaque  point  est 
un  point  d'inflexion  pour  la  méridienne,  la  tangente  asymptotique  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  à  F,  et  ce  parallèle  est  un  lieu  de  points  de 
rebroussement  pour  les  lignes  asymptotiques.  Au  contraire,  dans  le  second 
cas,  la  courbe  F  est  un  parallèle  en  tous  les  points  duquel  la  surface  est 
tangente  au  plan  de  ce  parallèle,  comme  dans  un  tore:  c'est  aussi  l'enve- 
loppe des  lignes  asymptotiques. 

Tous  ces  résultats  sont  faciles  à  vérifier  directement  sur  l'équation  diffé- 
rentielle en  coordonnées  polaires  des  lignes  asymptotiques. 
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433.  Interprétation  géométrique.  —  Ou  peut  présenlei-  la  discussion 
précédente  sous  une  i'orme  un  peu  différente,  que  nous  indiquerons  rapi- 
dement; nous  continuerons  à  employer  le  langage  de  la  géométrie,  quoique 
les  raisonnements  s'étendent  sans  diffif  ulté  au  domaine  des  variables  com- 
|)le.\.es. 

On  a  déjà  fait  observer  (n°  370)  que  l'intégration  d'une  équation  dill'é- 
rentielle  du  premier  ordre  F(t,  y,  y')  =  o  revient  à  la  détermination  des 
courbes  F  situées  sur  la  surface  S  ayant  pour  équation 

(53)  F  (X,   y,  z  )  =  o, 

et  telles  que  l'on  ail  aussi  i7y  —  ;;  f/.r  =  o.  La  projection  c  sur  le  plan 
des  .ry  d'une  courbe  V  de  la  surface  S  satisfaisant  aux  conditions  précé- 
dentes est  une  courbe  intégrale  de  l'équation  différentielle  proposée,  et 
réciproquement.  Nous  supposerons  pour  la  discussion  que  cette  surface  S 
n'a  pas  d'antres  singularités  que  des  courbes  doubles  suivant  lesquelles  se 
croisent  deux  nappes  de  la  surface  avec  des  plans  tangents  distincts.  Au 
lieu  d'étudier  les  courbes  c  du  plan  ûes'j-y,  nous  allons  étudier  les  courbes  I" 
de  la  surface  S. 

Considérons  d'abord  un  point  Mf{ûc^,  y(,,  Zo)  non  situé  sur  une  courbe 
double,  et  où  le  plan  tangent  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  z.  La  tangente 
à  la  courbe  V  qui  passe  en  Mo  est  située  dans  le  plan  tangent  en  ce  point 


(54)        ( 


^--'(S).-"->-->(l^).-^~="(S).=«- 


et  aussi,  puisque  l'on  doit  avoir  dy  —  z  f/.r  =  o,  dans  le  plan 

(55)  Y— ^Xo"  3„(X  —  Xo)  =  o. 

Ces  deux  plans  sont  distincts  puisque  (  . —  )    n'est  pas  nul,  et  se  coupent 

par  conséquent  suivant  une  droite  non  parallèle  à  Oz.  Par  le  point  Mo 
il  passe  donc  une  courbe  F  et  une  seule,  dont  la  tangente  n'est  pas  paral- 
lèle à  l'axe  des  z\  la  projection  c  de  cette  courbe  sur  le  plan  des  xy  passe 
au  point  »îo  projection  de  M»,  et  «io  est  un  point  ordinaire  pour  c.  Si  le 
point  Mo  appartient  à  une  courbe  double  de  S,  le  raisonnement  précédent 
s'applique  à  cbacune  des  deux  nappes  pourvu  qu'aucun  des  plans  tangents 
en  Mo  ne  soit  parallèle  à  Os;  par  le  point  Mo  il  passe  donc  deux  courbes  V, 
correspondant  aux  deux  nappes  de  la  surface  S.  Il  reste  à  examiner  ce  qui 
arrive  lorsque  le   point  Mo  est  situé  sur  la  courbe  D  de  S,  lieu  des  points 

pour  lesquels  on  a  à  la  fois  F  =  o,  — —  =  o.    Nous  supposerons  que   cette 

courbe  D  n'est  pas  une  courbe  double;  c'est  alors  le  lieu  des  points  de  S 

où  le  plan  tangent  est  parallèle  à  Oz.  et  l'une  au  moins  des  dérivées  par- 

dF    (t¥ 
tielles  —  )  —  est  différente  de  zéro  au  point  Mq.  Les  deux  plans  (54)  et  (55) 
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sont  alors  parallèle*  à  l'axe  des  z^  et  leur  intersection  est  parallèle  à  Oz. 

à  moins  que  ces  deux  plans  ne  se  confondent,  c'est-à-dire  à  moins  que 
l'on  ait 


Ecartons  d'abord  le  cas  où  cela  aurait  lieu.  La  tangente  à  la  courbe  T 
qui  passe  en  Mo  c=t  parallèle  à  O-,  mais  cette  courbe  elle-même  ne  pré- 
sente aucune  singularité  au  point  Mo.  Pour  nous  en  assurer,  nous  rempla- 
cerons le  système  des  deux  équations 

(  5;  )  F(  .r,  j,  z)  =  o.  dv  =  c  rl.r 

par  le  système  des  deux  équations  siniulinnees 

d.r  dv  —dz 

C58i 


oiF  c»F        t'F  'JF 

Oz  "  dz         O.r    '    "  ôy 

avec  les  conditions  initiales  x  =  a^o,  y  ^ yo-  z  ^  z^.  Les  deux  systèmes 
sont  équivalents;  on  tire  en  effet  des  équations  (58)  la  combinaison  inté- 
grable  dV  =  o,  et  par  suite  F(x,y,  z)  =  T (x\,,  y^,  z„)  =  o. 

Or  (  . —  )    -^  Zn  \  —  I    n'étant  pas  nul  par  hypothèse,  on  tire  des  équa- 
\oxJ^  \dy  )^  I  K         -f  . 

lions  (58)  des  développements  de  x  —  t^  et  de  >  — r„  suivant  les  puis- 
r.inces  de  ^  —  -o  commençant  par  des  termes  du  second  degré  au  moins 

X  —  r„=  oc,(z  —  ao)--T-. .  .,         .)■  — .,Vo=  3,(.:  —  5o)-  — 

ie  point  Mo  est  donc  un  point  ordinaire  pour  la  courbe  T  qui  passe  en 
ce  point,  mais  le  point  m„.  projection  de  Mo  sur  !e  plan  xOj,  est  un  point 
de  rebroussement  (en  général  de  première  espèce)  pour  la  courbe  c  pro- 
jection de  r.  Ceci  tient  du  reste  à  une  propriété  générale  facile  à  vérifier, 
à  savoir  que  la  projection  d'une  courbe  ga.uche  sur  un  plan,  parallèlement 
à  la  tangente  en  un  point  M  de  cette  courbe,  a  un  rebroussement  au 
point  m,  projection  de  M  (I,  Exercice  13,  p.  585).  Soit  d  la  projection 
sur  le  plan  des  xj-  de  la  courbe  D:  nous  retrouvons  le  résultat  établi 
plus  haut  :  la  courbe  d  est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes 
intégrales  c.  La  méthode  précédente  a  l'avantage  de  nous  montrer  comment 
cette  singularité  disparait  quand  on  passe  du  plan  à  la  surface  S. 

Le  résultat  est  tout  différent  lorsque  la  relation  (56)  est  vérifiée  en  tous 
les  points  de  la  courbe  D.  Les  deux  plans  (5j)  et  (  55  )  sont  alors  confon- 
dus: nous  sommes  dans  le  cas  où  il  existe  une  intégrale  singulière  Par 
tout  point  de  D  il  passe  alors  en  général  deux  courbes  T,  la.  courbe  D 
elle-même,  et  une  seconde  courbe  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy- 
est  tangente  à  l'intégrale  singulière  D. 

43().  Intégrales  singulières  des  systèmes  d'équations  différentielles. 
—  La  théorie  des  intégrales  singulières  s'étend  aux  systèmes  d'équations 
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dilTérentielles  du  premier  ordre  et,  par  suite,  aux  équations  d'ordre  supé- 
rieur.Nous  étudierons  seulement  un  système  de  deux  équations  du  pre- 
mier ordre  (ce  qui  comprend  le  cas  d'une  seule  équation  du  second  ordre), 
en  suivant  une  niarclie  inverse  de  l,i  luéeédenlc-,  c'est-a-dire  en  considé- 
rant tout  d'abord  un  sysième  obtenu  pai-  réliminalinn  des  constantes  ('). 
Soient 

(  jg)  F(j-,  j,  3;  a,  b)  =  o,        <P(t,j\  z:  a,  /> )  =  o 

les  équations  d'une  famille  de  courbes  planes  ou  gauches  1",  dépendant  de 
deux  paramètres  arbitraires  a  et  h:  c'est  ce  qu'on  appelle  aussi  une  con- 
grueiice  de  courbes.  Nous  pouvons  supposer,  pour  fixer  les  idées,  que  les 
fonctions  F  et  <I>  sont  des  polynômes;  les  courbes  de  la  congruence  sont 
alors  algébriques.  Nous  allons  d'abord  généraliser  les  ihéorèmes  établis 
pour  les  congruences  de  droites  (I,  n°  2ïS,,  p.  63o).  Si  l'on  établit  entre  a 
et  6  une  relation  de  forme  aibitraire  i  =  tp(a),  on  obtient  une  infinité 
de  courbes  F  dépendant  d'un  seul  paramètre  variable  a.  En  général, 
ces  couibes  n'admettent  |ias  de  courbe  enveloppe;  pour  qu'il  y  ail  une 
enveloppe,  il  faut  en  eUel  que  les  quatre  équations  (Ô9)  et  iCiO)  admettent 
un  système  de  solutions  communes  en  -r^y.  z  (I,  215,  p.  3>-9). 

(60)  - 


()F  db 

d*        f)*  db 

Ob    da        "' 

tJii    '    db   da 

L'élimination  de  ,r,  j-,  z  entre  ces  quatre  équations  conduit  à  une  rela- 
db 
tion  entre  a,  b  et  -7—, 
da 

/        ,     db  \ 
(6,)  „(.,,,_j  =  o, 

c'est-à-dire  à  une  équation  dilTéientielle  du  premier  ordie.  Si  l'on  a  pris 
pour  b  =  <f(a)  une  intégrale  de  cette  équation,  les  courbes  V  engendrent 
une  surface  2,  et  sont  tangentes  à  une  courbe  C  située  sur  1:  nous  appel- 
lerons encore  cette  courbe  C  Varête  de  rebroussement  de  S.  Si  l'équa- 
tion (61)  est  de  degré  m  en  -r- 1  toute  courbe  1"  de  la  conuriience  appai- 
°  da 

tient  en  général  à  w  surfaces  analogues  à  S,  et,  sur  chacune  de  ces  surfaces, 
elle  touche  l'arête  de  rebroussement  correspondante  en  un  point  déter- 
miné. II  existe  ainsi,  sur  chaque  courbe  T  de  la  congruence,  m  points 
particuliers  remarquables,  qu'on  appelle  les  points  focaux.  Ces  points 
focaux  peuvent  être  obtenus  sans  avoir  intégré  l'équation  (Gi);  il  suffit 
en  efl'et  de  résoudre  les  quatre  équations  (Sg)  et  (60)  par  rapport  à  ,r,  j  , 

;,  —T—-   On  trouve  d'abord    la    relation   ((ii)   qui   donne  -p-i  et.  en  élimi- 
da  da 


(  '  )  V^oir  mon  Mémoire  Sur  les  solutions    singulières  des  équations  di[féren- 
tielles  simultanées  (American  Journal  of  Mathematics,  Vol.  XI). 
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nant  -7-  entre  les  deux  équations  (60),  on  a  une  nouvelle  relation 
cia 

D(F.  *)  _  dF  <M^        ôl"  c^  _ 
^    '*'*  D(a,  b)   ~  'éâ  ôb  ~  ôb   ôâ  ^  "' 

qui,  jointe  aux  deux  équations  (5g)  de  la  courbe  F,  permet  de  calculer  les 
coordonnées  des  points  focaux. 

Le  lieu  des  points  focaux  est  la  surface  focale  de  la  congruence  ;  on 
obtient  l'équation  de  cette  surface  en  éliminant  a  et  6  entre  les  trois  rela- 
tions (  59)  et  (62).  La  surface  focale  est  aussi  le  lieu  des  arêtes  de  rebrous- 
semenl  G  des  surfaces  S.  En  effet,  un  point  quelconque  de  la  courbe  C  est 
un  point  focal  pour  la  courbe  de  la  congruence  qui  est  tangente  à  C  en  ce 
point.  Il  s'ensuit  que  toute  courbe  T  de  la  congruence  est  tangente  aux  »! 
nappes  de  la  surface  focale  aux  m  points  focaux  correspondants,  puisqu'en 
chacun  de  ces  points  elle  est  tangente  à  une  courbe  C  située  sur  cette  sur- 
face focale.  Toutes  ces  propriétés  ollVent  la  plus  grande  analogie  avec  les 
propriétés  des  congruences  de  droites.  En  général,  si  les  polynômes  F  et  "J» 
sont  quelconques,  les  m  nappes  de  la  surface  focale  sont  représentées  par 
une  équation  unique,  mais  il  peut  aussi  arriver  que  cette  équation  se 
décompose  en  plusieurs  équations  distinctes.  Dans  certains  cas  particuliers 
il  peut  aussi  se  faire  que  quelques-unes  des  nappes  de  la  surface  focale  se 
réduisent  à  des  courbes;  les  arêtes  de  rebroussement  C  correspondantes 
se  l'éduisent  alors  à  un  point. 

Voici  la  conclusion  que  l'on  peut  déduire  de  ces  propriétés  relativement 
aux  équations  différentielles.  Les  courbes  T  sont  des  courbes  intégrales 
d'un  système  d'équations  différentielles  que  l'on  obtient  en  éliminant  les 
constantes  a  et  6  entre  les  équations  (69)  et  les  équations  obtenues  en 
les  dillerentiant 

dF        dF    ,       àF    ,  _  (*<!>        c)*     ,       ()*_,_ 

■  ir         dj-^     '    dz  "  ~  °'  dx        df  •  dz"  ~~     ' 

Soit 

<64)  3(.T,y,  z,y,  z)  =  o,  4i(x,y,  z,y\  z')  =  o 

le  système  d'équations  différentielles  ainsi  obtenu.  Les  formules  (Ô9) 
représentent  l'intégrale  générale  de  ce  système,  puisqu'on  peut  disposer 
par  hypothèse  des  constantes  et  et  6  de  façon  que  la  courbe  V  passe  par 
un  point  quelconque  de  res|)ace,  de  coordonnées  Xa,  jif,  Si,'.  si  par  ce  point 
il  passe  n  courbes  F,  les  équations  (39)  déterminent  n  systèmes  de  valeurs 
pour  «  et  b.  Les  équations  ;63)  déterminent  ensuite  j'  et  z' ,  et  l'on  voit 
que,  pour  le  point  (xo,  ^0,  -o),  les  équations  (  6j  1  déterminent  n  systèmes 
<le  valeurs  pour_)'  et  z' .  Mais  les  arêtes  de  rebroussement  C  sont  aussi  des 
courbes  intégrales  des  équations  (64),  puisqu'en  un  point  de  C  les  valeurs 
de  x.y,  z,y,  z'  sont  les  mêmes  pour  C  et  pour  la  courbe  F  tangente  à  C 
«n  ce  point.  Les  équations  (64)  admettent  donc,  en  dehors  des  courbes  F, 
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une  infinité  d'aulies  intégrales,  non  compiises  dans  les  formules  (Sg),  et 
que  l'on  obtiendra  en  intégrant  l'équation  du  premier  ordre  (6i)  :  ce  sont 
des  intégrales  singulières  du  système. 

A  y  regarder  de  près,  on  voit  que  l'existence  des  surfaces  focales  n'exige 
pas  en  réalité  que  les  courbes  T  soient  algébriques.  Il  suffit  que,  dans  le 
voisinage  d'un  système  de  solutions  (^o>.^o,  ^oi  "oi  ^o)  des  trois  équations 

(bD)       h  (jr,  r,  -,«,«)  =  o,  "^{x.  y,  z,  a,  b)  =  o,  -r— ^  =  o, 

^      -  ■■''''  D(a,  t>) 

les  fonctions  implicites  ar,  j-,  z  des  paramètres  «  et  b,  définieê  par  ces  trois 
équations,  qui  se  réduisent  à  x^,  joi  ^o  pour  a  =  aoi  ^  =  ''o;  soient  con- 
tinues et  admettent  des  dérivées  continues  dans  le  voisinage.  Soient  en 
efîet 

(66)  x=fi(a,b\,         r=f,(a,b),         z  =  f^ia,  b) 

ces  trois  fonctions;  la  nappe  de  la  surface  focale  qui  passe  par  le  point  de 
coordonnées  (ï'»,  Voi  ^o)  est  représentée  dans  le  voisinage  de  ce  point  par 
les  formules  (66),  les  paramètres  a  et  b  ayant  des  valeurs  voisines  de  a» 
et  de  b„.  Il  est  facile  d'en  déduire  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface 
focale.  En  effet,  lorsque  le  point  x,  y,  z  décrit  une  courbe  quelconque  sur 
cette  surface,  x,j',  z,  a,  b  sont  des  fonctions  d'une  seule  variable  indé- 
pendante qui  satisfont  aux  équations  (6jj  et  dont  les  dilférenlielles  véri- 
fient par  conséquent  les  deux  relations 

dF  ^  Oh\  dF  ^         <iF  ^  dF  ^, 

-—ox  H --0)-  -I o;  H en  H -^  ob  —  o, 

dx  ai     "  dz  da  du 

d*  ^  d*  ^  rf*  ^  d*  ^  <i"I>  ^ , 

-—  liar  H — —  ov  H — —  o;  -(-  ^—  oa  h r  oo  =  o: 

dx  dj    "  Oz  àa  do 

en  tenant  compte  de  la  dernière  des  équations  (05),  on  peut  éliminer  8a 
et  ob,  ce  qui  conduit  à  la  nouvelle  relation 

f>(F.<l>u  DrF,*! 

(  fi-  I  .  _    . 


D(.r,  b)  D(_r,  b)   '  D(.3,  b) 

Il  suffit  d'y  remplacer  ox,  o/,  3-  par  X — x^,  Y — jo,  Z  —  Zo  respective- 
ment pour  avoir  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  focale;  on  vérifie 
aisément  que  ce  plan  passe  par  la  tangente  à  la  courbe  F.  Les  propriétés 
de  la  surface  focale  supposent  donc  seulement  que  l'on  peut  appliquer  aux 
équations  (65)  la  théorie  des  fonctions  implicites,  et  en  particulier  que  les 
fonctions  F,  <!>  sont  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  dans  le 
voisinage  d'un  système  de  solutions  a^o,  ^'oi  2o,  «oi  ^o-  I'  ^^  s^'  bien  ainsi 
lorsque  F  et  "I"  sont  des  polynômes,  mais  il  est  clair  qu'il  en  est  de  même 
pour  beaucoup  d'autres  fonctions.  Remarquons  aussi  que,  si  les  courbes  V 
ont  des  points  singuliers,  le  lieu  de  ces  points  singuliers  fait  partie  de  la 


III.    —    INTÉCBALES   SINGULIÈRES.  555 

surface  focale.   On  le  Jcinonlrc  comme  la  proposition   analogue   relative 
aux  courbes  planes  (I,  n°  207,  p.  âiî). 

Examinons  maintenant  la  question  d'un  point  de  vue  opposé.  Etant 
donné  un  système  de  deux  équations  dilTérentielles  du  premier  ordre,  tel 
que  le  système  (64),  -proposons-nous  de  reconnaître  si  ce  système  admet 
des  intégrales  singulières:  nous  supposerons  que  tf  et  ^1  sont  des  polynômes. 
Soit  Mo  un  point  quelconque  de  l'espace,  de  coordonnées  (j"oi  J'o,  -^o); 
quand  on  remplace  3:,jr,  3  par  .ro,  joi  -^o  respectivement  dans  les  équa- 
tions (64),  elles  admettent  en  général  un  certain  nombre  de  systèmes  de 
solutions.  Soit v',,  z'^  un   de  ces  systèmes:   nous  admettons  d'abord   que, 

pour  ce  svstèmc    de  solutions,  le    jacobien  — '  '  '  ,     n'est    pas    nul.    Des 

"  1>(7,  s) 

équations  ('64»  on  tire  alors  pour   )'  et  ;'  des  fonctions  régulières  dans  le 
domaine  du  point (X(,,  ^Oi  --(i)^ 


■  a(  3:  —  j-o)-l-.  .  .,         z'  =  z'„  -h  a,( X  —  xo)  ■ 


qui  se  réduisent  à  _)  J,  et  .s'^  respectivement  pour.r  =  a"o,  )'=,>(,,  z^z^- 
Les  équations  (64)  admettent  donc  une  courbe  intégrale  passant,  au 
point  Mq  et  tangente  à  la  droite  qui  a  pour  équations  Y  —  y^  =  t'q(X  —  Xç,), 
Z — 3o=sî,(X  —  x„),  et  de  plus  ("n"  388)  cette  courbe  fait  partie  d'une 
famille  d'intégrales  dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires.  Il  n'en  est 

iilus  de  même  si  l'on  a  — — ,'  '  ,      =  o:   ceci  ne  peut  avoir  lieu   que  si  les 

rûordonnées  {xo,  yo,  -0)  vérilienl  la  relation 

(68)  lî(J-T.r,  -)  =  o. 

obtenue  en  éliminant  >'  et  z'  eniie  les  trois  équations 

D(?,  ,T',) 


169)  2Î  =  o,  .?i  =  o. 


D(  1',  .:') 


Cette  équation  (68)  représente  une  surface  S,  et,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  voir,  toute  cojrbe  intégrale,  qui  n'est  pas  située  sur  la  sur- 
face S,  ne  peut  être  une  intégrale  singulière. 

Si  le  point  .Mo  est  sur  la  surface  S,  les  trois  équations  (69)  ont  pour  ce 
point  un  système  de  solutions  communes,  r' =JÎ|,  z' =  aj,.  Lorsque  la 
droite  D  représentée  par  les  équations 

X  —  .r„        Y  — _i-|,        Z  —  Zo 


n'est  pas  tangente  à  S  (ce  qui  est  le  cas  générai),  il  y  a  bien  une  courbe 
intégrale  passant  au  point  -Mo  et  tangente  à  la  droite  D,  et  l'on  a  démontré 
que  le  point  Mo  est  en  général  un  point  de  rebroussement  de  cette  courbe. 
Ce  qui  est  essentiel  pour  nous,  c'est  que  celte  intégrale  ne  peut  être  sur 
la  surface  S,  puisque  sa  tangente  n'est  pas  dans  le  plan  tangent.  Pour  qu'il 
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V  ait  des  intégrales  singulières,  il  faut  donc  qu'en  chaque  point  de  S  la 
droite  D  correspondante  soit  située  dans  le  plan  tangent  à  la  surface.  Cette 
condition  est  suffisante,  car  par  chaque  point  de  S  il  passe  alors  une 
courbe  située  sur  cette  surface  et  tangente  à  la  droite  D.  Ces  courbes  sont 
déterminées  par  une  équation  difl'éi  entielle  du  premier  ordre,  et  ce  sont 
bien  des  intégrales  singulières,  car  en  chacun  de  leurs  points  les  valeurs 
de  r'  et  de  z'  forment  un  sj'stème  multiple  de  solutions  des  équations  (64  ). 

Exemples.  —  1°  Considérons  le  syslème  d'équations  simultanées 

(71)  _)•  —  .r)'=o,  .r-3'2  =  x'-t- j2 — 1. 

Les  deux  valeurs  de  .;'  sont  égales  pour  tous  les  points  du  cxlindre 
x--hy^ — 1  =  0,  et  la  direction  correspondante  à  celte  racine  double  est 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  (.r,  y)  sur  l'axe  des  z.  Cette  direc- 
tion n'étant  pas  située  dans  le  plan  langent  au  cylindre,  il  ne  peut  y  avoir 
d'intégrales  singulières.  On  vérifie  aisément  sur  cet  exemple  que  le 
cylindre  est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales, 
car  l'intégrale  généraie  du  système  (71)  est  représentée  par  les  formules 


_/  =  C]  r,         5  =  \/.r=-i- )  - —  1  —  arc  tang  \/x'^  -{-j-  —  1  ^  Cj. 
2"  Tout  système  d'équations  dift'érentielles  de  la  forme 

(72  )     F(  )-  —  .rj  ',  z  —  xz',  y',  :' )  =  o,  <t'(y  —  xj' ,  z  —  ./■;',  1  ',  .:')  =  o, 

qui  peut  être  considéré  comme  généralisant  l'équation  de  Glairaul,  s'in- 
tègre aisément  en  observant  que  l'on  déduit  des  relations  précédentes 

l'dF  oF\     „       /dV  dV\    „ 

\dy  du)-'  \0z  Ov  I 

\'dy'~^'dû)  -^  '^  \dz' ~  ^ 'dv  )  "  ~  °' 

où  II  =  y  —  x\',  i'  =  ;  —  xz'.  On  peut  satisfaire  à  ces  dernières  équations 
en  prenant   )  "  =  o,  z"  =  o,  ou  en  supposant  que  l'on  a 

Dans  la  première  hypothèse,  )  '  et  z'  sont  des  constantes  a  et  b.  et  l'on 
voit  ainsi  que  les  courbes  qui  forment  l'intégrale  générale  sont  les  droites 
de  hi  congruence  représentée  par  les  deux  équations 

F(  /  —  rt.r,  ;  —  bx,  a,  b )  —  o,  'i'iy  —  ax,  z  —  bx,  a.  b  )  —  o. 

Il  y  a  aussi  des  intégrales  singulières,  puisque  les  droites  de  la  con- 
gruence sont  tangentes  aux  deux  nappes  d'une  surface  focale;  ces  inté- 
grales singulières  sont  les  arêtes  de  rebroussement  des  développables  de 


EXEnCIJES. 


la  continence,  et  s'obtiennent  par  l'intégiation  d'une  équation  dilîéren- 
ticlle  lin  premier  ordre.  On  obtiendra  l'équation  de  la  surface  focale  en 
éliminant  r'  ot  ;:'  entre  les  relations  (72)  et  (y'i). 


EXERCICES. 


1.  Examiner  si   les  équations  dilTérentiellcs  suivantes  admettent  des  solu- 
tions siniiulières  : 

. .       /  •^^\     ,  „  ^'' 

[Sërret.] 


■'•y-y   —7  7  -i-a-x  =  o. 

y-  — IX  \/yy'-i-  \y  v(r  =  "• 
{xy'  —  y)-  —  -i-^y{i+y'-)  =  <>• 

1X_)  II-!-/'2)  —  (.Z,j'-l- _>-)==  o. 


[SCHLOMILCH.] 
[BOOLE.] 

[HoOel.J 

[MOIGNO.] 


i' .   L'équation  Hi.r,    >  )  =  o,   obtenue    en   éliminant  j'   entre   les   deux 

,     •  ...  ,  à¥       d¥     ,  .  ,     ,.        , 

relations   v  (x.  r,   )■  )  ^  o, \ r  =0,   représente  le  lieu  des  points 

\     1  j  ■:  j    I  '  dx         df'  '  '^ 

d'inflexion  des  courbes  intégrales. 

En  déduire  le  théorème  du   n°  433,   sur  le  lieu  des  points  de  rebrousse- 

ment  des  courbes  intégrales,  au  moyen  d'une  transformation  par  polaires 

réciproques. 

[Daubol'x.  Bulletin  des  Sciences  niathématirjues.  t.  IV;  1873.] 

3.  Déteriïiiner  les  intégrales  singulières  du  système  d'équations  dilTéren- 
tielles 

1  =  3-j '-,- ) '2— -',         z=z'x-^y'z'.  [Serret.] 

4.  Examiner  si  l'équation  dillérentielle  du  second  ordre 

(  I  +  x"-  )_r"2  —  (  "i-xf  -^  - —  I  y'-i-y'^  -^  ay  '  —y  =  o 

admet  des  intégrales  singulières,  et  trouver  ces  intégrales. 

[Lagrange,  (X livres,  t.  X,  p.  233.] 

f(>ii    remplace   cette   équation   par   un   système   de    deux   équations   du 
premier  ordre.] 
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o*.  Etant  donnée  nue  équation  diflércnlielle  du  second  ordie 

F{.r,  y,  )' ,  y"  )  =  o, 

.,•     ■  »  ,         ,     .        ()F 

en  éliminant  y    entre  cette  équation  et  la  relation  — -  =  o.  on  obtient  une 

■  •' 
équation  diU'érentielle  du  premier  ordre  P(:r,  r,  r')  =  o,  dont  les  inté- 
grales possèdent  en  général  \&  propriété  suivante  :  Par  chaque  point  M 
d'une  de  ces  courbes  intégiales  G,  il  passe  une  courbe  intégrale  de  l'équa- 
tion F  =  o,  ayant  un  rebrousseinent  de  seconde  espèce  en  M  et  la  tangente 
en  ce  point  à  la  courbe  C  pour  tangente  de  rebroussement. 

[American  Journal  of  Matheînntics.  Vol,  XI,  p.  'ÎG"!.] 

6.  Etablir  les   propriétés   de  e'-',  en  parlant   de  l'intégrale   générale   de 

l'équation     différentielle 1 — ^  =  o,    mise    sous    la    forme     algébrique 

^        X 
xy  =  C. 

Même  question  pour  la  fonction  tanga-,  en  clierclianl  (l'abord  l'intégrale 

générale  sous  forme  algébrique  de  l'équation  différenlielle 

dx  dr 


I  -h  37-        1  -hy''- 

7*.  Soit  j)''=  R(a7,  j'),  où  K(j:,  y)  est  une  fonction  rationnelle  de  y 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  analytiques  de  x,  une  équation  diffé- 
rentielle du   premier  ordre  admettant  une  intégrale  générale  de  la  forme 

<pn(.r)  r"-)-  0|(.r ')>■"-' +...-!-  o„(3-)  _  _ 

''*  J'o  (  ^  )i'" -^- '^i(-^)^  ""'-+-■•••+- '{'ni  ■^)  ~        •'^'- 

Démontrcr  que  cette  équation  peut  se  ramener  à  une  équation  de  Riccati 
par  une  substitution  de  la  forme  K  =  R,(a",  r),  Rj  étant  une  fonction  ra- 
tionnelle de  r.  [Painlevé.] 

R.  On  remarque  que  l'équation  (i)  peut  s'écrire 
^"-t-  [Âi(.r)-(-  Mi(x)u]y"-^  -h  . .  .  -I-  [A„_,(>)  -1-  B„_,i  .r)îil  r  -t-  «  =  o. 

où  II  =  — ^-^j  et  l'on  démontre  que  a  satisfait  à  une  équation  de  Riccati, 

tandis  que  les  fonctions  -V,,  B,  sont  déterminées. 

8.  Quand  on  cherche  à  déterminer  la  fonction  /(a)  de  façon  que 
l'enveloppe  de  la  droite  j;cosa  -H.t  sinst  =f(a)  soit  une  courbe  donnée  C, 
on  est  conduit  à  une  équation  différentielle  dont  l'intégrale  générale  est 
/(a)  =  a  cosx -H  è  sina,  a  el  b  étant  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  C.  La  véritable  solution  est  fournie  par  l'intégrale 
singulière. 


CHAPITRE  XXIÏ. 

ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PAHTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE. 


Dans  ce  Cliapitre,  consacré  à  la  théorie  de<  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre,  on  a  surtout  en  vue  de  ramener 
rinlégration  d'une  équation  de  celte  forme  à  l'inlégration  d'un 
svsième  d'équations  diflTérentielles  ordinaires.  Quoique  cette 
réduction  ne  puisse  être,  dans  bien  des  cas,  d'aucune  utilité  pra- 
tique, elle  n'en  oUVe  pas  moins  un  grand  intérêt  théorique,  car 
elle  permet  de  se  rendre  compte  du  degré  de  difficulté  du  pro- 
blème. Bien  que  tous  les  raisonnements  n'exigent  pas  que  les 
intégrales  considérées  soient  analvliques,  c'est  à  celles-là  que  nous 
nous  limileions,  à  uioius  de  mention  expi'esse. 

I.  —  lîQCATtONS  LINÉAIRES  DU   PREMIER  ORDRE. 

437.  Méthode  générale.  —  Nous  avons  déjà  vu  que  l'intégration 
de  léqualion   houiogéne 

0.ri  0x2  dXii 

OÙ  X,.  X^.  ....  X„  sont  des  fonctions  de  x,,  x.^ x„.  et  l'in- 
tégration du  système  d'équations  difierentielles 

dj-,         drn  dj„ 


(2) 


sont   deux    problèmes    équivalents    (n°  393).   Si  /,,  f. /'„_, 

sont  {ji  — •  i)  intégrales  premières  distinctes  du   système  (2),  lin- 
tégrale  générale  de  l'équation  (1  )  est  une  fonction  arbitraire 

<i>(.A../V  ..../,-, 
de  ces  In  —  i)  intégrales. 
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On  peul  oblenir  conime.il  suit  l'intégrale  satisfaisant  à  la  con- 
dition de  Cauchj.  Supposons  les  coefficients  X,holomoiphes  dans 
le  domaine  d'un  système  particulier  de  valeurs  ^J,  .r",  .  ..,  ic",  le 
premier  coefficient  (X,)o  n'étant   pas   nul.    L'équation  (i)  élanl 

résolue  par  rapport  à  j— >  on  peut  lui  appliquer  le  théorème  géné- 
ral (n"  387);  il  existe  donc  une  intégrale  holomorplie  dans  le 
domaine  considéré,  se  réduisant,  pour  Xi^x^,  à  une  fonction! 
holomorphe  donnée  o(x.2-  Xa,  ...,  .r„)  des  (ii — i)  variables- 
Xn,  ...,  ,r„.  Pour  obtenir  cette  intégrale,  écrivons  le  système  (2) 
sous  la  forme 

i^  =  îî  ...  (/-r,,  ^  X„  _ 

dxt        Xi  d.Ti        Xi  ' 

les  seconds  membres  étant  liolomorphes  dans  le  voisinage  du 
système  de  valeurs  x",  x",  ...,  a?",  il  existe  un  système  d'inté- 
grales holomorphes  se  réduisant  pour  Xt=^x1  à  des  valeurs- 
données  Co,  G3,  ...,  C„  pourvu  que  les  modules  |C; — x°\  soient 
inférieurs  à  une  certaine  limite,  et  ces  intégi'ales  sont  des  fonc- 
tions holomorphes  de  x,  et  des  paramètres  Go,  C3,  ...,  G„ 
(n°  388),  qui  sont  représentées  par  des  développements  de  la 
forme 

(4)  2-,-=  C,  +  (.r,  —  :r;)P,-(3-,,  C2,  C,,  ...,  C„)         (  J  =  a,  3,  .  .  .,  n). 

En  résolvant  ces  («  —  1)  équations  par  rapport  aux  G,-,  on  obtient 
un  système  de  {n — i)  intégrales  premières  des  équations  (2), 
représentées  par  des  développements 

(5)  C/ =  .r,  +  (a-,  —  .tJ)  Q,-(a7i,  a-o,  .  .  .,  .r„)         (z"  =  9.,  3,  .  .  . ,  w), 

les  Q,  étant  des  fonctions  holomorphes.  Il  est  clair  que  la  fonc- 
tion ta  (Co,  G3,  ...,  G„)  de  ces  (n —  1)  intégrales  premières  est 
holomorphe  dans  le  domaine  du  point  (x",  ...,  ar,"),  et  se  réduit 
à  o(x-2,  X:i,  . . .,  Xn)  pour  x,=:  x". 

Gonsidérons  maintenant  une  équation  linéaire  quelconque 

(6)  P,j!l+P,i^_^...+  ,-.„il£-_R  =  o, 

OÙ  P,,  P2,  ...,  P«,  R  peuvent  dépendre  à  la  fois  des  variables 
indépendantes  Xt,  x^,  ■■■■,  x,,,  et  de  la  fonction  inconnue  z.  On 
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ramène  celle  équalion  à  la  forme  (i)aii  moven  d'un  arlifice  très 
souvent  employé  dans  l'étude  des  équalions  aux  dérivées  partielles. 
Vu  lieu  de  chercher  à  obtenir  directement  la  fonction  inconnue  ;, 
on  cherche  h  la  définir  |)ar  une  équation  non  résolue 

(/}  ^'(-.  ^>,^î.  ■  ■  --^'n)  =  o. 

la  fonction  V  des  («  +  i)  variables  z,  x,,  x-..  ....  ./„  éiaui  main- 
tenant la  fonction  inconnue.  De  celte  relation  on  déduit  en  diffé- 
rentiant 

ôX        0^   d:    _  ^^^  "^"    '^-    _ 

àxi    '    âz   âx,  '  '  "  (*,r„        c*;  (>./■„  ' 

1  ^-  ^-^  1  I  -    '         I  I      ■ 

el,  en  remplaçant- — ,  ...,- —  par  les  valeurs  tuées  cies  relations 
■       •         <*.ri  '  âx,,  '■ 

précédentes  dans  l'équation  {(\).  elle  devient 

(8)  F(V)=P,^+...+  P„^-R^=o. 

ôxi  Ox„  oz 

La  nouvelle  équation  est  de  la  forme  (i  ),  et  son  intégration  est 
équivalente  à  celle  du  svstème 

rf.r,         dx,  dxn         ciz 

nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  :  Si  u,, 
1/,.  ....  Ui,  sont  n  intégrales  premières  distinctes  du  sys- 
tème (9),  toute  fonction  z  des  n  variables  x^,  .x-,.  ....  j"„. 
définie  par  une  relation  de  la  forme 

Ii>  t  <!>(  «1.  Ui.  .  .  .,  Un)  =  o, 

oii  <ï>  désigne  une  fonction  arbitraire  de  u,.  u-..  ....  n„,  est  une 

intégrale  de  l'équation  (6). 

On  ne  peut  en  conclure  que  l'on  obtient  ainsi  toutes  les  inté- 
grales de  l'équation  (6).  En  efTet,  pour  que  la  fonction  implicite 
définie  par  la  relation  (-)  soit  une  intégrale,  il  n'est  pas  nécessaire 
que  l'on  ait  identiquement  F(V)^o;  il  suffit  que  la  condition 
F(\)i=o  soit  une  conséquence  de  l'équation  V  =  o.  Si.  par 
exemple,  on  prend  pour  V  une  intégrale  d'une  équation  de  la 
forme  F(V)=RY,  K  désignant  un  facteur  constant  différent  de 
zéro,  la  relation  ^^  =  o  définit  bien  une  intégrale  de  l'équation  (6). 
11  y  a   donc  lieu  d'examiner  si  la  relation  (lo)  peut  donner  toutes 

G..  II.  ii; 
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les  intégrales  de  l'équation  proposée.  Pour  établir  qu'il  en  est  bien 
ainsi,  sauf  dans  des  cas  exceptionnels  qui  seront  précisés,  imagi- 
nons que,  dans  les  n  fonctions  u^,  Un u„.  on  remplace  .3  par     . 

une  intégrale  de   l'équation  (tj);  les  résultats  obtenus    sont  des    1 

fonctions  L|,  L  o L  „  des  n   variables  x,.  Xj.  . . ..  x,i-  Si  nous 

rlémoiitrons  cpie  le  jacobien  de  ces  n  fonctions  esl  identiquement 
nul,  il  sera  prouvé  par  l;i  même  que  l'on  a  une  relation 


;(U, 


. ,  U„ ,)  =  o. 


et  par  suite  que  l'intégrale  considérée  satisfait  ii  une  relation  de  la 
forme  (  lo),  où  la  ("onction  arbitraire  '!>  aurait  été  remplacée  par  'L. 
Calculons  ce  jacobien  : 


^P\ 


-Pi- 


dux 
fJx„ 


«Un 


Pi- 


àu„ 


Le  développement  de  ce  déterminant  donne,  en  tenant  compte  des 
déterminants  partiels  qui  ont  deux  colonnes  identiques, 


D|'  Kl.  l(-2,    .  .  .,  Un) 


U{  Kl.  U-2,    .  .  .,  Un)  '^ 


D(  «1.  «2 U„) 


(Xu    .  ...Xi-u  -,  2-,^|, 


.,x„) 


Mais,  //,.  «27  ••••  <Jn  étant  a  intégrales  premières  du  système  (()"), 

on  a 

On,  du, 


P. 


„..,  èUi  dui  . 

p.,. ^...-)-P„ i- R =  0  (' = 

"  Oxn  ôXn  d: 


n  ), 


et  l'on  en  lire,  d'après  la  tliéorie  des  équations  linéaires  et  homo- 
gènes, 

R  —  1\ 


(i?.) 


D(  ui.  «2 


=  M 


D(!f,,  «2,   .  ..,Un) 

HiXx.X, Xn)  '^(a-i X,-i,S,  X,+  i X„) 

(j  =  i.  1.  .  ...  n). 

M  étant  une  fonction  de  Xf  x^.  ...,  Xn-,  ^,  que  l'on  peut  toujours 
calculer  quand  on  connaît  les  intégrales  premières  ^^(,  u-^.  ...,  ««. 
En  portant  les  valeurs  des  déterminants  déduites  des  équations  (12) 
dans  la  relation  (i  1),  il  vient 


1 1 2  bia  \ 


MA  =  R  — P,;,,— F,/A,  — ...— P„/)„. 
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Si  z  est  une  intégrale  de  l'équalion  (6),  le  second  membre  est 
uni,  et  par  siiile  celle  inlégnde  satisfail  à  l'une  des  deux  condi- 
tions A  =  o.  ou  M  =  o.  Dans  le  premier  cas,  comme  nous  venons 
de  le  démontrer,  celte  intégrale  esl  définie  par  une  reialion  de  la 
forme  (lo).  (^uanl  à  la  relation  M  =  o,  elle  ne  peuldéfinir  qu'une 
ou  plusieurs  fonctions  implicites  parfaitement  déterminées.  On 
voit  donc  qu'en  dehors  de  certaines  intégrales  exceptionnelles, 
ne  ilépemlanl  d'aucune  constante  ailiilraire,  toutes  les  intégrales 
de  réquation  (6)  satisfont  à  une  relation  de  la  forme  (lo).  Nous 
dirons  désormais  que  la  relation  (lo)  représente  l'/rt/e'j^'/'rt/e  géné- 
rale de  l'équation  ((i). 

Pour  voir  si  une  inlégrale  peut  satisfaire  à  la  relation  M  =  o,  considérons 
un  point  quelconque  de  cette  inlégrale  (j:J,  a:§,  ...,  xJJ ,  z^)  et  supposons 
que  tous  les  coefficients  P,,  Po,  ...,  P„,  R  sont  liolomorphes  dans  le  voi- 
sinage de  ce  système  de  valeurs  sans  être  nuls  à  la  fois  poiji'  xi^a:^, 
z  =  ^0-  Admettons  par  exemple  que  Pi  n'est  pas  nul  pour  ce  système  de 
valeurs.  On    peut    alors   résoudre  l'équation  (8)  par  rapporta  ^ — >  et,  en 

appliquant  les  théorèmes  de  Gauchy  (n°387),  on  voit  que  l'on  peut  prendre 
pour  «1,  i<o,  ...,  u,,  dos  fonctions  holomorphes  dans  le  domaine  de  ce 
système  de  valeurs.  Or  l'une  des  équations  (i?.)  peut  s'écrire 


le  déterminant  qui  est  au  second  membre  étant  liuloinoi  plie,  et  l'i  n'étant 
pas  nul  pour  x,  =  ,r".  z  =  ;,,,  il  s'ensuit  que  ce  système  de  valeurs  ne  peut 
annuler  M.  Gomme  le  point  Cr",  ...,  x%,  z^)  est  un  point  quelconque  de 
l'intégrale  considérée,  on  voit  qu'il  ne  peut  e\'-ler  d'intégrale  satisfaisant 
à  la  relation  \I  =  o  que  dans  les  deux  cas  suix.nas  : 

1°  Il  existe  une  fonction  ^  (.r, ,  x-^,  .  ..,  .r„,  z)  telle  que  tout  système  de 
valeurs  des  variables  a;,,  ;,  annulant  la  fonction  V,  annule  aussi  Pj,  P,,  .  .  . . 
P«  et  R.  Tous  ces  coefficients  sont  alors  divisibles  par  un  même  farteur. 
et  il  est  clair  qu'en  égalant  ce  facteur  à  zéro,  l'on  obtient  une  intégrale. 
Ce  cas  banal  n'ofl're  pas  d'intérêt. 

2°  Le  raisonnement  serait  encore  en  défaut  si  l'intégrale  définie  par  la 
reialion  V  =  o  était  telle  que,  dans  le  voisinage  de  tout  système  de  valeurs 
satisfaisant  à  cette  relation,  quelques-uns  des  coefficients  P,,  R  cessent 
d'être  holomorphes.  Ce  cas  peut  en  effet  se  présenter,  comme  on  l'établira 
un  peu  plus  loin  fn"  4:W,  p.  '171). 

438.  Interprétation  géométrique.  —  La  métliode  générale  qui 
précède  est   su^ceptiliic   d'une  interprétation  géométrique  simple 
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dans  le  cas  de  Féquation  à  trois  varialiles,  que  nous  écrirons  avec 
les  notalions  habiUielles, 

P,  Q.  R  élant  des  fonclious  des  trois  vanaljles  x.  ]'.  :.  Suit  S  une 
finrface  inO'grale  fjuelcou(|ue  ;  ['«'qualion  du  [dan  tangent  à  cette 
surface  élant 

r  -  z  ^  p(.\  —  X  )  ^  qy\  -  y). 

la  relation  (  i3)  exprime  que  ce  plan  langent  passe  par  la  droite  D 
représentée  par  les  équations 


(.4)  X-.^V_,_Z 


de  sorte  que  le  problème  de  l'intégration  de  celte  équation  (i3) 
peut  être  posé  de  la  lacon  suivante,  si  l'on  emploie  le  langage 
géométrique  : 

A  chaque  point  M  de  l'espace,  de  coordonnées  {x,  y,  z),  on 
fait  correspondre  un",  droite  D  issue  de  ce  point,  représentée 
par  les  équations  (i4)-  Déterminer  une  surface  S  telle  que  le 
plan  tangent  à  cette  surface  S  en  chacutï  de  ses  points  passe 
par  la  droite  D  relative  à  ce  point. 

Si  l'on  connaît  toutes  les  surfaces  jouissant  de  cette  propriété, 
on  a  par  là  même  l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire.  Le.s 
trois  fonctions  P,  Q,  R  déterminent  la  loi  suivant  laquelle  la 
droite  D  se  déplace  quand  on  fait  varier  le  point  M  :  ces  trois  fonc- 
tions sont  le  plus  souvent  des  fonctions  analytiques  de  .r,  r,  i, 
mais  il  suffit  pour  le  raisonnement  qu'elles  vérifient  les  conditions 
énoncées  dans  l'étude  des  équations  dillérentielles  in°^  1^89  et  s  ni  v.). 

L'énoncé  précédent  nous  conduit  à  chercher  les  courbes  Y  qui, 
en  chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  à  la  droite  D  corres- 
pondante; nous  les  appellerons  courbes  caractéristiques.  Nous 
allons  montrer  d'abord  que  toute  surface  intégrale  est  engen- 
drée par  des  courbes  caractéristiques.  Considérons  en  efTet  une 
telle  surface  S;  en  chaque  point  M  de  cette  surface,  la  droite  D 
correspondanle  est  située  dans  le  plan  tangent.  Nous  pouvons  donc 
nous  proposer  de  déterminer  les  courbes  de  celte  surface  qui,  en 


I.  —   i:quation"S  mnkaihes  du  piiicmieii  oRnui;.  >u  j 

cliacun  de  leur  points,  sont  tanyenlcs  à  l:i  droite  D  correspon- 
dante. Ces  courbes  s'obliendronl  pai'  l'intégration  d'une  équation 
dilTéretitielle  du  premier  ordre  (u"  370);  par  cliaque  point  de  S  il 
passe  dou('  en  général  une  courbe  et  une  seide,  siluée  tout  entière 
sur  celle  suj't'ace,  et  jouissant  de  la  propriéti'  énoncée.  11  est  clair 
(juc  ces  ciiurbes  sont  des  caractéristiques,  ce  qui  déuionlre  la  pro- 
position. La  réciproque  est  à  peu  près  évidente  :  si  une  surface 
est  un  lieu  de  caracti'uistiques,  le  plan  tangent  en  un  point  quel- 
conque de  cette  surface  contient  la  tangente  à  la  caractéristique 
située  sur  la  surface  qui  passe  par  ce  point,  c'est-à-dire  la  droite  D. 
I.c  problènii'  pioposé  est  donc  ramené  à  la  délerminalion  des 
courbes  caraclérisli(]ues. 

Les  équations  dillerentielles   de  ces  courbes  sont,  d'apiès  leur 
définition  même. 


i5) 


tir  _  dy  _  d:  _ 
'Y  ~  ~Q    ~  1\'' 


par  cluKjue  point  de  l'espace  il  passe  donc  en  général  une  caracté- 
ristique et  une  seule,  tangente  à  la  droite  D  correspondante. 
Supposons  que  l'on  ait  intégré  ces  équations  (i5)  et  soient  u  et  c 
deux  intégrales  premières  distinctes  de  ce  système;  l'intégrale 
générale  est  représentée  par  les  formules 

06)  H{T.y.z)  =  a.         i'(x.y.z)  =  b. 

a  et  ù  étant  deux  conslanles  arbitraires.  Les  caractéristiques,  qui 
dépendent  de  deux  paramètres,  forment  donc  une  co/igriierice 
(voir  p.  ■)5'i).  Pour  obtenir  une  surface  engendrée  par  les  courbes- 
de  celte  congruence,  on  doit  établir  entre  les  deux  paramètres  a 
et  b  une  relation  de  forme  arbitraire,  soit  o{a,  b)  =  o,  et  la  surface 
intégrale  correspondante  a  pour  équation  y(«,  v)^o.  C'est  bien 
le  ri'siiltat  f[ue  fournit  la  méthode  générale  du  paragraphe  pré- 
cédent. I  ar  (/  et  ^'  sont  ici  deux  intégrales  distinctes  de  l'équation 

au  au  du 

P  —  H-Q- hR  —  =  o. 

Ox        ^  dy  dz 

Exemples.    —    i"    Soit    l'équation   p.r -i- qy  =^  m:.   Les  équations  diffé- 
renlielles  des  caractéristiques 

d.T        dy         dz 
X  y         rnz 
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admettent    les  deux   intcLTales    premières   —  =  a.  =  b.    et   l'équation 

.r  .r"' 

générale  des  surfaces  intégrales  est  ^  =  x>"f(—  )  •  Si  m  =  i,  les  caracté- 
ristiques sont  des  droites  passant  par  l'origine,  et  les  surfaces  intégrales 
sont  des  cônes  ayant  leur  sommet  à  l'origine.  Si  «z  =  o,  les  caractéris- 
tiques sont  des  droites  parallèles  au  plan  des  xy  et  rencontrant  l'axe  Os: 
les  surfaces  intégrales  sont  des  surfaces  cono'ides. 

2°  Soit   l'équation  /)/  —  q.r  ^  a  =  o.   Les   équations   différentielles    des 
caractéristiques 

dx         dy  dz 

y         —  X        —  a 

admettent  les  deux  combinaisons  intégralilcs 

dy-ydx  _ 


X  dx  -+-  V  dv  =  o.  dz  —  o  - 


et  les  caractéristiques  sont  représentées  pai-  les  formules 

Y 
■^"-+-^'=Ci.  z  —  rt  arc  tang—  =  Co. 

Ce  sont  des  hélices  de  pas?. -(7  situées  sur  des  cylindres  de  révolulion 
avant  Oz  pour  axe,  et  l'intégrale  générale  se  compose  de  surfaces  liéli- 
coïdes  (  les  axes  de  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires).  Dans  le 
cas  particulier  oii  a  =  o,  les  caractéristiques  sont  des  cercles  ayant  leur 
centre  sur  Os,  et  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  des  xj.  Les  surfaces 
intégrales  sont  des  surfaces  de  révolution  autour  de  0-. 

3°  Trajectoires  orlhof;onales.  —  Soit 

(  17  )  Vi.x.  y.  z)  =  C 

l'équation  d'une  famille  de  surfaces  -,  dépendant  d'un  paramètre  arbi- 
traire ('.,  de  telle  façon  que  par  tout  point  de  l'espace  (ou  tout  au  moins 
d'une  portion  de  l'espace)  il  passe  une  de  ces  surfaces  et  une  seule.  Pro- 
posons-nous de  tiouver  une  autre  surface  S,  représentée  par  l'équation 

:;  =  tif.r.  y). 

qui  coupe  ortliogonaleineni  en  chacun   de  ses   poinl>   la  surface  S  passant 

parce  point.  Les  paramètres   directeurs  des  normales  aux   deux  surfaces 

dV    W     dF  ^,  ^   ,  ... 

étant  respeclivemenl  ^-  '  -—  ■>  ^-  pour  1  et  p.  r/, —  1  poui-  S.  la  condition 
'  dx     dy     dz  ' 

d'orlhoi,'onaHté  conduit  à  l'équation  linéaire 

dF  d?        àV 

'   dx         ^  dy         dz 
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)ui'hes  caractéristiques,  dont  les  énuations  clifléreiitielles  sont 


dx 

^  dy 

dz 

f>F 

e*F 

"    OV 

dx 

<^ 

Oz 

(19) 


«ont  des  courbes  qui,  en  chacun  de  leurs  points,  admettent  pour  tangente 
la  normale  à  la  surface  1  passant  par  ce  point. 

Supposons  par  exemple  que  l'on  ait  V{x,  y.  z)  =  c  /'(  ./■,  y  ),  la  fonction 
f(x,y)  étant  homogène  et  de  degré  m.  Les  équalijns  ilillërenlielles  des 
caractéristiques  sont  ici 

d.r        dv        z  dz 

en  tenant  compti"  de  lu  relation  d'Euler.  on  a  la  rombinaison  intcgrable 
.T  dx  -^y  dy  —  m  z  dz  =^  o. 

dy 

d'où   l'on    tire    l'intégrale  première   a^'-  —  y- — inz'-:=a.  D'autie   part,  -7- 

est  une   fonction   homogène  et  de  degré  zéro  des  variables  x,  y  ;  on  aura 
donc  une  nouvelle  intégrale  première  par  une  quadrature  (n°  365). 

4°  Il  e'if  quelquefois  possible  de  déterminer  les  courbes  caractéristiques 
sans  aucun  calcul ,  d'après  leur  définition  géométrique.  Soit,  par  exemple, 
à  déterminer  les  surfaces  S  telles  que  te  plan  tangent  en  un  point  quel- 
conque M  de  l'une  de  ces  surfaces  rencontre  une  droite  fixe  à  en  un 
point  T  également  distant  du  point  M  et  d'un  point  fixe  O  de  la 
droite  A.  Soit  M  un  point  de  l'espace;  il  existe  sur  la  droite  A  un  point  T, 
et  un  seul,  tel  que  TO  =  TM ,  et  ce  point  est  à  l'intersection  de  A  avec  le 
plan  mené  perpendiculairement  ausegment  OlM  en  son  milieu.  Soit  D  la 
droite  passant  par  les  deux  points  M  et  T;  le  plan  tangent  à  toute  surface 
répondant  à  l'énoncé  passant  au  point  M  contient  donc  cette  droite  D ,  et 
par  suite  ces  surfaces  s'obtiennent  par  l'intégration  d'une  éciiuation  linéaire. 
Les  tangentes  aux  courbes  caractéristiques  rencontrant  toutes  la  droite  A, 
ces  courbes  sont  des  courbes  planes,  situées  dans  des  plans  passant 
par  A.  Les  caractéristiques  situées  dans  un  de  ces  plans  sont  les  courbes 
intégrales  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  et  l'on  voit  aisé- 
ment, d'après  la  propriété  qui  les  définit,  (pie  ce  sont  des  cercles  tangents 
en  O  à  la  droite  A.  Les  surfaces  cherchées  sont  donc  engendrées  par  des 
cercles  tangents  en  O  à  la  droite  A. 

On  peut  disposer  de  la  (bnclion  ;irbilr;iire  '^(H,  t'  )  de  façon  que 
la  surface  intégrale  passe  par  une  courbe  donnée  F;  on  obtiendra 
celte  surface  en  prenant  le  lieu  des  caraclérisliques  passant  parles 
différents  points  de  celte  courbe.  Si  F  est  représentée  par  le  sys- 
tème de  deux  équations 

(20)  <t>(.r.  r.  -  )  =  o.  <1>,(.J-.  ^K.  ;  i  =  o. 
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tout  revient  à  reclierclier  la  relation  qu'il  faut  établir  entre  les 
deux  paramètres  a  et  b  pour  qu'une  caractéristique  rencontre  la 
combe  r.  Il  est  clair  qu'on  obtiendra  cette  relation  en  (''liminant  x, 
r,  ;  entre  les  deux  équations  (20)  et  les  équations  u  =  a^  v=b 
de  la  caractéristique.  Le  problème  n'admet  qu'une  solution,  ;i 
moins  que  la  courbe  F  ne  soit  elle-même  une  caractéristique.  Dans 
ce  cas  singulier,  il  suffit,  pour  avoir  une  surface  intégrale  passant 
par  r,  de  considérer  la  surface  engendrée  par  une  famille  de  carac- 
téristiques, dépendant  diin  paramètre  arbitraire,  et  dont  fait  partie 
la  courbe  F. 

43U.  Congruences  caractéristiques.  —  A  toute  équation  linéaire 
de  la  forme  (  1 .3  )  correspond  une  congruence  caractéristique 
formée  par  les  courbes  caractéristiques  de  celte  équation.  Inver- 
sement, toute  congruence  de  courbes,  c'est-à-dire  toute  famille  de 
courbes  dépendant  de  deux  paramètres  arbitraiies  a  et  b,  est  la 
congruence  caractéristique  d'une  équation  de  la  forme  (  1 3)  (  '  ). 
Supposons  en  ell'et  les  équations  qui  définissent  cette  congruence 
résolues  par  rappoit  aux  deux  paramètres  a  et  6, 

ii(x.  y.  z)  =  a.         i'{x.  }'■  z)  =  b: 

toute  surface  S,  engendrée  par  les  courbes  de  cette  congruence 
associées  suivant  une  loi  arbitraire,  est  représentée  par  une  équa- 
tion telle  que  c  =  ~(u),  et  l'on  en  déduit,  en  prenant  les  dérivées 
partielles  par  rapport  à  x  et  i  , 

(Je         (M'  ,  I  i)n         du     \  Ov         ôv  ,  /  du        du     \ 

L  élimnialion  de  -'(»  )  conduit  à  une  équation  linéaire 

D(».  y)  D(u,  i')  D(u,  (■)  _ 

Di^z.r)^"^  Di^.z)^-^  D{.T.y)-°- 

dont  la  congruence  donnée  est  évidemment  la  congruence  carac- 
téristique. 

Considérons  maintenant  le  cas  général  d'une  concruence  définie 


(  ')  Nous  supposerons  en  outre  que  par  un  poinl  quelconque  de  l'espare  (ou 
d'une  portion  de  l'espace)  Il  passe  une  de  ces  courbes,  ce  qui  n'anrail  pas  lieu 
si  elles  étaient  situées  sur  une  même  surface. 
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|);ir  (l(ni\  équations  de  forme  (|iielconfnie 

>i)  Ij(  .r,  j>-,  ;.  «,  /^)  =  o.  \  i  X.  y.  z.  a.  b)  =  o. 

Si  l'on  l'Ialilil  entre  les  deux  |)aianitiies  a  et  b  une  relation  de 
tonne  arbitraire  o  («,  b )  =  o,  on  aura  l'équation  d'une  surface  S 
enj^eiidrée  par  les  courbes  F  de  la  congruenoe  en  éliminant  «  et  6 
l'uire  les  équations  (21)  et  la  relation  o  =  o.  Toutes  ces  surfaces 
^alisfont  encore,  quelle  que  soit  la  fonction  »,  à  une  même  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Pour  obtenir  cette 
équation,  on  peut  procéder  comme  il  suit.  Les  trois  équations 

(  -fi)  U  =  o.         V  =  o.         v(a,  b)  =  o 

ilélinissent  trois  fonctions  implicites  ;,  a,  6,  des  variables  indé- 
jiendanles  x  ely,  et,  la  dernière  ne  renfermant  que  «  et  />,  on  a 
[lar  conséquent 

Dia,  b) 

D'autre  part,  si  l'on  difTérentie  les  deux  premières  équations  (22) 
par  I apport  à  ^  et  à  )',  on  peut  déduire  des  relations  obtenues  les 

,     àa     db     ôa     db  ,  , 

expressions  de  — >  — .  • — .  — au  moyen  de  x,  y.  :.  p,  a,  a,  o,  et, 

'  à.r     dx     Oy     Oy  •'  ;  ^  .>/'/'      ' 

en  remplaçant  ces  dérivées  par  leurs  valeurs  dans  le  détermi- 
nant (23),  on  arrive  à  une  nouvelle  relation 

'^(x.  y.  z,  p.  q.  a.  6 )  =  o. 

Il  n'y  aura  plus  qu'à  éliminer  a  et  b  entre  cette  relation  et  les 
deux  relations  (21)  pour  parvenir  à   une  équation  ne  renfermant 

que  X,  r,  z,  p,  (/, 

(24)  ¥(t,  y.  z.  p,q )  =  o, 

et  qui  s'applique  à  toutes  les  surfaces  engendrées  par  les  courbes 
de  la  congruence.  Il  serait  aisé  de  vérifier,  d'après  la  façon  même 
dont  cette  équation  a  été  obtenue,  qu'elle  se  décompose  en  un 
système  d'équations  linéaires  en  p  et  g^;  mais  cela  résulte  aussi  de 
sa  signification.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  par  un 
point  M  de  l'espace  il  passe  m  courbes  de  la  congruence,  et  soient 
D,,  Do.  ....  D„,  les  m  tangentes  à  ces  courbes  au  point  M.  Toute 
surface  engendrée  par  les  courbes  de  la  congruence  et  passant  au 
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point  M  doil  contenir  une  des  m  courbes  de  cette  congruence  qui 
passent  au  point  M,  et  par  conséquent  le  plan  tangent  au  |)oinl  M 
doit  passer  par  une  des  droites  D,,  Do.  . . .,  D,„.  Soient  1',.  Q,.  R, 
les  paramètres  directeurs  de  la  droite  D,.  Toute  surface  engendrée 
par  les  courbes  de  la  congruence  doit  donc  satisfaire  à  Tune  des 
m  équations 

(  -.'S  )  E,  =  Pip  -+-  Q/  7  —  R,  =  o         (  J  =  1 .  2.  .  .  . .  m  ). 

et  le  premier  membre  de  l'équation  (  24)  est  identique  à  un  facteur 
près,  indépendant  de  p  et  de  q,  au  produit  des  m  facteurs 
linéaires  E,,  Eo,  .  . .,  E„,.  Remarquons  d'ailleurs  qui!  sera  impos- 
sible en  général  de  séparer  analyliquement  ces  m  facteurs. 

Certains  problèmes  de  géométrie  peuvent  également  conduire  à 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  se 
décomposent  en  un  produit  de  facteurs  linéaires.  Reprenons,  par 
exemple,  le  problème  des  trajectoires  orthogonales,  en  considé- 
rant une  famille  de  surfaces,  dont  l'équation  F{x,y,  ;,C)  =  o 
renferme  le  paramètre  arbitraire  C  au  degré  m.  Poui-  obtenir 
l'équalion  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  qui  les  coupent 
orlliogonalemeni,  il  faut  encore  éliminer  C  entre  la  relation  F=:ij 

et  la  condition  v 

o¥  dV       dF  _ 

y  (i!r        ^(Ty  ~  (/T  ^  "' 

Par  un  point  M  de  l'esfjace  il  passe,  par  livpollièse,  m  surfaces 
de  la  famille  considérée;  soient  D,,  D2,  ...,  D,„  les  normales  à 
ces  m  surfaces.  Le  j^lan  tangent  à  une  surface  orthogonale  passant 
en  M  doit  renfermer  une  de  ces  droites;  l'équation  aux  dérivées 
partielles  se  décompose  donc  en  un  svstèmc  de  m  ('ipiations 
linéaires  en  p  et  q. 

Inversement  toute  ('quation  de  celte  espèce  fait  correspondre 
à  chaque  point  de  l'espace  m  droites  D,,D.>,  .  . .,  D,„,  et  elle 
expritne  que  le  plan  tangent  à  une  surface  intégrale  renferme  une 
de  ces  droites.  Si  nous  appelons  caractéristique  toute  courbe 
telle  qu'en  chacun  de  ses  points  elle  soit  tangente  à  lune  des 
m  droites  correspondantes,  les  raisonnements  qui  ont  été  employés 
[dus  haut  montrent  encore  que  toute  surface  intégrale  est  un  Heu 
de  caractéristiques.  Pour  obtenir  les  équations  différentielles  de 
ces  courbes,  il  n'est  pas  nécessaire  d'effectuer  la  décom[)Osition 
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(lu  premier  membre  de  l'équation  en  l'acteurs  linéaires.  En  eflel, 
<'n  exprimant  que  ce  premier  membre  est  divisible  par  le  facteur 
Vj>  4-(^)'/  —  R,  on  arrive  à  des  (■(|iialions  de  condition  homogènes 
en  r,  <^>,  11,  qui,  pour  chaque  point  {x,y,  -),  fournissent  m  sys- 
tèmes de  valeurs  pour  les  rapports  mutuels  de  ces  coefficients.  En 
remplaçant  dans  ces  conditions  P,  Q,  R  paries  quantités  propor- 
tionnelles d:r.  rfy,  d:-.  on  obtient  les  équations  différentielles  des 
<aractéristiques,  et  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles est  encore  ramenée  à  lintégration  d'un  système  d'équations 
dillérenlielles  ordinaires. 

La  théorie  précédente  explique  très  siiiipleiiHMil  comment  une  équation 
linéaire  (i3)  peut  avoir  des  intégrales  qui  ne  sont  pas  comprises  dans  l'in- 
tégrale générale.  Considérons  une  équation  aux  dérivées  partielles 

>r,)  F(a-.r. -,/>.?)  =  o 

dont  le  premier  membre  est  le  produit  d'un  certain  nombre  de  facteurs 
linéaires  en  ju  et  q,  non  analyliqucment  distincts,  et  soient 

(,7)        *  (..y. .,  g,  g)  =  o.       n'(..  r-  -  £.  g)  =  o 

les  équations  différentielles  des  caractéristiques  de  ce  système. 

Les  courbes,  qui  représentent  l'intégrale  générale  de  ce  système,  forment 
une  congruence,  qui  est  la  congruence  caractéristique  de  l'équation  (-26), 
et  l'intégrale  générale  se  compose  des  surfaces  engendrées  par  les  courbes 
de  celte  congruence  associées  suivant  une  loi  arbilraiie. 

.Mais  il  peut  se  faire  que  les  équation*  (■>.7)  admettent  des  intégrales  sin- 
gulières; c'est  ce  qui  aura  lieu  si  la  congruence  caractéristique  admet  une 
surface  focale  (S  ). 

Par  chaque  point  de  celte  surface  il  passe  alors  une  courbe  de  la  con- 
gruence caractéristique  tangente  à  cette  surface;  le  plan  tangent  à  |S) 
contient  donc  une  des  droites  D,  relative  au  point  de  contact,  et  par  suite 
(S)  est  une  surface  intégrale  de  l'équation  (16).  D'ailleurs,  elle  ne  fait  pas 
partie.au  moins  en  général,  des  surfaces  qui  forment  l'intégrale  générale  : 
c'est  une  intégrale  singulière. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 


(-.8)  P(^-—  -'-)  -^qi^r  =  z  \/.'--^y'--  ;')  =  o. 

qui  équivaut  en  réalité  à  deux  équations  linéaires.  On  peut  écrire  les  équa- 
tions difl'érentielles  des  caractéristiques 


(—'Sr= -[-($)']■ 


D72  CHAPITRE    X\II.    —    EQUATIONS   AUX    DKRIVEES    PARTIELLES. 

L'intégration  est  immédiate,  et  la  consiuence  caractéristique  est  formée 
par  les  lignes  droites 


-  =  C.         _)■  =  Ct.T  ziz  z  y/ 1  ^-  Cf. 

qui  sont  parallèles  au  plan  des  xy,  et  tangentes  au  cône  x-^y-^=z^. 
L'intégrale  générale  se  compose  des  surfaces  conoïdes  engendrées  par  ces 
droites,  et  il  y  a  une  intégrale  singulière,  le  cône  lui-même. 

Le  coefficient  de  ç  dans  l'équation  (28)  n'est  pas  hoiomorphe  dans  le 
voisinage  d'un  point  quelconque  (a-Q,  yo,  ^0)  de  ce  cône;  ce  qui  confirme 
une  remarque  antérieure  (n"  437). 

II.  —  EQUATIONS  AUX  DIFFERENTIELLES  TOTALES.       "^ 

440.  Étude  de  l'équation  dz=z  PlcIx -\-]i  dy.  —  Lexislence 
des  intégrales  d'un  système  complètement  intégrable  d'équations 
aux  différenlielles  totales  a  été  établie  plus  haut  (n°  386).  L'inté- 
gration d'un  pareil  système  se  ramène  à  l'intégration  de  plusieurs 
systèmes  d'équations  différenlielles  ordinaires,  à  une  seule  variable 
indépendante.  La  méthode,  que  nous  allons  développer  dans  le  ca* 
le  plus  simple,  s'étend  d'elle-même  au  cas  général. 

Soit  l'équation 

(  29 )  dz  =  \{t.  y.  z)  dx  -^  ïi{x.  y.  z)  dy. 

OÙ  z  est  une  fonction  à  déterminer  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  V.  Celte  équation  est  équivalente  à  deux  relations  dis- 
tinctes : 

no)  ^^  =  k(x.y.z).  ^^^  =  ÏHx.,y.z). 

Toute  inlégrale  commune  à  ces  deux  équations  satisfait  donc  aussi 
aux  deux  nouvelles  équations 

d'-z    _  dA        t^A  O'^z     _  ^  ^.  £5  . 

dx  dy        d\'         dz  Oy  dx        dx    '    dz 

el  par  suite  à  la  relation 

(3.,  !^^^J:B  =  ^-^f.A. 

dy        dz  ox        dz 

Si  celte  relation  ne  se  réduit  pas  à  une  identité,  les  intégrales  de 
l'équation  proposée  (29)  ne  peuvent  être  prises  que  parmi  les  fonc- 
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lions  itnpiiciles  définies  par  l'cqnalion  (3i  i;  on  peut  donc  toujours 
reconnaître,  par  des  calculs  d'élimination,  si  les  équations  (3o) 
ont  une  intégrale  coininiine.  l'ar  exemple,  l'équation 

dz  =  z  dx  -^  (z"-  -^a''-)  dy 

admet  l'intégrale  s  =  o  si  a  =  o,  et  n'admet  pas  d'intégrale  si  a 
n'est  pas  nul.  Mais,  pour  que  ces  équations  admettent  une  infinité 
<rinlcgrales  dépendant  d'nne  constante  arbitraire,  il  est  nécessaire 
que  la  relation  (3i)  soit  vérifiée  identiquement.  S'il  en  est  ainsi, 
l'équation  ('29)  est  dite  complètement  intégrable. 

Pour  obtenir  toutes  les  intégrales,  faisons  d'abord  abstraction 
<le  la  seconde  des  équations  (3o),  et  considérons  seulement  la  pre- 
mière. Elle  constitue,  si  l'on  y  regarde  la  variable  y  comme  un 
paramètre,  une  équation  différentielle  du  premier  ordie  entre  la 
variable  indépendante  x  et  la  fonction  inconnue  :;  ;  elle  admet  donc 
une  inliuilé  d'intégrales  z^ts{x,  ),  C  )  déjjcndant  d'une  constante 
arbitraire    C,   que    l'on   peut    remplacer    par    une    fonction    cpiel- 

conque   t([  )' )   de  la    variable    )'.    car  l'expression    de  —  reste  la 

même  quand  on  remplace  C  par  une  fonction  de  )'.  Tout  revient 
donc  à  déterminer  celte  fonction  in  y  )  de  telle  façon  que  la  dérivée 
de  la  fonction  ;  =  -j[a:",  )",  »(>')]  par  rapport  à  y  soit  égale 
à  B(,r,_^',  cf),  ce  qui  conduit  à  l'équiition 

tjue  1  on  |jeut  encore  écrire 

do 

<3-^^  ^> ôl — ■-■ 

du 

Nous  allons  montrer  que  le  second  membre  de  celte  relation  ne 
dépend  que  des  variables  >'  et  h;  il  suffit  de  vérifier  que  la  dérivée 
par  rapport  à  r  est  nulle  identiquement,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

(33)     -if ! —  ~ — T-  )  —     B(x.  y.  01 -\  - — ■-  =  o. 

du\d.r         do    dx         àx  dy  J         ^     ^     ^       ■  dyjdudx 

D'après  la  façon  même  dont  la  fonction  o(x,  y,  u)  a  été  obtenue, 
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nous  avons  la  lelatioii 

ào 
Ci-'l)  -^  =  A(37.  ;'.  œ). 

qui  est  vtTifit'e,  quels  que  soient  a\  )",  ;/  :  on  en  déduil 


do.-  dy 

= 

dy 

+ 

d's> 

d^ 
dr 

dx  du 

= 

d.\ 
d^ 

do 
'dît 

I  •  I  do        d'~o  d^'f  ,  ,  .     .  i  1 

tn  remplaçant  -~-t  '—j  '—  par    les   valeurs    précédentes,    la 

'       *  d.v      dx  dy      du  dx    '  '  ' 

relation  à  vérifier  se  réduit  à 

dy         do     I 


do_  /£B        t*B  àk 

du  \dx        d 


et  le  second  facteur  est  identiquement  nul.  en  vertu  de  la  condi- 
tion d'inlégrabilité  (  3i  ).  L'équation  (  3a  )  est  donc  de  la  forme 

(35)  '^  =  ¥{y.uy. 

soit  M^i]>(  V,  C  )  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  C  étant 
une  constante  indépendante  à  la  fois  de  .r  et  de  y.  Il  suffira  de 
remplacer  u  par  •];  (  y,  C)  dans  la  fonction  C5(,r,  )•,  a)  j)Our  avoir 
l'intégrale  générale  de  l'équation  complètement  intégrable  (29), 
et  nous  voyons  que  l'intégration  de  cette  équation  se  ramène  à 
V intégration  successii'c  de  deux  équations  différentielles  ordi- 


naires  (34)  e<  (35). 
Exemple.  —  Soit  l'équalion  aux  ilifféicnlielles.  totales 


(  3,-, )  dz  =  1±^  dx  ^  fiiZli^  dy. 

,^xy  l  +  .ry      ■^ 

qui  est  équivalante  au  système 

,  àz         I -t- )•-:  dz        x{z  —  x) 

(jf)  )  — -  = — -i  -—  = 

dx         I    -  xy  dy  1  -h  .ri 

La  condition  d'inlégrabilité  est  vérifiée,  et  la  première  des  équations  (j6'), 

....  dz        ,  .,,.,, 

qui  est  linéaire  en  z  et  — >  admet  pour  inlegr;uc  générale 
dx 

•s=—  —  -!-"(j)(i  +  a-/). 
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ni  y  )  éUuiL  une  fonction  arbitraire  de  >'.  En  portant  cette  valeur  de  3  dans 

11        ■ .          •■     ■         ''"          '                    ..               •          ,              '        ..     I  .•      . 
la  deuxième,  il  vient  -; =  o,  et  Ion  en  tire  u(y  )  = L..  L  inte- 

dy  yi  '-^  '  y 

grale  ;;énérale  de  rùqualion  rSI)^  est  donc,  C  désignant  une  constante  arbi- 
traire, 

'.;)  z  =  .T^C{i  +  xy). 

Le  problème  |)récé(lent  peut  aussi  être  interprété  géométrique- 
iiieiil.  Pour  faciliter  le  langage,  nous  appellerons  encore  surface 
inlf'grale  toute  surface  représentée  par  une  équation  ;  ^f(^x^  j'), 
la  fonclion  fl^X-,  y)  étant  une  intégrale  de  l'équalion  (39).  Les 
deux  conditions  (3o).  ou 

/)  =  A  I  .T.  y.  z).         q  =  B(3-.  )•.  z  1. 

expriment  tj^ue  le  plan  tangent  à  la  surface  intégrale  S  en  un 
point  (.r,  r,  z)  de  cette  surface  coïncide  avec  le  plan  P  ayant  pour 
é(pMliiiii 

îs,  Z  —  -  =  A(X— 3-)-+-B(Y  —ri, 

de  sorte  que  le  prohièine  de  lintégration  de  léquation  (  29)  est 
équivalent  au  problème  de  géométrie  suivant  : 

A  tout  point  (x,  r.  :■)  de  l'espace  on  fait  correspondre  le 
plan  P  passant  par  ce  point,  qui  est  représenté  par  l'équa- 
tion (3<S).  Trouver  les  surfaces  S  dont  le  plan  tangent  en 
chaque  point  {x,r,  z)   est  le  plan  P  correspondant  à  ce  point. 

L'énoncé  est  analogue  à  celui  du  n"438.  Mais,  dans  le  cas  actuel, 
le  problème  n'est  pas  toujours  possible.  Lorsque  la  condition  d'in- 
tégrabililé  (3i)est  vérifiée,  il  existe  en  général  une  intégrale  et 
une  seule  de  l'équation  {■iÇ))  prenant  une  valeur  donnée  ^o  pour 
un  système  de  valeurs  données  (j,'„,  )o)  des  variables  x,  y.  Par 
tout  point  de  l'espace  il  passe  donc  en  général  une  surface  intégrale 
et  une  seule. 

Considérons  par  exemple  une  famille  de  courbes  gauches  I', 
dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires  a  et  b,  représentées  par 
un  système  de  deux  équations 

(  Î9)  u{.r.  y.  z\  =  a.         i'{jr,  y,  z)  =  Ij. 

de  telle  sorte  que  par  tout  point  de  l'espace   i  ou  d'une  région  de 
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l'espace  i  il  passe  une  courbe  de  celte  famille  el  une  seule.  Il 
n'existe  pas  toujours  une  famille  île  surfaces  S  admettant  ces 
courbes  F  pour  trajectoires  ortliogonales.  Eu  elTet,  le  plan  langent 
à  la  surface  S  passant  par  un  poinL  doit  coïncider  avec  le  plan 
normal  à  la  courbe  F  passant  par  le  même  point.  Nous  sommes 
donc  conduits  à  un  cas  particulier  du  problème  précédent,  ce  qui 
prouve  qu'une  congruence  de  courbes  donnée  arbilrairement  n'est 
pas  formée  en  général  par  les  trajectoires  orthogonales  d'une 
famille  de  surfaces.  Le  plan  tangent  à  la  surface  S  passant  au 
point  (  X,  )',  z)  doit  être  perpendiculaire  aux  plans  langenls  aux 
deux  surfaces  (Sg)  qui  passent  par  la  tangente  à  la  courbe  F.  On 
a  donc  les  deux  conditions 

Ou  du  ou  d\'  rJv  àv 

).r  '  rjy  ^  Oz 

en  supposant  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires.  On  déduit 
de  ces  équations  les  valeurs  àe  p  el  de  q, 

p  =  \(x.y,z),  (j  =  'B{x.  y.  z). 

et  la  condition  (3i)  doit  être  vérifiée  identiquement  pour  que  le 
problème  soit  possible. 

Prenons  par  exemple  la  famille  île  courbes 

X  =  aZ.  \  =  b'I. 

X,  V,  Z  désignant  des  fonctions  fies  vaiiables  a-,  y,  z  respectivement.  La 
méthode  précédente  donne  les  valeurs  suivantes  de  p  et  de  q, 

XZ'  YZ' 

^=-X^'  '^=-—L' 

et  l'équalion  aux  différcnlielles  totales  peut  s'écrire 

Z  dz        X  dx        Y  (/y  _ 

Il  est  clair  que  cette  équation  est  comiilétement  iiilégrable.  et  l'intégrale 
générale  s'obtient  par  des  quadratures 

f^d.-.f^.dx-fl,dy=C. 

441.  Méthode  de  Mayer.  —  La  méthode  précédente  exige  deux  intégra- 
tions successives;  on  peut  remplacer  ces  deux  intégrations  par  une  seule, 
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en  opérant  comme  il  suit.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  les  coeflicienls 
Kix,  y,  s)  e\.B{x,  y,  z)  holomorphes  dans  le  domaine  du  point  (a^oiju,  z„)\ 
il  existe  alors  une  surface  intégrale  et  une  seule  So  passant  par  le  point 
(■'^o.  yoi  ^o),  lorsque  la  condition  (3i)  est  satisfaite,  l^a  méthode  de  Mayer, 
pour  obtenir  cette  surface,  revient  à  déterminer  d'abord  les  sections  faites 
dans  cette  surface  par  des  plans  parallèles  à  O-  passant  par  le  point 
(•■'^85  y»^  -o)-  Soit  r  la  section  de  S,,  par  le  plan 

(4°)  y—yii=m(x~-Xa), 

où  m  a  une  valeur  donnée;  le  long  de  celte  courbe  T,  on  a  dy  =  mdx^ 
et,  en  remplaçant^  et  dy  par  les  valeurs  précédentes  dans  l'équation  (29), 
on  obtient  la  relation 

rf-  =  1  k\x^  ya^  mix  — ■  a"o ),  ~ ] 

+  m  B[^,  _Ko+  '"-{x  —  ,ro),  s]  j  dx, 

qui  est  vérifiée  aussi  tout  le  long  de  la  courbe  F.  Mais  cette  relation  ne 
renferme  que  les  deux  variables  :r  el  -;  c'est  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre,  dont  l'intégration  fera  connaître  la  courbe  F.  Soit 

(42)  ;  =  -f  (J-;  x„.   l'o.  ;„■  '«  ) 

l'intégiale  de  celle  équation  qui  se  réduit  à  Z(,  pour  j-  =  a7n.  La  courbe  F 
est  représentée  par  le  système  des  deux  équations  (  |0|  et  (42);  la  surface 
cherchée  S,  élant  le  lieu  de  la  courbe  F  quand  on  fait  varier  le  para- 
métre ni,  l'équation  de  cette  suiface    s'obtiendra   en    éliminant  m  entre  les 

équations  (  (O)  et  (î.i  );    il   suffit    pour   cela  de    remplacer   m    pai-    — 

X  J",) 

dans  l'équalion  (4i)-  Cette  méthode  oITic  une  analogie  évidente  avec 
celle  qui  a  été  indiquée  pour  l'intégration  des  différentielles  totales 
P(.r,  )•)  dx  H-  Q  {x^  y)  dy  (I,  p.  384).  On  pourrait  encore  la  généraliser  en 
remplaçant  les  plans  parallèles  à  Oz  par  des  cylindres  ayant  leurs  généra- 
trices parallèles  à  0-  et  passant  au  point  donné  (a?o,  J'u,  -Zo)- 

Keprenons    par  exemple   l'équation  (36),  et  supposons   a?o=Ko  =  o.    En 
posant^  =  mx,  dy  =  m  dx,  celle  équation  devient 

i/z  iinxz  I  —  inx- 

dx         1  -+-  //(  X-         1  -^  m  x- 

c'est  une- équation  linéaire  dont  l'intégration  n'offre  aucune  difficulté,  et 
l'intégrale  qui,  pour  j"  =  o  se  réduit  à  ^0,  a  pour  expression 

j  =  .r  -+-  J|)(  '  +  "'■'"''  >• 

La  surface  So  a  donc  pour  équation  j  =  r  -H  Coi  '  -^  xy),  fit  nous  retrou- 
vons le  résultat  obtenu  par  la  première  méthode. 

G.,  II.  ^7 
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442.  Étude  de  l'équation  Pdx  +  Qdy  +  Rdz  —  o.  —  Le 
problème  de  Fintégralion  d'une  éqiialion  aux  difFérenlielles  totales 
peut  être  posé  sous  une  forme  plus  générale  el  plus  symétrique. 

Soient  P(aj,  >',  z),  Cl(x,y,  z),  'R{x,  y,  z)  trois  fonctions  des 
variables  x,  >-,  z;  intégrer  l'équation 

(43)  V(x.  y.  z)  dx  -^  Q(^,  y,  ^)  ày  +  Vy{x,  y^z)  dz  ^o, 

c'est  trouver  une  relation  F(j:',  r,  ;)  =  o  entre  ic,j',  s,  qui  entraîne 
entre  ces  trois  variables  et  leurs  différentielles  dx^  dy.  dz  la  rela- 
tion proposée.  Si  la  fonction  F  contient  la  variable  z.  on  peut  y 
regarder  x  eV y  comme  deux  variables  indépendantes  et  z  comme 
une  fonction  de  ces  deux  variables,  et  l'on  voit  que  cette  fonction 
doit  satisfaire  à  l'équation 

dz  =——dx——dv 

•qui  est  de  la  forme  (29).  La  condition  d'intégrabilité  (3i)  devient, 

P  O 

en  remplaçant  A    par  —  -^  el  B  par  —  ^,   el   en  développant  les 

calculs, 

Cette  condition  reste  la  même  quand  on  permute  circulaire- 
rnenl  rr,  i,  5  et  P,  Q,  R;  on  l'aurait  donc  obtenue  aussi  si,  au  lieu 
de  regarder  ;  comme  la  fonction  inconnue,  on  avait  pris  l'une  des 
variables  x  ou  y  pour  inconuue.  Le  problème  de  l'intégration  de 
l'équation  (4'^>)  ne  diflere  donc  pas  au  fond  du  problème  déjà 
traité;  mais,  en  écrivant  ainsi  une  équation  aux  différentielles 
totales,  il  n'est  pas  nécessaire  de  spécifier  quelles  sont  les  variables 
indépendantes  choisies. 

La  condition  (44)  intervient  dans  une  question  qui  offre  un  lien 
étroit  avec  la  précédente.  Etant  donnée  une  exj^ression 

P (  X.  y )  dx  -+-  Q(x,y)dy, 

nous  avons  vu  (n"  374  et  )J88)  qu'il  existe  toujours  une  infinité 
de  facteurs  ^{x,y)  tels  que  le  produit  ij.  (  P  o?j;  +  Q  rfj)  soit  la 
■dillerentielle  totale  d'une  fonction  des  deux  variables  X,y.  Quand 
on  passe  de  deux  à  trois  variables, il  n'en  est  plus  ainsi  en  général. 
•Considérons  en  effet  trois  fonctions  P,  Q,  R  des  variables  x,  y,  z; 
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|)Oui- f|uc  le  prodiiil  <x (P dx -^  Q r/y -{- i\  d :•)  soil  une  difleren- 
iielle  exacte,  le  facleur  •j.(x.  y,  z)  doil  satisfaire  aux  trois  condi- 
lions 


Oz  Oj  0.r  dz  ày  àx 

Si  lûn  ajoute  ces  trois  équations,  après  les  avoir  nmltiphées 
|i;ir  I'.  O,  R,  on  retrouve,  en  divisant  par  'jl,  la  condition  d'inté- 
j;rrtbilité  (44)-  Cette  condition  est  donc  nécessaire  pour  que  le 
trinôme  V  dx -i- Ç^dy  ~r  ^dz  admette  un  facteur  intégrant.  Elle 
est  aiissi  suffisante.  En  effet,  si  elle  est  vérifiée,  l'équation  (43) 
est  complètement  intégrable.  Soit 

ii-.i  ¥{x,y,z)  =  C 

l'intéarrale  îrénérale  de  cette  énuation.  Les  valeurs  de  -^  et  de  — 

P 

déduites  de  l'équation  (45)  doivent  être  identiques  aux  valeurs  —  jr 
et  —  -^tirées  de   l'équation   (43),  puisqu'on   peut  disposer  de   la 

constante  arbitraire  C  de  façon  que  la  surface  intégrale  passe  par 
un  point  quelconque  de  l'esp.ice.  Il  faut  pour  cela  que  l'on  ait 

F^  _  f;  _  FI  _ 

ou  dF  =^ 'J-IP  dx -^  Ç^dy -r-^  dz);  le  facteur  ;j.,  qui  est  égal  à  la 
valeur  commune  des  rapports  précédents,  est  donc  un  facteur  inté- 
grant. En  reprenant  les  raisonnements  du  n"  374,  on  verrait  de 
même  qu'il  existe  une  infinité  de  facteurs  intégrants,  qui  sont  de 
la  forme  u-;r(F),  —  étant  une  fonction  arbitraire. 

La  condition  d'intégrabilité  (44)  est  un  iniariant,  relativement  à  tout 
changement  de  variables.  Considérons  en  elict  une  transformation  définie 
par  les  formules 

(ilil  a- =/(a.  c.  iv  I.         y  =  '^{u.v.w).  z  = 'h{u,  v.  i.v  \. 

le  jacobien  des  fonctions  /,  œ,  6  par  rapport  à_  h,  p,  w  n'étant  pas  nul 
identiquement.  Le  trinôme  V  dx  -<- Q  <i|' +  R  cf-  se  change  en  une  expres- 
sion de  même  forme  Pi^M-i- Qiûfp  +  R,«fip,  P|,  Qi,  Rj  étant  des  fonc« 
lions  de  u,  p,  w.  Cela  posé,  si  la  relation  (44)  est  vérifiée,  la  relation  ana- 
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logue 

^^'  'Vd.r  de/        ^^\da         0»)  '  \  Ov  du    I 

est  aussi  vérifiée  identiquement.  On  pourrait  s'en  assurer  par  un  calcul 
direct  (I,  Cliap.  IH,  p.  162,  ex.  19),  mais  cela  résulte  aussi  de  la  signi- 
fication de  cette  condition.  En  effet,  si  la  relation  (44)  est  vérifiée,  il  existe 
deux  fonctions  \xi  .r,  y,  c)  et  F (x,  y,  z  )  telles  que  l'on  ait 

;jl(  P  rf.r  -I-  Q  dy  +  R  f/;  1  =  rfF. 

Si  l'on  effectue  le  changement  de  variables  défini  par  les  formulas  (4(3  '■ 
les  fonctions  ;ji  et  F  se  changent  en  deux  fonctions  ;ii(  h,  i*.  n),  Fi' ;/,  p,  ir  1 
des  nouvelles  variables,  et  l'on  a  identiquement  d¥  =  d¥\.  L'identité  pré- 
cédente devient  donc 

;xi(P,  rf«  +  Q,  <:A  -hR,  dw)  =  «rfF,. 

et  par  suite  le  trinôme  Pirf«+  Qirfi'-;-  R,  rfiv  admet  un  facteur  intégrant  : 
ce  qui  montre  que  Pi,  Qi,  Ri  satisfont  aussi  à  la  relation  (\-). 

Cette  remarque  permet  de  présenter  la  méthode  d'intégration  du  n"  440 
sous  une  forme  plus  générale.  Supposons  en  effet  que,  par  un  changement 
de  variables,  on  ait  mis  le  trinôme  P  </.r -H  Q  c^ -i- R rfs  sous  forme  d'un 
binôme  Vidu-\-  Qi  c^p,  ne  renfermant  plus  que  deux  différentielles  a?«  et  rfi'. 
Dans  la  relation  (47),  on  doit  supposer  Ri=  o,  et  cette  relation  se  réduit 
à  Pi  ^ii  =  Q,  — i,  ce  qui  montre  que  le  rapport  des  deux  coefficients  P, 

et  Qi  est  indépendant  de  ic.  L'intégration  de  l'équation  aux  différenliellcs 
totales  proposée  est  donc  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  de  la 
forme  dv  -^-  tz{u ,  c)  du  =  o,  c'est-à-dire  d'une  équation  différentielle  ordi- 
naire. 

Tout    trinôme    tel    que    P  dx -*- (^dy -h  K  dz    peut    être    ramené    à   un 
binôme  P,  (/k -1- Qi  rfi- d'une   infinité   de   manières.    On    peut  par  exemple- 
procéder  comme  il  suit.  On  détermine  d'abord  deux  fonctions  [xix.  y.  z) 
et  F{x,  y,  z),  telles  que  l'on  ait,  quels  que  soient  dx  et  dy, 

àF  OF 

—  dx  +  —dy  =  ii[P(x.  y.  z)dx  +  q(x.  y,  z)dy]: 

cela  revient  en  réalité  à  intégrer  l'équation  différentielle  P  dx  -f-  Q  dy^=o, 
z  étant  considérée  comme  un  paramétre.  On  écrit  encore  l'équation  précc- 
denle 

dF  H-  (11  R  -  —)  dz  =  ix{  Pdx-^q  dy  ^B.dz). 


et  si  l'on  prend  un  nouveau  système  de  variables  indépendantes,  F{x,y,zy 
et  z  étant  deux  de  ces  variables,  on  voit  que  Pdx-^-Qdy-i-  R  dz  est  bien 
remplacé  par  une  expression  où   ne    figurent   plus   que   les   deux  différcn- 
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tielles  (IF  el  tlz.  Ce  procédé  peul  être  varié  île  bien  des  façons.  Ileslclair. 
par  exemple,  que  l'on  peut  commencer  par  intéf;rer  l'une  ou  l'autre  des 
deux  équations 

()  dy  +  R  rfs  =  o.         P  d.v  -h  l\  dz  =  o : 

•cette  dernière  méthode  est  en  réalité  identique  à  la  méthode  du  n°  440. 

On  peut  aussi  rattachera  la  remarque  qui  précède  une  élégante  méthode 
<rintéi;iation  due  à  M.Joseph  Bertrand.  L'équation  (43)  étant  supposée 
•C(>in()lclement  intégrable,  ou  commence  pai' intégrer  l'équation  linéaire  aux 
dérivées  partielles 


OQ        oiR 


Soient  /(  et  r  deux  intégrales  distinctes;  entre  les  deux  relations 
X(î<)  =  o,         X(i')  =  o, 
et  la  condition   d'intégrabilité   (44)'  '^"^   peut  éliminer  les  trois  différence» 

<)R        dp        OP        àQ 

(J.r         dz         dy         dx 

ce  qui  conduit  à  l'égalité 

'/;/  on  du 

~r  1)^  'ôi 

()v  dv  àv 

d.v  dy  dz 

P  Q  R 

11  existe  donc  deux  fonctions  A  el  ;ji  telles  que  l'on  ait  à  la  fois 

.  du 


<49)     I' 


■j.—,       Q=.).: 


R  =  >. 


oy        '   dy 
cl  nous  pouvons  écrire  l'équation  proposée 

).  du  -H  ;j.  di'  =  o. 

>. 
Or,  nous  avons  vu  que  le  rapport  -  ne  doit  dépendre    que  des  variables 

ji,  f,  et  l'on  est  ramené  à  une  équation  différenlielle  entre  u  et  v  ('). 


{ '  )  La  méthode  de  J.  Bertrand  a  une  interprétation  géométrique  très  simple. 
Les  axes  de  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires,  soit  V  le  vecteur  de  com- 
posantes P,  Q,  H  ayant  pour  origine  le  point  or,  y,  z.  Toute  surface  intégrale  S 
passant  par  un  point  M{x.y,  z)  de  l'espace  est  normale  au  vecteur  V  ayant  son 
origine  en  ce  point,  et  réciproquement  toute  surface  normale  en  chacun  de  ses 
j)oiuts  au  vecteur  V  correspondant  est  une   surface   intégrale  de  l'équation  (!\i). 
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Cette  méltiode  paraît  plus  compliquée  que  la  précédente  puisque  l'inté- 
gration de  l'équation  (48)  exige  d'abord  l'intégration  d'un  système  de  deux 
équations  dilTérentielles  du  premier  ordre.  Mais  elle   est  plus  symétrique 

Consitlérons  en  même  temps  le  vecteur  tourbiUon  G  d'origine  j:,j'^    z   dont    les 

.       .  ,  -)Q        cm    f)R        «yP    i)P        f)Q  ,.  ,    , 

proiections  sur  les  axes  sont  --^ >- • — i ^;  une  ligne  de  /our- 

'  ()z        Or    dx        iiz-     uy        itx  ° 

hllton  est  une  ligne  dont  la  tangente  eji  chaque  point  est  confondue  avec  la  ligne 
d'action  du  vecteur  tourbillon  issu  de  ce  point,  et  une  surface  de  tourbillon.  Z 
est  une  surface  engendrée  par  des  lignes  de  tourbillon,  ou  dont  le  plan  tangent 
en  chaque  point  contient  le  vecteur  tourbillon  (  n"  438).  Cela  posé,  la  condition 
d'intégrabilité  (44)  exprime  que  le  vecteur  {V,  Q,  U)  et  le  \ecleur  tourbillon  Ç 
issus  d'un  même  point  de  l'espace  sont  rectangulaires.  Si  cette  condition  est 
vérifiée,  il  est  évident  que  les  surfaces  cherchées  S  sont  aussi  des  surfaces  de 
tourbillon.  La  méthode  de  J.  Bertrand  consiste  précisément  à  déterminer  d'abord 
les  surfaces  de  tourbillon  les  plus  générales,  puis  à  cboisir  la  fonction  arbitraire 
dont  dépendent  ces  surfaces  S  de  façon  qu'elles  soient  normales  en  chaque  point 
au  vecteur  (  P,  Q,  R). 

Cette  interprétation  permet  aussi  de  retrouver  très  aisément  la  condition  d'in- 
tégrabilité. Il  est  évident,  en  effet,  que  les  surfaces  S  peuvent  être  définies  par  la 

propriété  suivante  :  l'intégrale  1=    /    V  dx -^  (Idy+ïK  dz,  prise   le   long   d'une 

ligne  quelconque,  fermée  ou  non,  située  sur  S.  est  nulle.  Les  surfaces  de  tour- 
billon S,  de  leur  côté,  sont  des  surfaces  telles  que  la  même  intégrale,  prise  le  long 
d'une  ligne  /e/'mee  quelconque  située  sur  S.  est  nulle.  En  efi'et,  d'après  la  for- 
mule de  Stokes,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  (I,  n«  139,  p.  35o) 
<|u'on  ait,  en  chaque  point  de  H, 

(dT  -  7^)  ™"  -^[71^-  ïïl)  ""^  +  (^  -  dij  '""'  =  °' 

a,  p,  Y  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale,  et  cette  relation  exprime  que 
la  ligne  d'action  du  vecteur  tourbillon  G  est  dans  le  plan  tangent  à  la  surface. 
Cela  étant,  il  est  clair  que  toute  surface  S  est  aussi  une  surface  de  tourbillon.  Si 
donc  il  passe  une  surface  S  pai  tout  point  de  l'espace,  la  condition  (44)  doit  être 
vérifiée  identiquement,  puisque  le  plan  tangent  à  S  est  normal  au  vec- 
teur (P,  Q,  R). 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  vérifiée,  l'équation  (43)  est  complète- 
ment intégrable.  Soient  M,,  un  point  quelconque  de  l'espace,  C„  une  courbe  issue 
de  ce  point  satisfaisant  à  la  condition  P  dx  +  l^  dy  H-  R  rfs  =  o;  on  peut  par 
exemple  se  donner  y  z=  y  (x)  et  z  est  déterminée  par  une  équation  du  premier 
ordre.  La  surface  de  tourbillon  J^passant  par  Cj  est  aussi  une  surface  S.  Soient 
en  effet  MM'  un  arc  de  courbe  situé  sur  S,  Mm  et  il' m'  les  courbes  de  tourbillon 
issues  de  ces  deux  points,  m  et  m'  les  points  de  rencontre  de  ces  courbes  avec  Cj. 

L'intégrale    /    P  dx -h  Q  dy -h  H  dz  prise  le  long  du  contour  fermé  MM'/n'mM 

est  nulle,  puisque  S  est  une  surface  de  tourbillon.  L'intégrale  le  long  de  mm' est 
nulle  d'après  la  façon  dont  on  a  choisi  C„  ;  il  en  est  de  même  des  intégrales  le 
long  des  courbes  de  tourbillon  Mm,  M' m',  d'après  la  condition  (44)-  L'intégrale 
le  long  de  MM'  est  donc  nulle  aussi,  quel  que  soit  l'arc  MM'  de  S,  et  par  suite 
cette  surface  est  aussi  une  surface  S. 
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et  peut  être  avantageuse  lorsque  l'équation  proposée  est  elle-même  symé- 
trique en  x^y,  z.  Considérons  par  exemple  l'équation 

{y'^-yz  -H  z-)  dx  -i-  (^'-i--:^  -f-  x-)  dy  ^7-  ix--^  xy  -\- y'  )  dz  =  o. 

La  condition  (i14)  6st  vérifiée  et  l'équation  linéaire  (48)  e«t  ici 

àf  àf  Of 

le  système  d'équations  différentielles  correspondant 

dx  dy  dz 

z~y  ^  .r—  c  ~  y  —  x 

donne  facilement  les  deux  combinaisons  intégrables 

d[x  -^  y  —  z)  =  o.  X  dx  -H  y  dy  —  ^  rfs  =  o. 

Nous  pouvons  donc  prendre 

et  les  valeurs  des  facteurs  a  et  a  tirées  des  relations  (49)  sont 

•   _     1         o  .      •  ,  _  M-— i'  _       x^-y-'^z  _        Il 

L'équation  transformée  en  «  et  v  est  donc 

(  II-  -r-  i'  )  du  —  (/  dv  =  o. 
ou 

H  rfi'  —  ('  du 


du 


=  "©■ 


L  intégrale  générale  est  donc    u =  C.  ou,  en   revenant  aux   variables 

M 
^:  J>    -: 

'"""      ""  '"  =  c. 


xy  -T-yz  -r-  -X 


x~y- 

4-43.  Les  parenthèses  {  ii.  ci  et  les  crochets  [//,  >].  —  Une 
équation  aux  JiHérentielles  totales  équivaut  en  réalité  à  deux 
équations  simultanées  p  =  A  (jr,  y,  z),  g  =  B  [x,  )',  ;).  Considé- 
rons maintenant  deux  équations  de  forme  quelconque 

(  Jo)  V(^x.  y.z.  p.q)  =  o.  ^{x.  y,  z.  p.  (j)  =  o, 

entre  les  deux  variahies  indépendantes  x  et    r,  une  fonction  in- 
connue r  et  ses  deux  dérivées  partielles  p  et  (/. 
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Si  l'on  peut  résoudre  ces  deux  relations  par  rapport  à  p  el  k  cj, 
on  est  ramené  aux  deux  équations  p ^fix,  y,  z),  q  =^  '■i{x,y.,z), 
de  la  forme  qui  a  été  étudiée,  et  l'on  pourra  examiner  si  ces  deux 
relations  sont  compatibles.  Mais  on  peut  reconnaître  si  la  condi- 
tion d'intégrabilité  est  vérifiée  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir 
d'abord  résolu  les  équations  (5o)  par  rapport  k  p  el  à  ^;  il  suffit 
d'appliquer  les  règles  qui  permettent  de  calculer  les  dérivées  des 
fonctions  implicites.  Considérons  en  effet  les  relations  (5o)  comme 
définissant  deux  fondions  implicites/»  =/"( a:-, ^)',  :),  q^=<s(x,y,  z) 
des  trois  variables  x,  y,  z.  En  différentiant  par  rapport  à  x,  il 
vient 


dF  _^  dF  dp        dF  d<j 
dx         dp   dx         dq    dx 

d't' 
dx 

(<<t>  dp 
djj    dx 

(1*   àq 

dq    dx 

suite 

DiF.*)  dq 

D(F, 

^  =  o^ 

=  o. 


et  par 

L)(/9.  q)  dx    '    D{p,  X) 

On  trouve  de  même 

D(F,  »)  dp        D(F. 't>i  _  D(F.'P)  dp        D(F.  <1>) 

D{p,  q)'ày^  ^{y-q>  L»,/),  q)  Tz  "^  D(c.  q) 

\)(F.^)  oq        D(F,  *)_ 

iJ(/),  q)  71  ~^  Bip,  z)  "  "■ 

En  portant  les  valeurs  de  — .  — »  — .  -/  dans  la  condition  d'in- 

'■  dy     dz     dx     dz 

légrabilité 

^}' 
celte  condition  dévcdoppée  devient 


dp         dp  dq        dq 

iJi'   ^'  riz"  *r  "^   riz  ' 


dF 
dp 

\dx 

di>\        dF 
~P  dz  )  ^  dq 

/d* 

Tz) 

\dx 

dF\ 

-t'Tz)- 

d^ 

/dF 

oF\ 

Posons, 

d 

une 

façon    généra 

le, 

u    et    f 

étant    d 

de 

T,  r,  ; 

P^ 

'h 

d 

d 
~  dx 

d 

-PTz 

d 

_    à 

d 
^''Tz' 

[ 

u,  .] 

du 

di'         d\> 
dx        dp 

du        Ou  df 
dx        dq   dj- 

dv   du  _ 
dq  dy' 

m.    —    KQUATIONS    Dl     PBKMIER    ORDUE    A    TKOIS    VAIllAllLES.  i85 

l'expression  [ti,  t^]   est  appelée  un  crochet  et  la  conclititjn  précé- 
dente peut  alors  s'écrire,  sous  forme  abrégée, 

(5i)  [F,'ï>]  =  o. 

Pour  que  les  deux  équations  (5o)  forment  un  système  coniplète- 
iiieiU  intégrable,  il  faut  d'abord  que  ces  deux  équations  puissent 
être  résolues  par  rapport  à  p  cl  k  q,  c'est-à-dire  qu'on  ne  puisse 
pas  en  déduire  une  relation  entre  x,y,  z-  indépendante  de  p  et 
de  fj,  et  de  plus  que  la  condition  [F,  <I>]  =  o  soit  une  conséquence 
des  deux  relations  (5o).  Si  le  crocbet  [F,  <ï>]  est  nul  identique- 
ment, les  deux  équations  F  =  «,  $=  ô  forment  un  système  com- 
plètement intégrable,  quelles  que  soient  les  constantes  a  et  b. 
Si  la  relation  [F,  •I']^  <>  est  une  conséquence  de  la  seule  équa- 
tion F  =  o,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  tenir  compte  de  la  seconde 
relation  <!>=  o,  les  deux  équations  F=  o,  <I>=  6  forment  un  sys- 
tème complètement  intégrable  quelle  que  soit  la  constante  b. 

Lorsque  les  deux  fonctions  F  et  4»  ne  renferment  pas  ;,  l'expres- 
sion du  crochet  [F,  4>]  se  simplifie.  On  apipeUe  parenthèse  [u.  f) 
l'expression  suivante,  où  i/  et  c  sont  des  fonctions  quelconques 
de  X,  r,  p,  q  '■ 

au  àv         Ov  du        du  dv         àf   du 
dp  dx        dp  àx        dq  dy        ûq  dy 

La  condition  pour  que  les  deux  équations 

F(\r,  j, />,  (7)  =  o,         <J>(^,  _r, /),  </)  =  o 

soient  compatibles  est  d'après  cela  que  Ton  ait 

(F,  ■P)  =  o, 

soit  identiquement,  soit  en  tenant  compte  de  ces  relations  elles- 
mêmes, 

III.  —  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE  A  TROIS  VARIABLES. 

444.  Intégrales  complètes.  —  Nous  allons  maintenant  nous 
occuper  de  lintégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  de  forme  quelconque,  mais  avec  deux  variables 
indépendantes   seulement.   Lagrange    a  obtenu  sur   ce   sujet   des 
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résultais  très  importants  que  nous  allons  d'abord  exposer.  Soit 
(  Ja  )  ¥{x.  y,  z.  p.  q)  =:  o 

l'équation  proposée;  le  résultat  fondamental  obtenu  par  Lagrange 
est  le  suivant  :  si  l'on  connaît  une  famille  d'intégrales,  dépendant 
de  deux  paramètres  arbitraires,  on  peut  en  déduire  toutes  les 
autres  intégrales  par  des  dilïérentiations  et  des  éliminations.  Soit 
en  effet 

()3)  \{.r,y,z.a.b)  =  ,> 

une  relation  lenfermant  deux  constantes  a  et  b,  et  définissant, 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  ces  constantes,  une 
intégrale  de  l'équation  (02).  De  cette  relation  on  déduit  les 
valeurs  des  dérivées  partielles  p  et  (j  de  cette  intégrale 

,^,,  âV  à\'  à\  ù\ 

(54) H/)-— =  0, v-q—-=o. 

Ox  dz  ày         '   àz 

Par  hypothèse,  la  fonctions  satisfait  toujours  à  l'équation  (la), 
quels  que  soient  a  et  b\  l'élimination  des  deux  paramètres  a  et  6 
entre  les  trois  relations  (53)  et  (54)  conduira  donc  à  l'équa- 
tion (5:i)  et  à  celle-là  seulement  (').  Il  s'ensuit  que  cette  équa- 
tion (02)  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  trois  équations  (53)  et  (54)  soient  vérifiées  par  un  système  de 
trois  fonctions  ;,  a,  b  des  deux  variables  x  et  y,  p  eX.  q  désignant 
les  dérivées  partielles  de  z.  Le  problème  de  l'intégration  de 
l'équation  unique  (Sa)  est  donc  équi\alent  au  problème  suivant  : 
Trouver  trois  fonctions  z,  a,  b  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y,  satisfaisant  aux  trois  équations  (53)  et  (54). 

Si  z=/\(x,  y),  a  =f2{x,  y),  b=f3(x,  y)  forment  un  sys- 
tème de  solutions  de  ces  trois  équations,  la  fonction  _/,  (.z",  y) 
satisfait  aussi  à  l'équation  (Sa),  Cjni  est  une  conséquence  de  ces 
trois  relations.  Inversement,  si  J\{x,y)  est  une  intégrale  de 
l'équation  (Sa),  les  trois  relations  (53)  et  (54)  sont  compatibles 
(|uand  on  y  remplace  :;  par/,  (a?,  y),  p  el  q  par  les  dérivées   par- 

(')  En  elïel,  si  l'élimination  de  a  et  de  6  conduisait  à  une  autre  relation 
'Hx,  y,  z,  p.  g)  z=  0,  différente  de  F  =  0,  les  deux  équations  simultanées  F  =  0, 
<!■  =  0  admettraient  une  intégrale  commune  V  =  0,  dépendant  de  deux  constantes 
arbitraires  a  et  6,  ce  qui  est  impossible  (n°  440).  L'intégrale  considérée  ne  dépen- 
drait donc  en  réalité  que  d'an  seul  paramètre. 
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lielles  de  /,(x,y).  On  en  déduira  donc  pour  a  el  b  deux  autres 
(onctions  a=fi(x,  y),  b  =^j\{x,  y),  qui  forment  avec  ft  (x,y) 
lin  système  de  solutions  des  relations  (53)  el  (54)  (')■ 

Le  nouveau  problème,  quoique  d'une  apparence  plus  compli- 
quée que  le  premier,  se  résout  aisément.  En  elTet,  si  l'on  diffé- 
rentie  la  relation  (53)  par  rapport  à  a:  et-  à  y,  en  considérant 
maintenant  z,  a,  b  comme  des  fonctions  inconnues  de  x  et  de  y, 
les  relations  obtenues  se  réduisent,  en  tenant  compte  des  équa- 
tions (54),  aux  deux  suivantes  : 


dV  da 

d\  db 

d\  àa 

à\  àb 

da  àx 

ob  Ox 

r)a   r)y 

ob   oy 

et  le  système  formé  par  les  équations  (53)  et  (55)  est  équivalent 
au  système  formé  par  les  équations  (53)  et  (54). 

On  voit  immédiatement  que  l'on  satisfait  à  ce  système  en 
prenant  pour  les  fonctions  inconnues  a  el  b  deux  constantes 
quelconques.  Nous  retrouvons  ainsi  pour  ;  l'intégrale  connue 
a  priori,  que  Lagrange  appelle  intégrale  complète.  Pour  traiter 
la  question  d'une  façon  générale,  remarquons  que  les  équa- 
tions (55)  sont  linéaires  et  homoçènes  en — ' —r-  On  satisfait 
^       '  '^  da     ab 

donc  au  système  des  trois  équations  (53)  et  (55)  en  posant 
à\  dX 

\    =  O.  =  O,  —j-  —  o. 

(la  ob 


(56) 


Si  ces  trois  équations  sont  compatibles,  elles  définissent  trois  fonc- 
tions z,  a,  b  des  deux  variables  x  et  y.  L'intégrale  z  =/i  (x,  y) 
de  l'équation  (52)  ainsi  obtenue  ne  dépend  d'aucun  paramètre 
arbitraire;  on  l'appelle  aujourd'hui  l'intégrale  sins^ulière. 

r,.     (i\  0\  1         -      1  /•      -  1       •  ■  n  .         1 

oi  —  6'  3r  ^^  sont  pas  nuls  a  la  lois,  on  doit  avoir,  d  après  les 

équations  (55  ), 

\)(a.  b) 

TTT =  O- 

D(2r,  r) 
ce  qui  prouve  qu  il  existe  entre  les  fonctions  a  el  b  au  moin?  une 
relation  indépendante  de  x  et  de  y.  S'il  existe  deux  relations  de 


(')  L'interprétation  géométrique  est  la  suivante.  Si  z  =./",  (x,y]  est  l'équation 
d'une  surface  intégrale  S,  en  ciiaque  point  M  de  cette  surface  il  passe  une  inté- 
grale complète  tangente  à  S,  et  les  valeurs  correspondantes  des  paranjétres  a  et  é 
sont  des  fonctions  a  ï^y,  {a:,^'),  6  =^3  (a:, j>)  des  coordonnées  du  point  M. 
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celle  espèce,  rt  el  6  se  réduisent  à  des  constantes;  nous  retrou- 
vons rinlégrale  complète.  S'il  existe  une  seule  relation  entre  a 
et  b^  l'une  au  moins  des  fonctions  a  et  6  ne  se  réduit  pas  à  une 
constante.  Supposons  que  ce  soit  a;  nous  pouvons  alors  écrire  la 
relation  entre  a  et  6 
(5;)  6  =  ç(a), 

et  les  deux  formules  (55)  devieuncDt 

da  \à\        t)V    ,,     ,1  da  \ à\        ëS    ,,      T 

dx.  yoa        Ob   ■  ^     ' \  àyyôa        Où  ■        ' ] 

Comme  a  n'est  |)as  constant  par  hypothèse,  ces  deux  relations  se 
réduisent  à  une  seule,  et  les  trois  équations 

(58)      \'(x,  y,  z,  a.  b)  =  o,  b=<3(a), h —j-f'ia)  —  o 

définissent  un  nouveau  svslènie  de  solutions  des  équations  (53) 
et  (54).  En  particidier,  la  fonction  s  =/,  (a;,  j>')  ainsi  obtenue  est 
une  intégrale  de  l'équation  pioposée  (Sa);  celte  intégrale  dépend 
évidemment  de  la  fonction  arbitraire  «(a);  nous  l'appellerons 
l'intégrale  générale. 

Pour  avoir  la  relation  entre  x,  y.,  z,  il  faudrait  éliminer  le  para- 
mètre arbitraire  a  entre  les  deux  équations 

(oSùis)       \  \  X.  y,  z,  a,  <i(a)\  =  o, h- — - — -t3(a)  =  o; 

'^      -^      '        '       '-^         '  da        d  tp  (  a  )  ^ 

cette  élimination  ne  peut  être  faite  que  si  Ion  a  choisi  la  fonction 
tp(a),  mais  les  équations  (58  bis)  permettent  toujours  d'exprimer 
deux  des  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  intégrale  en  fonc- 
tion de  la  troisième  coordonnée  et  du  paramètre  a. 

La  méthode  précédente  se  rattache  1res  simplement  à  la  théorie 
des  surfaces  enveloppes.  Considérons,  en  efl'et,  la  famille  de  sur- 
faces S  dépendant  de  deux  constantes  a  et  b,  qui  forment  l'inté- 
grale complète  (53).  Si  l'on  établit  entre  les  deux  paramètres  a 
et  b  une  relation  de  forme  arbitraire  b:=a{a),  on  obtient  une 
famille  de  surfaces  ne  dépendant  plus  que  d'un  paramètre  arbi- 
traire a,  et  l'enveloppe  de  cette  famille  de  surfaces  s'obtient  préci- 
sément en  éliminant  a  entre  les  deux  équations  (58  bis).  Le  pro- 
cédé qui  permet  de  déduire  l'intégrale  générale  de  l'intégrale 
complète  consiste  donc  à  prendre   l'enveloppe   d'une  suite  sim- 
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plemeiil  infinie  d'intégrales  complètes,  obtenue  en  établissant 
entre  les  denx  paramètres  a  et  b  une  relation  de  forme  arbitraire. 
L'intégrale  singulière  s'obtient  de  même  en  prenant  l'enveloppe 
de  toutes  les  intégrales  complètes,  quand  on  fait  varier  les  deux 
paramètres  a  et  6,  de  toutes  les  manières  possibles  (')(!,  n"  212 1. 
Il  semblerait,  d'après  ce  qui  précède,  que  l'on  doit  distinguer 
Irois  catégories  d'intégrales  :  l'intégrale  complète,  l'intégrale  gé- 
nérale et  l'intégrale  singulière.  Mais  la  théorie  même  de  Lagrange 
prouve  (|iril  existe  une  infinité  d'intégrales  complètes.  Si ,  en  effet, 
on  élaljjil  entre  les  deu\  paramètres  a  al  h  une  relation  d'une 
forme  déterminée  ^  ^ -(«,  a!.  6'j,  renfermant  deux  constantes  d 
et  h\  l'intégrale  générale  correspondante  dépendra  de  ces  deux 
constantes  a',  i',  et  pourra  jouer  le  rôle  d'intégrale  complète. 
L'ancienne  intégrale  complète  sera  maintenant  comprise  dans 
l'intégrale  générale,  et  correspondra  à  la  relation  b  =  -(a,  a',  b' ) 
établie  entre  les  deux  paramètres  a!  et  b' .  Il  n'y  a  donc  pas  de  dis- 
tinction essentielle  entre  l'intégrale  générale  et  l'intégrale  com- 
plète. Au  contraire,  l'intégrale  singulière,  d'après  sa  signification 
géométrique,  ne  dépend  pas  du  clioix  de  l'intégrale  complète. 

Exemples.  —  i°  Soit  l'équation  de  Clairaut  généralisée 

:=  P-r^  qy+f(p.  q): 

on  vérifie  aisément  qu'elle  admet  l'intégrale  complète 

z  ^  ax  -\-  by  -(-_/(  a.  b). 

Celte  intégrale  complète  se  compose   d'une  famille    de    plans 
dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires  a  et  6  ;  ces  plans  enve- 


(')  Oïl  a  VII  plus  liant  (ii°  133)  combien  sont  délirâtes  toutes  ces  considérations 
fondées  sur  1.1  théorie  des  enveloppes  dans  l'étude  des  équations  dilTérentielles. 
Toutes  les  difficultés  signalées  dans  l'étude  des  solutions  singulières  d'une  équa- 
tion dilTéientielle  du  premier  ordre  se  retrouvent  pour  les  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  et  l'on  est  arrivé  à  une  conclusion  identique  :  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  donnée  a  priori,  n'admet  pas 
d'une  façon  normale  d'intégrale  singulière.  Cette  conclusion  n'est  pas  en  contra- 
diction avec  les  raisonnements  du  texte,  car  nous  avons  admis  qu'on  pouvait 
appliquer  au  sjstéme  des  trois  équations  (56)  la  tliéorie  des  fonctions  implicites, 
et  les  conclusions  ne  sont  exactes  qu'autant  que  cette  condition  est  satisfaite 
yVoir  le  Mémoire  de  M.  Darboux.  Sur  les  solutions  singulières  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  (Mémoires  des  Savants  étrangers, 
t.  XXVII)]. 
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lopjjeiil  une  surface  non  cléveloppahle  S,  qui  est  l'intégrale  sin- 
gulière de  l'équation  proposée.  Pour  avoir  l'intégrale  générale, 
nous  devons  établir  entre  a  et  Z>  une  relation  de  forme  arbitraire, 
soit  b  =  ^(ti),  et  chercher  l'enveloppe  du  plan  ainsi  obtenu;  cette 
enveloppe,  qui  est  représeutée  par  le  système  des  deux  équations 

z  =  ax  ~¥-yo(a)-\-fla.  9(0  )].        x  ^ y  <^' {a)  -\-  j-  -^  ;7— —?'(«)  =  (>• 

est  une  surface  développable  tangente  à  la  surface  i)  tout  le  long 
d'une  courbe  F,  et  l'on  peut  évidemment  choisir  la  fonction  arbi- 
traire a(«)  de  façon  que  la  courbe   de  contact  F  soit  une  courbe 
donnée  à  l'avance  de  S. 
2°  Soit  encore  l'équation 

<-J=f^P): 

qui  admet  l'intégrale  complète 

3  =  ax  -i-/{a)y  -+-  b. 

Cette  équation  représente  encore  un  plan,  et  l'intégrale  géné- 
rale, qui  est  donnée  par  le  système  des  deux  équations 

(Sg)  ;  =  a,r -!-//(«) -I- tf(«).  ,       o  ^  x  +  y  f  (a) -^  ^' {a), 

se  compose  de  surfaces  développables,  que  l'on  peut  définir  géo- 
métriquement d'une  façon  très  simple.  En  efiet,  si,  par  un  point 
fixe  de  l'espace,  l'origine  par  exemple,  on  mène  des  plans  paral- 
lèles aux  plans  qui  forment  l'intégrale  complète,  ces  plans  ne 
dépendent  que  d'un  paramètre  vai-iable  «,  et  enveloppent  par 
conséquent  un  cône  (  ï)  ayant  son  sommet  à  Forigine.  L'arête  de 
l'ebroussement  de  la  surface  développable  (5g)  a  donc  son  plan 
osculateur  qui  reste  constamment  parallèle  à  un  plan  tangent  au 
cône  (T),  et  par  suite  les  génératrices  de  cette  surface  sont  paral- 
lèles aux  génératrices  du  même  cône  (  l,  n"  227,  p.  559). 

Les  équations  (56),  qui  déterminent  l'intégrale  singulière,  sont 
dans  ce  cas  incompatibles,  car  la  dernière  se  réduit  à  i  =:  o.  11  n'y 
a  donc  pas  d'intégiale  singulière. 

3"  Considérons  une  famille  de  sphères  de  rayon  donné  Pi,  dont 
le  centre  reste  dans  un  plan  fixe.  Ces  sphères  dépendent  bien  de 
deux  paramètres  arbitraires,  et,  si  nous  prenons  un  système  daxes 
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rectangulaires  avec  le  plan  fixe  pour  plan  des  xy.  elles  sont  repré- 
-entées  par  Téquation 

(X  —  a)-^  (j  —  i> )-—  z-  —  R-  =  o. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  correspondanio  s'ohtient  en 
éliminant  â  et  b  entre  cette  équation  et  les  deux  suivantes 

.r  —  o  ^-  /)  û  =:  o.  )■  —  h  -^-  (jf  z  ^  o. 

ce  qui  donne  la  relation 

(i^p^-~q^-)z-—  Rî=o, 

dont  la  signification  géométrique  est  la  suivante  :  elle  exprime  que 
la  portion  de  normale,  comprise  entre  un  point  quelconque  de  la 
surface  et  le  plan  des  xy,  est  constante  et  égale  à  R.  L'intégrale 
générale  est  une  surface  canal,  enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  R 
dont  le  centre  décrit  une  courbe  arbitraire  dans  le  plan  des  xy.  Il 
V  a  une  intégrale  singulière  formée  des  deux  plans  :;  =  ±R.  R 
est  évident  que  ces  deux  plans  sont  tangents  à  toutes  les  autres 
surfaces  intégrales. 

445.  Méthode  de  Lagrange  et  Charpit.  —  En  résumé,  pour 
pouvoir  déterminer  toutes  les  intégrales  dune  équation  du  pre- 
mier ordre, 

.  60)  F(x,  y.  z.  p.  q)  =  I). 

il  suffit  de  connaître  une  intégrale  complète,  c'est-à-dire  une  inté- 
grale dé|)endant  de  deux  constantes  arbitraires.  Pour  déterminer 
une  intégrale  complète,  supposons  que,  par  un  moyen  quelconque, 
on  ait  obtenu  une  autre  fonction  ^i.x.y.  z.  p.  q)  telle  que  les 
deux  équations 

(  Oi)  F"  =  o.         '\>  =  a 

puissent  être  résolues  par  rapport  à  p  et  q  et  forment  un  sys- 
tème complètement  inlégrable.  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  con- 
stante a.  S'il  en  est  ainsi,  en  résolvant  les  deux  équations  précé- 
dentes par  rapport  k  p  et  à  çr,  et  en  portant  ces  valeurs  de  p  et 
de  q  dans   Téquatiou  dz  ^  pdx  ^-  qdy.  on  obtient  une  équation 
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aux  dilïérenlielles  totales  complètement  inlégrable 

(62)  d:  —  f{x.  y,  z,  a)  dx  -h  tf  (x,  y,  z,  a)  dy. 

L'Intégration  de  cette  équation  introduit  une  nouvelle  constante 
arbitraire  b.  et  nous  avons  ainsi  une  inte'grale  de  l'équation  pro- 
posée, dépendant  de  deux  constantes  arbitraires  a  et  b. 

La  méthode  d'intégration  de  Lagrange  et  Gharpit  consiste  pré- 
cisément à  adjoindre  à  l'équation  F  =  o  une  autre  équation  <I>  =  a 
telle  que  le  système  ((h)  formé  par  ces  deux  équations  soit  com- 
plètement inlégrable.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  (n°  443  )  que  l'on 
ait  [F.  4>]  =  o,  équation  que  l'on  peut  écrire 

d<i>  M>  d<l'  d*  â't> 


ÔF 

P       '^^ 

dV 

\  -  — , 

Z-— , 

*  '  = 

(A/;  ' 

<-'/' 

(JZ  ' 

ôp' 

=  dq 

La  fonction  auxiliaire  <I>(x,  j%  z^  p,  q)  doit  donc  satisfaire  à  une 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  à  cinq  variables  indé- 
pendantes. L'intégration  de  cette  équation  linéaire  se  ramène  à 
son  tour  à  celle  du  système  d'équations  différentielles  ordinaires 

dr         dy  dz  —  dp  —  dq 


P         Q        P/'  +  Q'y       \+/>Z       X^q'L' 

mais,  pour  l'objet  (|ue  nous  avons  en  vue,  il  n'est  pas  nécessaire 
d'avoir  obtenu  l'intégrale  générale  de  ce  système  (64)  :  il  suffit 
de  connaître  une  intégrale  première  de  ce  système  4>  =  «,  telle 
que  l'on  puisse  résoudre  les  deux  équations  F  =  o,  $  =  a  jiar 
rapport  à  p  e\.  k  r/. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  règle  générale  suivante  : 

Pour  avoir  une  intégrale  complète  de  Véqiialion  (60),  on 
cherche  d'abord  une  intégrale   première  <I>  ^  a    du   système 

auxiliaire  (()4  )     telle  que  le  jacobien  ^r, — '- —  ne  soit  pas  nul     , 

puis  on  résout  les  deux  équations  F=o,  (&  =  a  par  rapport 
à  p  et  à  q.  En  portant  les  expressions  obtenues  pour  p  et  q 
dans  r  équation  d:  =  pdx -\- qdy,  on   arrive  à    une  équation 
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coinplèleinent  intégrable  aux  dijf('-reali elles  totales.  IJinté- 
grale  générale  de  cette  équation  renferme  une  seconde  con- 
stante arbitraire  b;  c'est  une  intégrale  complète  de  l'équa- 
tion (6o). 

On  connaît  a  priori  une  intégrale  de  l'é<iiiation  (63),  la  fonc- 
tion F  elle-niêine.  Cette  intégrale  ne  peut  nous  être  d'aucune 
ulilité  à  elle  seule,  mais  cela  nous  montre  que  l'intégration  du 
s_)stt"'ine  (64)  se  ranit'-ne  à  l'intégration  d'un  système  de  trois 
équations  différentielles  du  premier  ordre.  La  difficulté  du  pro- 
blème est  ainsi  précisée. 

Lorsque  la  fonction  F  ne  drpend  pas  de  la  fonction  inconnue  ;. 
on  peut  supposer  aussi  que  la  fonction  $  ne  dépend  pas  de  ;;,  et 
la  condition  pour  que  le  système  (61)  soit  complètement  intégrable 

est  alors 

(F,  ■i>)  =  o 

ou 

„      ,  .  ..  c''t>         ^  ''•!•        ,.  f^*        ,.  t** 

{(^Z  bis)  \> h  O \ \  =  0: 

<Jx  ày  (//>  é)j 

le  système  auxiliaire  (()4  )  devient  de  même 
(64  bis) 

Si   l'on   connaît    une    intégrale  première  «t  =  «  de  ce  système 

11  r>(F,<J>)  .  ,  1    ■     .  .        .• 

telle  que  -f: ne  soit  pas  nul,  on  est  conduit  a  une  équation 

'        D I  /) ,  </  I  '  ^ 

aux  diflerentielles  totales  de  la  forme 

dz  =  f(.v.  y.  a)  dx  -f-  œ(  J",  y.  a)  dy. 

qui  s'intègre  par  une  quadrature.  La  difficulté  de  la  seconde 
partie  du  problème  est  donc  diminuée  dans  ce  cas.  Il  en  est  de 
même  pour  la  première  partie,  car  on  connaît  encore  une  inté- 
grale première  F=C  du  système  (64  bis)\  on  peut  donc  rem- 
placer ce  système  par  un  système  de  deux  équations  différen- 
lielles  du  premier  ordre. 

Exemples.  —  1"  Considérons  une  équation  ne  renfernianl  que  l'une  des 
trois  variables  x  ,y ,  z ,  par  exemple  la  variablej',  telle  que  F(  r,  p ,  q)  =  o. 
OnaiciX  =  Z  =  o,  et  par  suite   les  équations  (64)  admettent  la   combi- 
naison intégrable  dp  =  o.  Les  deux  équations  F(y ,  p ,  q)  =  o ,  p  —  a  foi- 
C,  II.  38 


agi  CHAPITRE    XXII.    —    EOL'ATIOXS    AUX    DERIVEES    PARTIELLES. 

ment  donc  un  système  cnmplétemenC  intégiable:  ce  qu'il  esl  aisé  de 
vérifier,  car,  si  l'on  résout  l'équation  proposée  par  rapport  à  q.  !  équation 
aux  différentielles  totales  à  intégrer  prend  la  forme 

</;  =  a  dx  ^r-f{  y.  a  )  cly, 

it  l'on  a  une  intégrale  complète  par  une  quadrature 

;  =  a.r  ^   /  f{y,  a  i  dy  —  b. 

1°  Une  équation  de  la  forme  F(5,  p,  q)  =  o  peut  se  ramener  à  la  forme 
précédente  en  prenant  >-  et  ^  pour  variables  indépendantes,  mais  on  peut 
se  dispenser  de  ce  changement  de  variables.  On  a  ici  en  effet  X  =  V  =  o 
et  les  équations  (64)  donnent  l'égalité 

dp        dcj 
I'    ~  1  ' 

et  par  suite  l'intégrale  première  q  =  ap.  Des  deux  équations 

q  =  ap,  F(z,p,  q)  =  o, 

on  lire  ensuite 

/'=/(-■").  q=af[Z,a), 

et  1  équation  aux  différentielles  totales 

dz  =  /(  ;,  a )  {  d.r  ^  a  dy) 

s  intégre  par  une  quadrature 

dz 


./tt? 


X  ^-  a  y  +  b. 


Soit   par   exemple   l'équation  piq  —  z  =  ».    En    lui    adjoignant    la  relation 
']  =  ai^.  on  en  lire  p  =  1/   ^'  7  =  "l/  ^,  ' 

dz  ^-i/j^(dx-^ady). 

et  I  on  a  l'intégrale  complète 

4as  =  (x  -J^  ay  -^  b  j^ 

formée   de  cylindres  paraboliques   tangents  au  plan  des  xy  tout  le  long 
il'une  génératrice.  Le  plan  des  xy  est  une  intégrale  singulière. 

Les  équations  (64),  dans  le  cas  où  F  =^ pq  — ^,  admettent  aussi  l'inté- 
grale première  p — y  =  à.  En  partant  de  cette  intégrale,  on  est  conduit  à 
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l'équation  au\  tlilTérenLielles  totales 

dz=  (y-^a)dx^  -±^ 
y  —  « 

que  l'on   peut  écrire  aussi  c?:r  =  c?  ^—f—)  ,   ce  qui  fournit  une    nouvelle 

intégrale  complote  z=(y-^  a)(x^l),  formée  de  paraboloïdes  tangents 
au  plan  des  xy. 

3°  Soit  une  équation  de  la  forme/(^, />)_/,  (r,  y)  =.0.  Les  équations 
différentielles  (64  bis) 


dx 

dv 

-  dp 

dri 

op 

Oh 

dx 

Oy 

admettent  lintégrale  première  /(^,  ;,)  =  «.  Si  Ion  adjoint  cette  équation 
a  I  équation  proposée,  on  tire  des  deux  relations 

f(x,p)  =  a,  J\(y,q)  =  a, 

les   valeurs   de  /_,   et  de   >y,p  =  o(x,a,,y  =  o,(y,a),   et  l'équation  aux 
dillerentielles  totales 

dz  =  o(x.  a)  dx-r-  çi(_>-,  a)dy 

s'intégre  par  deux  quadratures 


=  /  r(-'''  a)dx-h  I  9i()',  a] 


dy 


Lorsqu'une    équation   ,lu    premier   ordre  est   delà   forme   précédente,  oii 
dit  que  /<■?  varndjles  sont  séparées.  Soit  par  exemple  l'équation 


/"/  —  ^r  =  o  : 


nous  pouvons   aussi  l'ccrirc  ^  =  ^.  En  égalant  ces  deux  rapports 
constante  a,  nous  obtenons  léquation  aux  différentielles  totales 

dz  =  ax  dx  -r-  ^-df. 


et  par  suite  l'intégrale  complète  c  =  — -'  -+-  -ill  -i_  ^. 

:*■  •!  n 

4°  Proposons-nous  de  trouver  les  fonctions  F(.r,  y,  p,  q)  telles  que  les 

équations  (64)  admettent  l'intégrale  première /)jj- —  yx  =  ,/.  Il  faut  et  il 

-uflit   pour   cela  que   la   itUùou  p  dy  ^  y  dp -^  q  dx  —  x  dq  =  o  soit   une 

conséquence  des  relations  (64  bis),  c'est-à-dire  que  la  fonction  F  soit  elle- 
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même  une  intégrale  de  l'équation  linéaire 

<^F  r)F  àF  d¥ 

p  — ■  —  Y H  ^ Q =  o. 

'    dq        -^   ôx  ôy         '  dp 

Le  système  d'équations  différentielles  correspondantes 
tlx    _  dv  _    dp    _  dq 

~y~  ^  ~  —q"  p 

admet  les  trois  intégrales  premières 

a;--l-_;'-=  C,         p'^-^q'^=Cj\         py  —  ya^  =  C", 

et  la  fonction  F  est  donc  de  la  forme  F{py  —  qx^  x^  -'-.K'i  P'  +  ?")•  La 
recherche  d'une  intégrale  complète  de  l'équation  F  =  o  est  ramenée  à 
l'intégration  de  deux  équations  simultanées  de  la  forme 

p-  +  '/'  =/(-^^  -+-7^  py  —  ?-^)-      py  —  <i-^  =  «• 

En  tenant  compte  de  l'identité 

(  p''+q'-)(.^^  +  y''-)  =  {py  -(l^y  +  {p3^  +  qyY^ 

on  déduit  des  deux  équations  précédenles 


p X -^  q y  ^^  \/ { x- -\- y- )  J\  x''- -^ y''- ^  a)  —  a- ^  oix"^ ^ y"-,  a), 
ce  qui  nous  donne  les  valeurs  suivantes  de  p  el  de  q  : 

a  y  ^-  X  o(  x'^  ~\-  y-,  a)                       —  a  r  ^-  y  a(  x-  -{-  y-,  a) 
P= H T^ '  q  =  '—f :, — '■ ' 

el  l'on  a  une  intégrale  complète  par  une  quadrature 


f y\      r  o(u,  a) 

:—  a  arc  lang  p^     -H   / ""  +  "> 

°  \x J       J  lU 


où  II  ^  x-  -^  y^. 

5"  Il  est  quelquefois  possible  de  trouver  a  priori,  par  des  considéialions 
géométriques,  certaines  combinaisons  intégiables  des  équations  différen- 
tielles (64).  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  obtenir  les  surfaces  S 
dont  le  plan  langent  en  un  point  quelconque  M  coupe  sous  un  angle 
constant  V  le  plan  passant  par  M  et  par  O  z.  Il  est  clair  que,  si  une  surface  S 
répond  à  la  question,  toutes  les  surfaces  qu'on  déduira  de  celle-là  en  lui 
imprimant  un  mouvement  hélicoïdal  autour  de  O^,  le  pas  des  hélices  étant 
égal  à  h,  répondront  aussi  à  la  question,  et  par  conséquent  la  surface 
enveloppe  S  sera  aussi  une  intégrale  de  la  même  équation.  Or  cette  enve- 
loppe S  est  évidemment  une  surface  hélicoïdale  de  pas  h;  comme  on  peut 
la  déplacer  d'une  longueur  quelconque  parallèlement  à  Os,  il  s'ensuit  que 
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l'équation  aux  dérivées  pailielles  du  problème  et  l'équalion  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  hélicoïdes /y  —  qx  =  a  [n°  438)  admettent,  quel 
que  soit  a,  une  infinité  d'intégrales  communes  dépendant  d'une  constante 
arbitraire.  Par  conséquent,  les  équations  dilTérenlielles  (64)  admettent 
l'intégrale  première  py  —  qx  =  a,  et  l'on  aura  une  intégrale  complète  par 
une  quadrature. 

Remarque.  —  Il  est  à  remarquer  qu'il  n'e't  pas  nécessaire  que  la  rela- 
tion (63)  soit  vérifiée  identiquement  pour  que  le  système  (6i^  soit  com- 
plètement intégrable;  il  suffit  qu'elle  soit  vérifiée  en  tenant  compte  de  la 
relation  F  =  o  elle-même.  On  peut  quelquefois  se  servir  de  cette  circon- 
stance dans  la  rechercbe  de  la  fonction  <J>.  En  effet,  trouver  une  combi- 
naison intégrable  des  équations  (64)  revient  au  fond  à  trouver  cinq  fonc- 
tions X.r,  X^,  X;,  \p,  X^,  des  variables  .r,  y,  z,  p,  q,  telles  que 

Xj  dx  -r-  \y  dy  -^  '/.-dz  -^  '/.,,  dp  ^'i^,/  dq 

soit  une  différentielle  exacte  rf*  et  que  l'on  ait  en  outre 

PÀx-H  QX,  —  (  Vp  -t-  Q</)X;-  (  X-i-/)Z)X,,  — (V  -H  7Z)X,=  o. 

Si  cette  dernière  relation  n'est  vérifiée  qu'en  tenant  compte  de  l'équa- 
tion F  =  o,  la  fonction  «t  n'est  plus  à  proprement  parler  une  intégrale 
première  du  système  (64).  Cependant,  les  multiplicateurs  Xj-,  \y,  ... 
étant  égaux  aux  dérivées  partielles  de  'P,  les  deux  équations  F  =  o,  •!>  =  n 
forment  encore  un  système  complètement  intégrable,  car  l'équation  (63  » 
est  alors  une  conséquence  de  F  =  o('  ).  Une  remarque  analogue  s'applique 
au  système  (64  bis). 

(')  Lorsque  l'équation  F  =  o  peut  être  résolue  par  rapport  à  l'une  des  va- 
riables X,  r,  z,  p,  q,  on  peut  supposer  que  la  fonction  <t>  ne  renferme  pas  cette 
variable,  et  elle  ne  figure  pas  non  plus  dans  les  coefficients  \.  Y,  Z.  P,  0.  Pour 
fixer  les  idées,  prenons  une  équation  de  la  forme 

p-^f{x,y,  z,  q)  =  <'■■ 

pour  en  trouver  une  intégrale  complète,  il  suffit  de  lui  adjoindre  une  autre 
équation  ■itx,  y,  z,  q)  =  a,  formant  avec  la  première  un  svsléme  complètement 
intégrable.  La  conHiiion  [p  -^  f,  f  ]  =  o  devient  ici 

dx        O'i  dy        \'  Oq       ■'  I  àz        \0y       '  OzJ  dq 

et  la  lettre/?  n'y  figure  pas. 

Plus  généralement,  supposons  qu'on  puisse  satisfaire  à  la  relation  F  =  0  en 
posant 

p=f(x.y,z,\),        q  =  s{x,y,z,'t.). 

A  désignant  un  paramètre  auxiliaire.  Il  suffit  de  remplacer  ).  par  une  fonction 
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446.   Problème  de  Cauchy.  —  Etanl  donnée  une  étination 

<65)  p  =f{x:,y,  z,  q), 

dont  le  second  membre  est  holomorphe  dans  le  voisinage  d'un  sys- 
trme  de  valeurs  (Xq,  >'„,  Zq,  qo),  et  une  fonction  <f(y)  holomorphe 
dans  le  domaine  du  point  y^,  telle  que  Ton  ait  a(jo)  =  ^0) 
(b'  (Vi,)  =^  c/o,  on  a  démontré  plus  haut  (n"  387)  que  celte  équation 
admetune  intégrale  lioloniorphe  dans  le  domaine  du  point  (jCo,  jKo)i 
et  se  réduisant  à  la  fonction  donnée  ts(j^),  pour  x^=a;(,.  Soit  G  la 
courbe  plane  représentée  parles  deux  équations  x  =  x„,  :  =  '-^i  y)'. 
en  langage  géométrique,  le  résidtal  qui  vient  d'être  rappelé  peut 
s'énoncer  comme  il  suit  :  il  existe  une  surface  intégrale  ana- 
lytique de  l'équation  (<J5),  et  une  seule,  passant  par  la 
courbe  G. 

Nous  pouvons  généraliser  cet  énoticé.  Considérons  d'abord  une 
équation  de  forme  quelconque 

(66)  ¥(x,  y,  z,  p,  q)  =r  o, 

«t  proposons-nous  encore  de  déterminer  une  surface  intégrale  pas- 
sant par  une  courbe  plane  telle  que  G,  située  dans  un  plan.a;  =  x„ 
parallèle  au  plan  des  j'3.  Soil  ::  =  o(y)  l'équalion  du  cylindre 
projetant  C  parallèlement  à  Ox.  La  (onction  o  étant  holomorphe 
dans  le  domaine  du  point  j^o'  l'équalion 

(fiy.i  i''(-^o, y«,  -11, p,  7o )  =  o, 

où  r„  ;= 'j(j-„  ),  ry,,  =  C5'(j'„),  et  où  Ton  regarde  p  comme  l'in- 
connue, admet  un  certain  nombre  de  racines.  Soit/?ol'"ne  d'elles. 
Si  la  fonction  F  est  holomorphe  dans  le  voisinage  du  système  de 

valeurs  (.r„,_)'„,  ;„,  /)q,  qo)^  et  si  en  outre  la  dérivée  partielle  (  —  j 

n'est  pas  nulle  ])our  ce  système  de  valeurs,  l'équation  (66)  admet 
une  racine  p  =  /'(.r,  r,   :,  '/')  <pii  est  holomorphe  dans  le  voisi- 


de  X,  y.  z  telle  que  l'équalion  dz  —  f  dx  -h  o  cly  soit  complètement  intégrable, 
ce  qui  conduit  encore  à  une  équation  linéaire  pour  déterminer  )v(J",  .)'.  z)  : 

tif        f)/ _         ilf/ifk        II'/,    \_  d-i        ùo  (tis/il\        "''' .f\ 

(Tr  ^  ôï  '^        'tfk\(jj-        TJz'^J^rïx        Tîz-         7K\rïx        Tîz  ■    > 

(AxTOMARi,  Bulletin  de  la  Société  mat/iématique,  t.  \IX.  p.  ib^.) 
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luige  des  \aleurs  x^,  j'o,  ;„,  y„  U,  n"  l'J3),  el  nous  sommes 
ramenés  à  une  équation  de  ta  forme  (65),  ce  qui  montre  bien  que 
l'équation  (66)  admet  une  suriace  inlégiale  passant  par  G.  Le  rai- 
r-onnement  prouve  même  que  cette  équation  admet  m  surfaces  inté- 
grales répondant  à  la  question  si  l'équation  (67)  est  de  degré  m 
par  rapport  à  p.  Il  n'v  a  d'exception  possible  (]ue  si  l'une  des  racines 

■       oF 
<le  l'équation  (67)  satisfait  en  iiiéine  temps  à  la  relalion  —  :=  o,  en 

tous  les  points  de  C,  puisque  Vu,  Vo-  ^0  sont  les  coordonnées  d  un 
point  ([uelconque  de  cette  courbe. 

Considérons  enfin  une  courbe  ([uclconque  I".   représentée   |iar 
un  svslème  de  deux  équations 

'  i>8 1  X  =  '/.{y),        ;  =  '.J^iy), 

et  soit  à  déterminer  une  surface  intégrale  de  l'équation  (6b)  pas- 
sant par  r.  Ce  problème  peut  à  son  tour  se  ramener  au  précédent 
au  moven  d  un  changement  de  variables.  Si  Ion  pose  en  ellet 

x=\-^AiV).         r=V. 
la  relation  il:  =  p  dx  H-  (j dy  devient 

dz=pd\-^p\'{\  )  d\  —  <j  d\ . 
el  1  on  en  lire 

ré(piation  (66^  est  alors  remplacée  par  la  suivante 

et  nous  aurons  à  rechercher  une  intégrale  de  cette  nouvelle  équa- 
lion  se  réduisant  à  'J-Ç^)  pour  X  =  o.  JNous  voyons  donc  qu'en 
général  une  surface  intégrale  d'une  équation  du  premier  ordre 
est  déterminée  si  Von  se  donne  une  courbe  située  sur  celte  sur- 
face. 11  peut  y  avoir  plusieurs  surfaces  intégrales  répondant  à 
la  question,  si  l'équation  analogue  à  (67)  a  plusieurs  racines  dis- 
tinctes, de  même  qu'une  équation  difiérentielle  du  |)remier  ordre 
el  de  degré  m  en  y'  admet  en  général  m  courbes  intégrales  passant 
par  un  point  donné.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  le  cas  excep- 
tionnel, où  les  raisonnements  sont  en  défaut. 
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On  a  donné  le  nom  de  problème  de  Caiichy  au  problème  qui 
consiste  à  déterminer  une  surface  intégrale  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  passant  par  une  courbe 
donnée.  Le  choix  de  ce  nom  a  pour  but  de  rappeler  le  lien  étroit 
qui  unit  ce  problème  au  théorème  général  de  Cauchj-,  comme  on 
vient  de  l'expliquer.  Nous  allons  montrer  maintenant  comment  on 
peut  résoudre  le  problème  de  Cauchy  par  des  calculs  d'élimination^ 
quand  on  connaît  une  intégrale  complète,  ce  qui  nous  fournira 
une  vérification  des  résultats  précédents. 

Soient 

V(x,  y,  -,  a,  b)  =  o 

une  intégrale  complète  et  F  une  courbe  donnée,  n'étant  pas  située 
sur  l'intégrale  singulière  ni  sur  une  des  intégrales  obtenues  en 
donnant  à  «  et  à  6  des  valeurs  constantes.  Le  problème  proposé 
revient  à  déterminer  la  fonction  »(«)  de  telle  façon  que  cette 
courbe  F  soit  située  sur  la  surface  S  définie  parles  deux  équations- 

(69)  \[x,y,\z,a,o(a)]  =  o,         _  +  -__o'(a)  =  o. 

Supposons  les  coordonnées  x,  )',  z  d'un  point  de  F  exprimées 
en  fonction  d'un  paramètre  auxiliaire  ),, 

(70)  ^  =/,(>.),      y=M'^),      -=/3(>0. 

et  soit  U().,  a,  6)  le  résultat  obtenu  en  remplaçant  a:,  _j',  ;  parles- 
expressions  précédentes  dans  V(x,  y,  s,  a,  b).  Les  deux  équa- 
tions simultanées 

déterminent  les  valeurs  de  A  et  de  a  qui  correspondent  aux  points 
d'intersection  de  la  courbe  F  et  de  la  surface  S.  Si  la  surface  S 
passe  par  la  courbe  F,  ces  deux  équations  doivent  former  un  sys- 
tème indéterminé,  et  par  suite,  en  éliminant X  entre  ces  deux  rela- 
tions, on  doit  arriver  à  une  identité.  Celte  élimination  conduit  à 
une  relation  entre  «,  tf(«),  »'(«), 

(72)  n[«,  9(rt),  ip'(a)]  =  o, 

c'est-à-dire  à  une  équation  dilTérentielle  du  premier  ordre  pour 
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délenniiier  tp(rt).  Il  semblerait  donc  que  le  problème  admet  une 
infinité  de  solutions,  contrairement  au  résultat  de  Cauchj.  Mais  il 
est  facile  de  déduire  des  équations  (-|)  une  autre  relation  ne  ren- 
fermant pas  <p'(«).  En  eflet,  supposons  la  courbe  F  située  tout 
entière  sur  la  surface  S;  quand  on  se  déplace  sur  F,  a  est  une 
fonction  de  X  qui  satisfait  à  la  fois  aux  deux  équations  (7:),  et,  si 
l'on  dillérenlie  la  première  de  ces  deux  équations  par  rapport  à  /., 
il  vient,  en  tenant  compte  de  la  seconde, 

(  Ti)  -^  =  O. 

d/. 

Cette  relation  ne  contient  que  ).,  «,  s  (a),  et  en  éliminant  /. 
entre  11  =  0,  —  =  o,  on  aboutit  à  une  équation  qui  détermine  la 
fonction  'f{a).  <Jn  peut  aussi,  ce  qui  revient  au  même,  tirer  des 
deux  équations  L  =  o,  -ry-  =  o,  les  expressions  des  paramtlres  a 
et  b  en  fonction  de  ),.  La  méthode  à  laquelle  on  est  conduit  a 
une  signification  géométrique  évidente.  En  effet,  l'équalion 
U().,  a,  6)  =  o  détermine  les  valeurs  de  X  qui  correspondent  aux 
points  d'intersection  de  la  courbe  F  avec  l'intégrale  complète;  si 

I,  •  dl]  ,  ■  ■         I      I  I  if      ■ 

1  on  a  aussi  — r-  =  o,  celte  équation  a  une  racine  double,  et  1  inté- 
grale complète  est  tangente  à  F.  En  éliminant  X  entre  les  deux  rela- 
tions U(X,  «,  h)  =  o,  -^  =  o,  la  condition  obtenue  <!>(</,  b)  =  o 
exprime  donc  que  l'intégrale  complète  est  tangente  à  F,  et  lUnté- 
grale  cherchre  passant  par  F  peut  cire  définie  comme  f enve- 
loppe des  intégrales  complètes  tangentes  à  cette  courbe  F; 
résultat  que  la  géométrie  rend  presque  intuitif  (  '). 

(')  Il  est  faille  d'avoir  l'intégrale  générale  de  l'équation  dillërentielle  (72).  En 
effet,  si  l'on  remplace  ),  par  une  constante  arbitraire  ).„,  la  fonction  a(a)  définie 
par  l'équation 

(e)  tj[\,  a,  ?(a).l  =  o 

satisfait  aussi  à  l'équation 

(e  )  h  -— - — -  9  (a)  =0. 

et  par  suite  à  l'équation  obtenue  en  éliminant  >.„  entre  (e)  et  (e)',  qui  n'est 
autre  que  l'équation  (■;2).  La  relation  (e)  représente  donc  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (73);  il  y  a  en  outre  une  intégrale  singulière,  qui  donne  précisément 
la  solution  du   problème  proposé 
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Exemple.    —   Soit   à   trouver  l'intégrale   de  l'équation  pcj  =  xy  qui  se 
réduit  à  9(j»'  )  [lour  x  =  x^,  en  partant  de  l'intégrale  connjléte 

_  _    aT°         ■)•■-' 


L'équation  -il"  l' i  =        "  -t-  : h  6  et  l'équation  o'(  i-)  =  —  doivent  avoir 

'  ■    •  2  -la  .'  '     -^  '        a 

une  racine  commune^  =  u.  On  peut  exprimer  a  et  6  en  fonction  de  celte 
racine    commune    a  =  — >    ii  =  a(ii) ; '■ ,    et    1  on    est 

■^   (  a   I  '   '  2  O    (II)  2 

ramené  à  chercher  l'enveloppe  de  l'intégrale  complète 

,        "         "       -    ,         •>.        9'("'^  ,    .,         ,-, 

-;  =  o(u)  -A (  x^  —  xl  )^ (r---  «  )■ 

'^     '        2'^'(h)  "'  iU     ^-^  ' 

En  dilTérentiant  par  rapport  à  u,   il   reste,   après   suppression  du  facteur 

tp'(a)  —  uo"{u),  la  relation  u-{x- — .r '5 )  =  œ'^ (  î<,)  ( ^ï' — m').  Dans  le  cas 
particulier  où  l'on  a  o'(m)  —  U'i"(u)  =  6,  f(ii)  est  de  la  forme  ç(«)  =  ai<2-i-  3 
et  la  courbe  donnée  est  située  sur  l'intégrale  complète 

■   z  =  -^y-~-  -L.(.r2_a.î)_H  p. 

HT. 

On  peut  vérifier  sur  cet  exemple  une   loi  qui   est   générale.  Toutes  les 
t'ois    que    la    courbe    donnée    F    est    située    sur    une    intégrale    complète 

\ (x,  r,  -■  «0.  b,i)  =  o,  les  deux  équations  U  =  o,  — r  =  o  sont  vérifiées  en 

^       -^  1  '  ^; 

prenant  pour  a  et  ù  des  valeurs  indépendantes  de  À,  a  =  (?„,  b  =  b„. 


447.  Caractéristiques.  Méthode  de  Cauchy.  —  La  mélliode  de 
Cauchj  est  indépendante  de  la  lliéorie  de  l'inlég^rale  complète; 
nous  l'exposerons  sous  forme  géométrique.  Pour  cela,  cherchons 
d'abord  la  signification  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  non 
linéaire 

(74)  F(.r,  r,  -,  p,  q)  =  o. 

Les  coefficients  angulaires  du  plan  langent  à  une  surface  inté- 
grale S  passant  par  un  point  donné  {x,  y,  z)  de  l'espace  sont 
liés  par  la  relation  précédente.  Ce  plan  tangent  ne  peut  donc 
être  un  plan  quelconque  passant  par  le  point  (x,j',  s);  puisque 
la  position  de  ce  plan  ne  dépend  que  d'un  seul  paramètre  arbi- 
traire, il  enveloppe  en  général  un  cône  (ï)  ayant  son  sommet  au 
point  (iT,  y,  z)^  et  l'équation  (74)  exprime  que  le  plan  tangent 
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en  un  point  quelconque  ■M  île  ICs/joce  à  tonte  surface  inté- 
•;rate  S  passant  par  ce  point  est  aussi  tangent  à  un  certain 
ci'me  (T)  ayant  son  sommet  en  ce  point. 

Le  cône  (T)  dépend  naturellement  de  hi  fond  ion  F,  et  aussi  de 
la  position  de  son  sommet.  Pour  avoir  réquation  du  cône  (T)  de 
sommet  (  r,  )%  ;),  il  faut,  d'après  sa  définition,  chercher  l'enve- 
loppe du  plan 

(;5j  Z  -  c  =/-(X  -  ,/•)  -H  yr  V  -_K)- 

les  paramètres/?  et  q  étant  liés  par  la  relation  (  "4  )•  On  doit  pour 
cela  éliminer  p  el  q  entre  ces  deux  équations  et  la  nouvelle  rela- 
tion (I,  n°  208,  Remarque) 

(76)  a-r)^-(X-^->-=o. 

Les  deux  équations  (73)  et  (76)  représentent  la  caractéristique, 
c'est-à-dire  la  génératrice  de  contact  du  plan  langent  avec  le 
cône  (T).  Si  l'on  suppose  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires, 
on  a  immédiatement  l'équation  du  cône  (iN),  supplémentaire  du 
cône  (T),  qui  est  engendré  par  les  normales  aux  diverses  surfaces 
intégrales  passant  par  le  point  M.  Les  équations  de  la  normale 
étant  en  effet 

\  —  .r-r-/)(Z  —  3j  =  o,         Y  —  >'-t-^(Z  —  ^  )  =  o. 
on  nljtient,  en  éliminant  yj  et  q.  l'équation  du  cône  (Ni 

-"'  ^("••>''--^'-Z^)  =  "- 

Lorsque  l'équation  pro|)osée  (74)  est  linéaire  en  p  et  q,  le 
cône  (N)  est  un  plan,  et  le  C(')ne  (T)  se  réduit  à  une  droite  A. 
Nous  avons  vu  (n°  438)  que  l'intégration  se  rairène  dans  ce  cas  à 
la  recherche  des  courbes  qui  sont  tangentes  en  chacun  de  leurs 
points  à  la  droite  A  correspondante.  On  est  conduit  à  la  méthode 
de  Cauchv  en  étendant  ce  procédé  aux  équations  non  linéaires. 

Soit  S  une  surface  intégrale,  représentée  par  l'équation 

En  chaque  point  M  de  cette  surface,  le  plan  tangent  est  aussi  tan- 
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gent  au  cône  (T)  suivant  une  génératrice  (G).  Nous  appellerons 
courbe  caractéristique  toute  courbe  C  de  la  surface  S  qui,  en 
chacun  de  ses  points,  est  tangente  à  la  génératrice  G  correspon- 
dante. Par  chaque  point  de  S  (exception  faite  pour  les  points  sin- 
guliers, s'il  en  existe),  il  passe  une  courbe  de  celle  espèce  et  une 
seule.  Le  nom  de  caractéristiques  donné  à  ces  courbes  sera  jus- 
tifié plus  loin  (  n°  4i8).  Nous  allons  d'abord  montrer,  ce  qui  est 
la  clef  de  la  méthode  de  Cauchv,  que  ces  courbes  peuvent  être 
déterminées  par  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires, 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  la  fonction  f{x,  y).  Nous 
savons  d'abord  que  la  langente  à  la  courbe  C  coïncide  avec  la 
droite  G  représentée  par  les  deux  équations  (70)  el  (76),  que  l'on 
peu  lencore  écrire 

\  — .r  _   V  — y  _       l.^z 

1'     ~     Q     "  yp^^q' 

avec  les  notations  du  n°  4io.  Le  long  d'une  caractéristique  x,  ^'j 
z.  p,  q  sont  des  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante,  el 
nous  pouvons  déjà  écrire  entre  les  différentielles  dx,  dy,  dz  les 
relations 

(7")  —r-  =  =  ; =; —  =  «", 

'  *J  1  />  —  Q  </ 

u  étant  une  variable  auxiliaire  (Iclive,  qui  est  introduite  unique- 
ment pour  plus  de  symétrie  dans  les  raisonnements.  Le  long  de 
celle  courbe  C,  on  a  aussi 

rf/)  =  r  dx  -t-  s  dy,         dq  =i  s  dx  -^  t  dy, 

r,  5,  t  étant  les  dérivées  du  second  ordre  de  la  fonction  f{x,  y). 
D'autre  part,  puisque  z^=f{x,y)  est  une  intégrale  de  l'équation 
])roposée  (74))  les  dérivées  partielles  r,  5,  t  satisfont  aussi  aux 
deux  relations 

X-+-/iZ-^  P/— Qs  :=o.         Y-f-yZ -H  Pi  +  Q/ =  0, 

obtenues  en  différenliant  cette  équation  par  rapport  à  .r  et  par  rap- 
port à  y.  En  remplaçant,  dans  dp  el  dq,  les  différentielles  dx 
et  dy  par  P  du  et  Q  du,  il  vient 

dp^{?r  +  qs)du,        dq  =  {Ps^qt)du, 


à 
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c'est-à-dire,  d'après  les  relations  précédentes, 

dp  —  —  (  X  -r-  />  Z  )  du ,  dq  =  —  (\  +  qZ)  du. 

En  ajoutant  ces  équations   aux  équations  (78),  nous  [larvenons  à 
un  système  d'équations  dilVérentielles  ordinaires 

,      ,  dr_dr_         dz         _    —d/>     ^     -d</     ^ 

^'9'  1'    ~    Q    "H/. -(^/        X^pL        V+7Z 

qui  est  identique  au  système  (64)  auquel  on  est  conduit  avec  la 
méthode  de  La^range. 

Ce  système  d'équations  différentielles  est  absolument  indépen- 
dant de  l'intégrale  considérée.  On  en  déduit  les  conclusions  sui- 
vantes. Soient  (j;„,  l'o)  ^0)  1^^  coordonnées  d'un  point  M^  de  S, 
p^  et  cjq  les  coefficients  angulaires  du  plan  tangent  en  ce  point.  Si 
la  fonction  F  est  holomorplie  dans  le  voisinage  de  ce  système  de 
valeurs,  et  si  tous  les  dénominateurs  des  rapports  (79)  ne  sont  pas 
mils  à  la  fois  pourxo,  Jo,  -0^  Po^  ']»,  les  équations  (79)  admettent 
un  système  d'intégrales  et  un  seul  |)renant  les  valeurs  Xq,  y^,  z„, 
Poi  'Ju  pour  «  =  o.  11  s'ensuit  que  si  deux  surfaces  intégrales  sont 
tangentes  en  un  point  {Xo,yo,  ^0)1  elles  sont  tangentes  tout  le 
long  d'une  courbe  caractéristique  commune  passant  par  ce 
point.  Pour  la  commodité  du  langage  nous  appellerons  élément 
tout  système  de  valeurs  attribuées  aux  cinq  variables  x,y,  ^,Pi  <J\ 
un  élément  se  compose,  si  l'on  veut,  de  l'ensemble  d'un  point  de 
coordonnées  (ar,  y,  z)  et  du  plan  de  coefficients  angulaires  p,  q, 
passant  par  ce  point.  Tout  le  long  d'une  courbe  caractéristique, 
x,y^  z,  p  el  q  sont  des  fonctions  d'une  variable  indépendante  u. 
A  chaque  point  d'une  courbe  caractéristique  correspond  donc  un 
élément  composé  de  ce  point  et  du  plan  de  coefficients  angu- 
laires /),  q,  passant  par  ce  point.  Mais  on  a,  d'après  les  équa- 
tions (ro),  -^  =  p -, \- a  -r->   de  sorte  que  ce  plan  contient  la 

^  ^^'^  du       '  du        'du  ^  ' 

tangente  à  la  courbe  au  point  (x,  y,  :■).  Lorsque  le  point  {x,y,  z) 
«lécrit  la  courbe  caractéristique,  le  plan  correspondant  enveloppe 
une  surface  développable  passant  p;ir  cette  courbe;  c'est  la  rfeVe- 
loppable  caractéristique.  A  chaque  courbe  caractéristique  cor- 
respond ainsi  une  développable  caractéristique  passant  par  cette 
courbe,  et  nous  appellerons  désormais  caractéristique  l'ensemble 
de  la  courbe  et  de  la  développable,  ou  la  courbe  seiile,  quand  il 
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n'y  aura  aucune  ambiguïté  à  craindre.  Une  caracterislique.se  com- 
posé, d'après  cela,  d'une  infinité  d'élémenl>,  dépendant  d'une 
variable  indépendante,  les  variations  infiniment  petites  de  x,  7, 
-,/?,  pétant  liées  par  les  relations  (79).  Une  caractéristique' est 
donc  complètement  définie  si  l'on  se  donne  un  de  ses  éléments, 
et  le  théorème  énoncé  tout  à  l'heure  peut  encore  s'énoncer  sous 
la  forme  suivante  absolument  équivalente  : 

■S-;-  (leÙT  surfaces  intégrales  ont  un  clément  commun,  elle;' 
ont  en  commun  tous  les  cléments  de  la  caractéfisticjue  issue  de 
cet  élément. 

Les  caractéristiques  dépendent  de  trois  paramètres  arbitraires. 
En  effet,  une  caractéristique  est  déterminée  si  l'on  se  donne  le< 
coordonnées  (  x„,  j-„,  r„,  ^„,  ^„)  d'un  de  ses  éléments;  on  peut 
regarder  l'une  de  ces  coordonnées,  x,  par  exemple,  comme  avant 
une  valeur  numérique  donnée,  et,  d'autre  part,  d'après  la  défini- 
tion même  des  caractéristiques,  on  a,  entre  les  coordonnées  d'un 
élément  quelconque,  la  relation  F(.r„,  j„,  z„,  /,„,  cj,)  =  o.  11  reste 
donc  seulement  trois  paramètres  arbitraires. 

Pour  déterminer  ces  caractéristiques,  remarquons  d'abord  que 
les  équations  (79)  admettent  l'intégrale  première  F  =  consl 
de  sorte  que  si  F(^.  j,  z,  p,  q)  est  nul  pour  les  coordonnées 
(^0,  JKo,  -0,  Po,  Ço)  de  l'élément  initial,  F  est  nul  tout  le  long  de 
la  caractéristique  issue  de  cet  élément,  ce  qu'il  était  aisé  de  pré- 
voir d'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  les  équations  (-9) 
Pour  trouver  les  caractéristiques  de  l'équation  proposée,  on  peui 
donc  adjoindre  au  système  (79)  la  relation  F  =  o  elle-même,  ce 
qu,  ramène  ce  système  à  un  système  de  trois  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre. 

Supposons  qu'on  ait  obtenu  les  équations  en   termes  finis  des 
caractéristiques  ;  soient,  pour  fixer  les  idées, 

(,So;    j  •'■  =-^'<^''  ^»'  >'"'  -"«•/^»'  5'»)^  ^  =A(-r,  .r-o,  ro,  H-. p.,  </.),' 

(  P  -j3{~r,.ro,  Jo,  z„,po,  qo),  '?=/■,(.?',  .r„.  jk„,  -„,/)„.  ^„) 

les  équations  de  la  caractéristique  issue  de  l'élément 

(.ro,  Ta,  Z(,-  Po-  q»}- 

Les  deux  premières  équations  (80)  représentent  la  courbe  carac- 
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téristique  elle-même,  et  toule  surface  intégrale,  élanl  un  lieu  de 
courbes  caractérisliques,  s'obtiendra  en  supposant  que  x„,  y„,  z-(,, 
pa,  fju  sont  fonctions  d'un  paramètre  auxiliaire  c.  Nous  sommes 
donc  conduits  à  reclierclier  comment  on  doit  |)rendre  ces  cinq 
fonctions  de  c,  pour  que  la  surface  engendrée  par  les  cour.bes 
caractéristiques  soit  une  surface  intégrale.  Pour  Iraiter  cette 
(|uestion  d'une  façon  plus  symétrique,  nous  introduirons  avec 
M.  Darboux  la  variable  auxilaire  a. 
Soient 


=  9i(":-'"o,  ^'0,  ■3o,/>o,5ro), 


I   -  =  93(«,  ^0,  ro. -So./Po,  <7o)' 

.  \  P  =  ?*(">  ^0,  ro,  -îo,  Pu,  ?«), 

(   y  =  ?ô(K,a:o,  J'o.^o,/'o,'/o) 

les  formules  qui  représentent  les  intégrales  du  svstème  (79)  pre- 
nant pour  n^o  les  valeurs  Xg,  jKo;  ^n:  Pai  'h  respectivement, 
(^uand  on  remplace  dans  ces  formules  Xo,  Ju,  ;o5  /'o,  Cjo  par  des 
fonctions  d'une  seconde  variable  auxiliaire  r,  les  équations  (81) 
représentent  en  général  une  surface  S,  u  et  v  étant  regardées 
comme  deux  variables  indépendantes.  Pour  que  cette  surface  S 
soit  une  surface  intégrale,  dont  les  courbes  i' =  consl.  soient  les 
caractérisliques,  il  faut  que  les  formules  (82)  donnent  précisément 
les  coelficients  angulaires  du  [)lan  langent  à  cette  surface,  et  en 
outre  que  l'on  ait,  en  tout  point  de  S,  la  relation  F  =  o.  Les 
cinq  fonctions  r,  j',  z-,  p,  q  des  deux  variables  u  et  i'  doivent  donc 
satisfaire  aux  trois  conditions 

(83)  F(^,  JK.  ^.  />,  '7~i  =  o. 

ùz  fix  ()y 

(84)  p q^  =  o, 

''    ^'  Ou        '   On         ^  On 

o:  Or  Oy 

Les  cinq  fonctions  cî,  étant  des  intégiales  du  .système  (79),  on  a, 
comme  on  l'a  déjà  remarqué,  F{  x.y.  z,  p,  ^)  =  F(To,  j('o,  ^-oi  foi  7o) 
et  par  suite  la  relation  (83)  sera  satisfaite  pourvu  que  l'on  ait 

'  .^'i  )  F(37„.  J»'„,   z„,  p,„  </(,  )  =  o. 

La  relation  (84)  est  satisfaite  d'elle-même,  car  c'est  une  consé- 
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quence  des  équations  différentielles  (79).  Quant  à  la  condition  (85), 
Cauclij  la  transforme  comme  il  suit. 

En  désignant  par  H  le  premier  membre  de  celte  relation,  nous 
avons,  en  différentiant  par  rapport  à  u, 

d\\  d-z  <>- X  à- y  dx  dp         dy  dq 

Ou         du  Ov  du  c/r  du  dv        di-    du        c/c  du 

D'autre  part,  en  différentiant  par  rapport  à  *•  la  relation  (84), 
nous  avons  aussi 

d- z  d^T  O'X  dp  d.r        dq  dy 

du  (l\-  Ou  dv  du  dv         dy    du         dy    ou 

En  retranciiant  membre  à  membre,  il  vient  encore 

dH         dp  dx        dq  dy        àx  dp        àt    dq 
du         Oy    du         dv   du         Ov    du        dy  Ou 

OU,  en  remplaçant  les  déri\ées  par  rapport  à  u  par  leurs  valeurs 
tirées  des  formules  (79), 

à\\  dx  dy  dp  dq  l     àx  rf)  \ 

du  dy  dy  dy  "  ûv  \    dy  '  dy  ] 

JNous  effectuerons  une  dernière  transformation  on  observant  ijuc 
les  cinq  fonctions  x.  y  ;,  p,  q  de  v  satisfont  à  lu  relation 

f"(-^,  j',  -,  y,  q)  =  o, 

et  que,  par  suite,  on  a  aussi 

dv  dy  dv  dv  Ov 

Il  .    .  1  1     '^H  1  .  ,      • 

la  valeur  précédente  de  -.—  peut  donc  s  ccnre 
^  du  ' 

On  tire  de  cette  relation  la  valeur  suivante  de  H, 

(88)  U=Hoe'^'  , 

H„  désignant  la  valeur  de  II  pour  w:^o,  c'est-à-dire  quand  x,j',  ;, 
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p,  q  se  réduisent  respectivement  à  J7p,  j',,,  So,  /'u,  i/o-  La  fonc- 
tion F,  et  par  suite  la  dérivée  partielle  Z  étant  supposées  holo- 
morphes  dans  le  voisinage  des  valeurs  To,  jKo,  Za^  />oi  yo)  pour  que 
H  soit  nul,   il  faut  et   il  suffit  que  H,,  soit  nul,  c'est-à-dire  que 

lonait^=/>„— +  ,y„^. 

En  résumé,  pour  obtenir  une  surface  intégrale  (' ),  il  suffit 
de  remplacer,  dans  les  formules  (80)  ou  (81),  Xo,  y„,  z^,  po,  go 
par  des  fonctions  d\ine  variable  auxiliaire  t',  satisfaisant  aux 


(')  Le  raisonnement  suppose  toutefois  que  les  dénominateurs  P,  Q,  \-^pï, 
V  -^  çZ  ne  sonl  pas  tous  nuls  pour  les  valeurs  initiales  a:„,  y,,  «„,  /)„,  q^.  Dans  ce 
cas,  les  formules  (81)  el  (Sa)  se  réduisent  à  x  —  x^,  y  =  >'„,  ^  =  j„  p  =  p,,, 
q  =  q,.  tandis  que,  si  l'on  supprime  la  variable  auxiliaire  «,  les  équations  (70) 
piiuvenl  a  Imeltre  des  intégiMlcs  prenant  les  valeurs  initiales  données  (  n"  393, 
liemarque  I  ).  Les  intégrales  de  l'équation  proposée  qui  satisfont  en  même  temps 
aux  quatre  équations 

I>  =  o,         Q  =  o,         \-i-pZ  =  c         \+qZ=o 

échappent  donc  à  la  mélhole  générale.  De  telles  intégrales,  s'il  y  en  a,  sont  des 
iniéuriiles  singulières:  il  n'en  existe  pas  d'une  façon  normale  pour  une  équation 
donnée  a  priori,  et  non  formée  par  l'élimination  des  constantes. 

On  peut  encore  préciser  les  raisonnements  de  façon  à  bien  mettre  en  évidence 
les  liypotlièses  nécessaires  pour  la  validité  des  conclusions.  Nous  supposons  tout 
il'ib  ■iil  que  la  fonction  V(x,  y,  z,  p,  q)  est  une  fonction  analytique  de  x,y, 
c,  /).  (/  Pour  montrer  que  toute  intégrale  c  =.  f{x,  y)  est  un  lieu  de  caracté- 
ristiques, il  n'est  pas  nécessaire  de  supposer  que  cette  intégrale  est  analytique;  il 
suflit  d'admettre  i|u'cllc  a  des  dérivées  continues  du  second  ordre  r,  s,  t,  puisque 
ces  dérivées  interviennent  seules  dans  la  démonstration.  Les  caractéristiques, 
étant  dclinies  par  un  système  d'équations  différentielles  analytiques  sont  néces- 
s.iirein -nt  des  courbes  analytiques  et,  par  suite,  sur  toute  intégrale,  analytique 
ou   non.  il   existe   une    famille  de  courbes  analytiques,   les  caractéristiques.   Les 

fonctions  9|,  9; '■?i''l"'  ii'présentenl  l'intégrale  générale  des  équations(79)  sonl 

des  fonctions  analytiques  de  u  et  des  valeurs  initiales  a;,,  _K„,  -„•  Pni  ta  (  ""  388). 
Pour  que  les  calculs  qui  suivi-nt  et  leur  conclusion  soient  rigoureux,  il  suffit  que 
ces  valeurs  initiales  soient  des  fonctions  continues  d'un  paramétre  v,  admettant 
des  dérivées  continues,  m.iis  il  n'est  pas  nécessaire  qu'elles  soient  des  fonctions 
analytiques  de  i'. 

Ceci  est  bien  d'accord  avec  la  méthode  de  la  variation  des  constantes.  Si  l'inté- 
grale complète  \(x,Y,  z,  a.  b)  est  une  fonction  analytique  de  ses  arguments, 
il  en  sera  de  même  de  V(x.  y.  z,  p,  q).  mais  rien  n'exige  dans  la  suite  du  rai- 
s  iiineineni  que  la  fonction  irbitraire  6  ^  »(« )  soit  une  fonction  analytique  de  a. 
Une  re'iiarque  analogue  s'applique  à  l'intégrale  générale  d'une  équation  linéaire. 
Pour  plus  de  détails  sur  ce  sujet,  roir  E.-R.  Hkdrick,  Ueber  den  anah- 
lischcn  Characler  der  Lnsungea  von  Dijferenlialgleichungen  (Inaugural-Dis- 
sert'Uion.  Gottingen,  lyoi   . 

G,.  II.  39 
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deux  conditions 

„  dZf,  d.rj,  di'o 

(89)  lM.ro,j„,  So, /?(,,  90)  =  0,  ':;^=P«-Ô^'^1"-^' 

La  méthode  conduit  très  facilement  à  la  solution  du  problème 
de  Caucliy.  En  effet,  si  l'on  veut  déterminer  une  surface  intégrale 
passant  par  une  courbe  donnée  F,  on  peut  prendre  pour  Xo,yô,  ^o 
les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe  supposées  exprimées 
en  fonction  d'un  paramètre  variable  v,  et  les  équations  (89)  déter- 
minent pf,  et  cjf,.  La  solution  peut  aussi  s'énoncer  en  langage 
géométrique;  en  effet,  la  première  des  relations  (89)  exprime 
que  le  plan  de  coefficients  angulaires  p^,  q^,  passant  par  le 
point  (o^oî  J'oi  ^0)1  est  tangent  au  cône  (T)  ayant  son  sommet  en 
ce  point,  et  la  seconde  exprime  que  ce  plan  passe  par  la  tangente 
à  la  courbe  F;  La  marche  à  suivre  peut  donc  être  formulée  ainsi  : 
Par  la  tangente  à  la  courbe  F  en  un  point  M  de  cette  courbe,  on 
fait  passer  un  plan  tangent  au  cône  (T)  de  sommet  M;  soit  C 
la  caractéristique  issue  de  Vêlement  ainsi  déterminé  :  la  sur- 
face engendrée  par  cette  caractéristique,  lorsque  le  point  M 
décrit  la  courbe  F,  est  une  surface  intégrale  passant  par  cette 
courbe  F. 

Il  y  aura  autant  de  surfaces  répondant  à  la  question  (|u'on 
peut  mener  de  plans  tangents  au  cône  (T),  par  vine  tangente  à  la 
courbe  F.  Il  est  clair  qu'on  doit  associer  les  plans  tangents  for- 
mant une  suite  continue. 

Considérons  d'abord  le  cas  général  où  la  tangente  à  la  courbe  F 
n'est  pas  une  génératrice  du  cône  (  1  );  />o  et  q„  étant  les  coeffi- 
cients angulaires  du  plan  tangent  au  cône  (T),  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  génératrice  de  contact  sont   proportionnels  à  P,,,  0„, 

Pfl/'o+Qo^o  [formules  (7.5)  et  (76)].  La  différence  ?„ -^  —  Q»"5r" 
n'est  donc  pas  nulle,  et  par  suite  les  valeurs  de  pa  et  de  y,,  tirées 
des  relations  (89)  sont  des  fonctions  holomorphes  de  v  dans  le  voi- 
sinage du  point  considéré  de  F.  D'un  autre  côté,  on  peut  résoudre 
les   deux  premières   équations  (81)   par   rapport   à  ;/  et  à   v,   car 

le  déterminant  fonctionnel  -^  -r- ^  -^  se  réduit  pour  m  =  o  à 

du   ov  Ou,   ov  ' 

fôx\  ^_/^\  !^,  e'est-à-dire  à  P,.:^-Q„^.  En  portant 
les  valeurs  de  u  et  de  c  dans  la  troisième  formule  (8r),  on  voit  que  :; 
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est  une  t'oncUon  holomorplie  de  x  et  de  y  dans  le  voisinage  du 
point  considéré  [voir  n"  446). 

Lorsque  la  tangente  à  la  courbe  Y  se  confond  avec  la  génératrice  de 
contact  du  plan  de  coefficients  angulaires  p^,,  q^  avec  le  cône  (T)  en  un 
point  particulier  de  cette  courbe,  ce  point  est  en  général  un  point  sin- 
gulier pour  l'intégrale  correspondante.  Lorsque  cela  a  lieu  en  tous  les 
points  de  V,  nous  avons  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  la  courbe  I"  est 
une  courbe  caractéristique,  ou  non. 

.Si  la  courbe  F  est  une  courbe  caractéristique,  elle  est  tangente  en  cha- 
cun de  ses  points  à  une  génératrice  G  du  cône  (T)  ayant  ce  point  pour 
sommet,  el  la  développable  caractéristique  est  l'enveloppe  du  plan  tan- 
gent au  cône  (T)  suivant  la  génératrice  G,  lorsque  le  sommet  M  décrit  F. 
La  courbe  caractéristique  issue  de  chacun  des  éléments  ainsi  déterminés  se 
confond  avec  la  courbe  F  elle-même,  et  les  formules  (8i)  ne  définissent 
pas  une  surface.  Mais  il  «st  clair  que  dans  ce  cas  le  problème  est  indéter- 
miné. Soient  en  effet  M  un  point  de  F,  P  le  plan  tangent  au  cône  (T)  de 
sommet  M  suivant  la  tangente  G  à  F,  et  F'  une  autre  courbe  passant 
par  M  dont  la  tangente  en  M  soit  une  droite  du  plan  P  différente  de  G. 
D'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  la  surface  intégrale  passant 
par  F'  renferme  la  courbe  F. 

Si  l'équation  proposée  (74)  n'est  pas  linéaire  en  p  el  q,  comme  nous  le 
:-upposons,  la  courbe  F  peut  être  tangente  en  chacun  de  ses  points  à  une 
génératrice  G  du  cône  (T)  correspondant,  sans  être  une  caractéristique. 
Les  courbes  les  plus  générales  jouissant  de  cette  propriété  dépendent  en 
effet  d'une  fonction  arbitraire.  Soit 


,(, 


Z 


X  —  .r     X  —  . 


l'équation  du  cône  (T)  de  sommet  {x.,y,  z).  Pour  qu'une  courbe  F  soit 
tangente  en  chacun  de  ses  points  à  une  génératrice  de  (T),  les  coordon- 
nées X,  y,  z  d'un  point  de  cette  courbe  doivent  être  des  fonctions  d'une 
variable  v  satisfaisant  à  la  condition 

/  d\-     dz  \ 

(90)  *(-''^'"^;s'5ï;  =  "- 

Si  l'on  prend  par  exemple  .r  pour  variable  indépendante,  on  peut  choisir 
arbitrairement  j- =y(.r),  et  en  remplaçant  k  par  y(a;)  dans  la  relation 
précédente  on  a  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  pour  déter- 
miner z  en  fonction  de  x.  On  appelle  courbe  intégrale  toute  courbe  satis- 
faisant à  la  condition  (90),  sans  être  une  courbe  caractéristique. 

Cela  posé,  supposons  que  la  courbe  F,  pour  laquelle  on  veut  résoudre 
le  problème  de  Cauchy,  soit  une  courbe  intégrale.  De  chaque  point  M  de  F 
part  une  courbe  caractéristique  tangente  à  F,  et  il  résulte  du  calcul  fait 
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plus  haut  que  la  surface  S  engendrée  par  ces  caractéristiques  est  une  sur- 
face intégrale;  il  suffit  en  effet  de  prendre  pour  Xo-,  yo,  "o  'es  coordon- 
nées d'un  point  de  T  et  pour  pu,  q„  les  coefficients  angulaires  du  plan 
tangent  au  cône  (T)  le  long  de  la  tangente  à  Y.  Mais  cette  courbe  F  est 
une  ligne  singulière  de  la  surface  S.  En  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  les 
dérivées  /•,  s,  t  auraient  des  valeurs  finies  en  un  point  de  F  et,  comme  on 
a  déjà  Qo  rfj^d  =  Po  rf^oi  les  calculs  faits  à  la  page  6o3  pour  établir  les 
équations  (79)  s'appliqueraient  sans  modification,  et  l'on  en  conclurait  que 
la  courbe  F  est  une  caractéristique,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Cette  courbe  F,  qui  est  l'enveloppe  des  caractéristiques  de  la  surface  S,  est 
analogue  à  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface  développable. 

Remarque.  —  La  méthode  de  Caucliy  donne  aussi  facilement 
une  intégrale  complète.  On  satisfait  en  effet  aux  condilions  (89) 
en  posant  a;„  =  rt,  y„=^b,  5„  =  c,  a,  b,  c  étant  trois  constanles 
(|uelconques,  p^  etqo  étant  liés  parla  relation  F(a,  b,  c,  p„,  q„)^o. 
La  surface  intégrale  ainsi  obtenue  est  le  lieu  des  courbes  caiac- 
téristiques  issues  du  point  (a,  b,  c),  qui  est  évidemment  un  point 
conique  pour  cette  surface.  Si  l'on  regarde  une  des  coordonnées  «, 
6,  c  comme  une  constante  numérique,  on  a  une  intégrale  complète. 

Exemples.  —  1°  Prenons  l'équation  traitée  par  Gauchy />y  —  xy  =  o; 
les  équations  difi'érentielles  des  caractéristiques  peuvent  s'écrire,  en  tenant 
compte  de  l'équation  elle-même, 

p  d.r  =  q  ri  y  =  — ■  =^  x  dp  =  y  dq. 
On  en  tire  successivement  les  combinaisons  intégrables 

±^iL,  ±L  =  ±,  d.  =  P-^xdx  =  1-,ydy, 

P       •'^  '1       j  X  y 

et  la  caractéristique  issue  de  l'élément  (.ro,  ^u,  z„,  p^s,  qo)  est  représentée 
par  les  formules 

P„         x„  q„        /o  Xf,  jo    ■ 

Xo,  yo,  Poi  lo  étant  liées  par  la  relation  p(,qi,  =  Xoyo.  Pour  avoir  l'intégrale 
qui,  pour  x  =  Xo,  se  réduit  à  f(y),  nous  poserons,  conformément  à  la 
méthode  générale,  jo  =  «>  =0  =  <?(  ")>  ^t  les  équations  (  89)  donnent  ici 


L'intégrale  demandée  est  donc  représentée  par  le    système  des  deu\  équa- 
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tions  >imullanées 


<]iii  définissent  u  et  z  comme  fonctions  de  r  et  de  y.  Ces  deux  équations 
(lewvent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

[;  — -i(H)]2=  (x^-—xl){f-—  11-^).  [;  —  o('«j]  -i'i  (i\  =  u{.r-'—xl), 

<lont  la  seconde  se  déduit  de  la  piemiére  en  didërentiant  par  rapport  au 
paramètre  (/.  On  aura  l'intégrale  cherchée  en  éliminant  m,  et  nous  pouvons 
observer  que  ce  résultat  est  bien  d'accord  avec  la  théorie  de  Lagrange  ((/. 
ji"  446,  p.  G02). 

2°  Reprenons  l'équation  de  la  page  391 

(  I  H-  /)'  —  7-)^-  —   R-  =  O, 

qui  exprime  que  la  longueur  du  segment  de  normale  limité  au  plan  des  xy 
est  égal  à  R.  Pour  avoir  le  cône  des  normales  (N)  relatif  à  un  point  M  de 
l'espace,  il  suffira  donc  de  décrire  du  point  INI  pour  centre  une  sphère  de 
rayon  R,  et  de  prendre  le  cône  de  révolution  de  sommet  M  passant  par  le 
cercle  d'intersection  du  plan  des  xy  avec  cette  sphère.  Le  cône(T)  est  le 
cône  de  révolution  de  sommet  iAI,  supplémentaire  du  premier.  Nous  con- 
naissons ici  une  intégrale  complète,  les  sphères  de  rayon  R  ayant  leur 
centre  dans  le  plan  des  xy\  les  couibes  caractéristiques,  intersection  de 
deux  sphères  infiniment  voisines  (voir  n"  itë  ),  sont  donc  des  cercles  de 
rayon  R,  dont  les  plans  sont  parallèles  à  l'axe  des  z  et  dont  les  centres 
sont  dans  le  plan  des  xy.  Toute  courbe  intégrale,  nous  l'avons  vu,  peut 
être  considérée  comme  l'envelopjje  des  courbes  caractéristiques  situées  sur 
une  surface  intégrale.  Ces  courbes  sont  donc  représenlées  par  le  système 
des  trois  équations 

1  -H  (f'^(a)  -+-  o((i)  ■^"{a)—y  t/(a)  =  o. 
la  fonction  a{a)  étant  arbitraire. 

448.  Les  caractéristiques  déduites  d'une  intégrale  complète.  —  l.a 
notion  de  caractéristique  peut  se  déduire,  d'une  façon  très  naturelle,  de  la 
théorie  de  Lagrange.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que,  si  \'  =  o  est  une  inté- 
grale complète  de  l'équation  du  premier  ordre  proposée,  on  obtient  une 
surface  intégrale  en  éliminant  a  entre  les  deux  relations 

{qi')  \[x,y,  z,  a,  ■s(a)]  =  iK h- — -. — -o'(«)  =  o, 

<f{a)  étant  une  fonction    arbitraire.    Lorsque   l'on    donne  au   paramétre  a 
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une  valeur  constante,  ces  deux   équations   représentent   une  courbe,  dont 

le  lieu  est  la  surface  intégrale.    Les  équations   de   cette  courbe  sont  de   la 

forme 

...  ,  oV        c/V 

(  1)2  I  V  (a",  r,  z,  a.  b)  =  o. \ -c  =  o, 

Oa        (lu 

a,  l>,  c  étant  des  paramètres  arbitraires.  Ces  courbes  forment  un  com- 
plexe, et  nous  voyons  que  les  surfaces  intégrales  sont  engendrées  par  les 
courbes  de  ce  complexe,  associées  suivant  une  loi  convenable.  Le  nom  de 
raractéristigues  donné  à  ces  courbes  s'explique  de  lui-même,  puisque  ce 
sont  les  courbes  de  contact  de  l'intégrale  complète  avec  son  enveloppe.  Les 
d  é  vélo  ppab  les  caractéristiques  s'introduisent  tout  aussi  naturellement.  Con- 
sidérons une  courbe  caractéristique  correspondant  aux  valeurs  «o,  èi,,  Co 
des  paramétres  a,  b,  c  ;  toutes  les  surfaces  intégrales  obtenues  au  moyen 
de  fonctions  cp,  telles  que  l'on  ait  èo=  o  («o)>  Co  =  fC^^o)]  passent  par  cette 
courbe  et  sont  tangentes  entre  elles  tout  le  long  de  cette  courbe,  car  les 
valeurs  de  p  et  de  g  qui,  pour  un  point  quelconque  d'une  surface  intégrale, 
sont  données  par  les  formules 

(  Qj  I h  p  —  =  o.        - — -  g  - —  =  o. 

^  dx        '    Oz  Or         '  Oz 

sont  les  mêmes  pour  toutes  ces  surfaces.  Il  est  donc  naturel  d'associer  à 
cbaque  courbe  caractéristique  une  développable  caractéristique  passant  par 
cette  courbe.  Les  quatre  équations  (92)  et  (gS)  permettent  d'exprimer 
quatre  des  variables  x,  y,  z,  /),  g  au  moyen  de  l'une  d'elles  et  des  trois 
constantes  arbitraires  a,  b.  c.  Pour  démontrer  l'identité  des  multiplicités 
ainsi  définies  avec  les  caractéristiques  déduites  de  la  méthode  de  Cauchy, 
supposons  que  l'intégrale  complète  soit  représentée  par  une  équation  de  la 
forme  .3  =  'P(x,y,  a,  b).  Les  équations  (9',)  et  (-gS)  deviennent 

f  ni  1  z  =i  <t>i  X.  r,  a,  h  ), \ —c  =  o. 


"dx  '  '-'        i>r 


'J  =  tïï:- 


Les  relations  (9.4)  et  (gâ)  permettent  d'exprimer  les  cinq  variables 
{x,  y,  z,  p,  g)  au  moyen  de  l'une  d'elles  (a-  par  exemple),  et  des  trois 
constantes  arbitraires  a,  6,  c.  Tout  revient  à  démontrer  que  ces  fonctions 
satisfont  aux  équations  différentielles  (64).  La  fonction  't>(x,  y,  a,  6)  étant 
une  intégrale  complète  de  l'équation  F  =  o,  on  a  déjà  entre  ces  fonctions 
les  deux  relations 

(96)  F  (  .r,  r,   z,  p,  g  )  =  o,  dz  =  p  (fx  -+-  g  clv. 

D'autre  part,  on  déduil  de   la  seconde  des  équations  (94  ) 


<I)  &-<\'   \    ,  I  c^-'I'  t>-'^ 


{  Q-  )  ■-  c  —, dx  H-     

^'  '  \  dadx  ObtixJ  \dad< 


,  ih   =  o. 
dbdrj 
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Or,  si  l'on  difféiencie  par  lapiion  aux  constantes  a  et  h  l'identité 


il  vient 


da  aa  o.r  Ou  i-i\ 


et  par  suite,  en  éliminant  Z, 

^.98) 


I  ,       ,  ,     ■  ,.  d.r       dy 

La  compaiaison  des  deux  relations  (97)  et  (98}  prouve  que  I  on  a  —  =  ^r  • 

Les  dernières  équations  (64)  s'établissent  comme  an  n"  447,  en  rapprochant 
les  relations 

an  -=  ax  J ch  ,  dq  --■  ax  -'. ai . 

'         ux-  Ox(h    ■  ôx  Or  o>-    - 

déduites  <les  équations  (93)  des  relations 

X  -T-  Z h  P    -+-  O =  o, 

dx  Ox-  Ox  Oy 

v-^z^^pJ?!±.^o  ^  =0, 

Oy  Ox  Oj  ^     0_\  - 

obtenues  en  difl'éreiitiant  l'identilé  Fia-,  y,  «t),  —  <  — )   =0,    par   rapport 
aux  variables  x  tly. 

Remarque.  —  La  théorie  de  l'intégrale  complète  s'applique  aussi  bien 
aux  équations  linéaires  qu'aux  équations  non  linéaires.  Il  semble,  au  con- 
traire, à  première  vue,  que  la  méthode  de  Cauchy  se  présente  d'une  façon 
tout  à  fait  différente  pour  les  équations  linéaires  et  pour  les  équations  non 
linéaires.  En  efl'et,  les  caractéristiques  d'une  équation  linéaire,  ou  d'une 
équation  qui  se  décompose  en  plusieurs  équations  linéaires,  forment  une 
congruence  et  non  un  complexe.  Mais,  si  l'on  associe  à  chaque  courbe 
caractéristique  une  développable  caractéristique,  l'anomalie  disparait. 
Chaque  courbe  caractéristique  appartient  en  eftét  à  une  infinité  de  déve- 
loppables  caractéristiques  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  de  sorte 
que  cet  ensemble  dépend  bien  de  trois  constantes  arbitraires.  Reprenons 
par  exemple  l'éqftation  des  surfaces  coniques /)a?  H-  qy  —  ^  =  o.  L'équation 
:  =  ax  ^  by  représente  une  intégrale  complète  formée  de  plans  P  passant 
par  l'origine.  Les  courbes  caractéristiques  sont  des  droites  passant  par 
l'origine,  et  les  développables  caractéristiques  sont  les  plans  P  eux-mêmes. 
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On  obtiendra  donc  une  caractéristique  en  associant  à  une  droite  passant 
par  l'origine  un  plan  passant  par  cette  droite  ;  cet  ensemble  dépend  bien  de 
trois  constantes  arbitraires. 

449.  Extension  de  la  méthode  de  Cauchy-  —  J.a  méthode  de 
Cauchy  s'étend  sans  dil'liculté  à  une  équation  à  un  nombre  tjuel- 
conque  de  variables  indé|)endantes 

(99.)         F(j:,,  jjo,   ...,  x„,  c:    pi.  p.,  ...,p„,  =  o,         pi=  —. 

Soit  .i=<l>(x,,  x,,  ...,  Xa)  une  intégrale  quelconque  de  i'équa- 
"«•i  (99);  nous  appellerons  élément  de  cette  intégrale  l'ensemble 
d'un  système  de  valeurs  particulières  x\,  x°,  ....  x^  des  variables 

indépendantes  et  des  valeurs  correspondantes  z-^p", />»  delà 

ionction  <ï>  et  de  ses  dérivées  partielles.  Supposons  qu'on  fasse 
varier  les  éléments  de  l'intégrale  à  partir  de  certaines  valeurs  ini- 
tiales a?°,  :■"■,])%  de  façon  à  satisfaire  constamment  aux  équations 
différentielles 


<ioo) 


fi>'t         'l-r-  dT„ 


oij  l'on  a  posé  (n°  445) 

Il  est  clair  que  ces  équations  déterminent  complètement  une 
famille  de  courbes  (ou  multiplicités  à  une  dimension)  sur  chaque 
intégrale.  En  effet,  si  z  est  connue  en  fonction  de  X,,  x.,  ■  ■  -,  Xn, 
il  en  est  de  même  des  dérivées  partielles  pi  et  par  suite  des  fonc- 
tions P/.  Ces  relations  (100)  forment  donc  un  système  de  (n  —  i) 
équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  les  n  variables 
{Xf,  X2,  ...,  Xn).  D'après  la  théorie  des  équations  différentielles, 
par  chaque  point  de  la  surface  intégrale,  il  passe  en  général  une  de 
ces  multiplicités  et  une  seule.  Si  à  chaque  point  (a^,,  Xj,  ...^Xn.z) 
de  l'une  de  ces  multiplicités  on  associe  les  valeurs  correspondantes 
àep,,p.,,  ...,  /)„,  on  a  une  suite  simplement  infinie  d'éléments, 
qu'on  appelle  encore  caractéristique.  Nous  allons  montrer  que, 
sans  connaître  l'expression  de  la  fonction  z,  on  peut  ajouter  aux 
relations   (100)   d'autres   équations    différentielles    permettant   de 
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définir  complètement  la  variation  des   variables  j,.  ;,  pk  le  long 
d'une  caractéristique. 

Parlons  d'un  élément  de  l'intégrale  (j^,",  ;",  pi)  et  considérons 
la  caractéristique  issue  de  cet  élément,  l^e  long  de  cette  caractéris- 
tique, les  variables  Xi,  z,  p/,  sont  des  fonctions  dune  seule  variable 
iudéijendante  vérifiant  la  relation  F  =  o,  et  dont  les  différentielles 
satisfont  aux  équations  (loo)  el  en  outre  aux  équations 

dz  =  pidx^-i-. . .  +  pn  dx„ , 

d-z 
dpi  =  Pu  dxi  -h. .  .-^  pia  dxn,        P,/.  =  -: — : —         (  (  =  i .  •.( n), 

qui  résultent  de  la  définition.  En  difl'érenliant   la  relation  F  =  o, 
par  rapport  à  la  variable  x,-,  il  vient 

Xi^ Pil  -4-  Pi/),i  +  .  .  .^-  P«/'(«=  o; 

désignons  par  du  la  valeur  commune  des  rapports  (loo)  et  rem- 

dxi 
plaçons  dans  la  formule  précédente  P,-  par  -j—;  nous  trouvons 

(\i-i-piZ)  du  -hpn  dxi-i-. . .-- Pin  dx,i  =  o, 

c'est-à-dire 

(  X,-i-/),Z)  du,  -1-  dpi=  o. 

Ceci  nous  montre  que  les  éléments  d'une  intégrale  satislonl,  tout 
le  long  d'une  cai'actéristique,  au  système  d'équations  différen- 
tielles 

Ces  équations  ne  dépendent  pas  de  la  fonction  <I>  et,  par  suite, 
on  peut  déterminer  les  éléments  successifs  d'une  caractéristique, 
pourvu  que  l'on  connaisse  un  seul  élément  (.r",  z",  pi).  On  en 
conclut,  comme  plus  haut  {n°All),  que,  si  deux  intégrales  ont  un 
élément  commun,  elles  ont  en  commun  tous  les  éléments  de  la 
caractéristique  issue  de  cet  élément. 

Si  les  dénominateurs  des  équations  (loi)  restent  finis  et  ne  sont 
pas  tous  nuls  pour  les  valeurs  initiales,  ce  que  nous  supposerons, 
on  tirera  de  ces  équations 

(I02)     Xi=fi{u,x^,zO,p'l),     pk=Ok{u,.rlz«,pl),     z  =  'l,{u,Xi,zO,pl), 
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xf ,  :■" ^  p"  désignanl  les  valeurs  initiales  correspondant  à  la  valeiir 
initiale  ;<  =  o  de  la  variable  auxiliaire  u;  les  fonctions  fi,  to/,,  <l 
sont  des  fonctions  continues  de  u  el  des  valeurs  initiales,  admet- 
tant des  dérivées,  au  moins  entre  certaines  limites. 

Puisque  chaque  intégrale  est  un  lieu  de  caractéristiques,  il  est 
clair  que  toule  intégrale  sera  représentée  par  les  formules  (102), 
où  xf,  z°,  pi  doivent  être  des  fonctions  de  /;  —  1  variables  indé- 
|iendantes,  de  façon  que  ces  lormules  représentent  bien  «ne  mul- 
tiplicité à  /;  dimensions.  Mais  il  faut  en  outre  que  ces  '.>/iH-i 
fonctions  .r, ,  ;,  p^  de  /(  variables  indépendantes  vérifient  les  rela- 
tions 

\¥{Xi,  z,  pu)  =  V(xi,  ■■■,  oc,,,  z:  pt,  . . .,  p„)  =  o, 
(io3) 

(  dz  — Pi  dxi  — pa  dx-i  — . . .  —  p,i  dx,,  —  o. 

Comme  les  équations  dilférenlielles  (loi)  admettent  la  combi- 
naison intégrable  dY^o,  il  suffira  qu'on  ait  F(x,'',  3<',jd")=:o 
pour  que  la  première  des  relations  (io3)  soit  vérifiée.  D'autre 
part,  on  a  aussi,  d'après  les  équations  (101), 

dz  </.r,  dx„ 

du  du        •  •  •      rn  ^^^ 

Les  valeurs  initiales  a?,",  ;",  /;"  étant  fonctions  de  n  —  i  variablo 
indépendantes  c,,  Co,  .  .  .,  ('«_i,  il  faudra  cju'on  ait  aussi 

U  =0;  />!  'jXi  — ...  — pn  ox„  =  o, 

la  lettre  0  désignanl  les  ditTérenlielles  correspondant  à  des  accrois- 
sements arbitraires  Se,,  ..  .,  3t'„_,  de  ces  variables.  En  procédant 
comme  dans  le  cas  de  n  =  2,  nous  avons  successivement 

rfU  =  rf  0;  —  pid  oXj  —  ...  —  pn  d  S.r„  —  dp,  Zx,  —  .  ,  .  t-  dp,,  àx„, 

dz  =  pi  dxi  -+-...  —  p,i  dx,,, 

0  dz  =  pi  0  dxi  -H  ...  +  />«  0  dx„  +  0/5,  dxi  -h.  ■  .-h  op,,  dx,, 

et,  comme  on  peut  intervertir  l'ordre  des  opérations  f/ et  3, 

dV)  =2,]  ^P<  ''•'■' —  '^P'  ^^'  i' 
.1  =  1 

=  2,  i  ï^i  o/>/^- (X,-i-/),Z)  Sa-,  [  du; 
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puisque  ;,  x,,  pk  vérifient  1  équation  F=o.  on  aura 

y  (  P,-  r,p:  -+-  \i  'jTi  )  =  —  Z  03 

el,  par  suite, 

d\2  =~Z\:  du. 

On  en  conclut  l'expression  suivante  de  L 

U  =  Uo  e  '- 

Pour  que  L.  soit  nul.  il  faut  e(  il  suffit  que  Vf,  soit  nul,  c'est- 
à-dire  qu'on  ait 

03"  —  pi  ox\  — . . .  —  /j"  ix",  =  <). 

En  résumé,  pour  que  les  formules  (102)  représentent  une 
inté^rale^  il  faut  et  il  suffit  que  les  valeurs  initiales  (a;",  z'>,pl) 
soient  des  fonctions  de  n  —  i  variables  indépendantes,  satisfai- 
sant identiquement  aux  conditions 

MoO  F(.r»,  3„, /,;.)  =  o- 

(io5)  iz'>~ pi  oa-J  —  p%  0x5  —...  —  /)?,  o.r»  =  o. 

Tout  système  de  2/i  +  1  fonctions  (.r",  :;",  pi)  de  n  —  i  variables 
vérifiant  ces  conditions  définit  une  multiplicité  à  («  —  i)  dimen- 
sions d'éléments;  on  peut  dire  encore  que  toute  intégrale  de 
l'équation  F  =  o  est  engendrée  par  les  caractéristiques  issues  des 
divers  éléments  d'une  multiplicité  de  celte  espèce. 

En  particulier,  si  l'on  veut  avoir  l'intégrale  de  Caucliv,  qui 
pour  .i-|  ^=  x\  se  réduit  à  une  fonction  donnée  ^(.ro.  ..  .,  x„),  on 
prendra  a;",  x",  ...,x°  pour  variables  indépendantes  {x\  étant 
supposé    constant)    et    la   relation    (io5i     donne    les    valeurs    de 

30=<i>(a7S, x%).       »!;  =  —-,         •-•.        /-;!  =  — -- 

^    -  ^  -      OxZ  <>-;,, 

La  valeur  de  /)"  se  tirera  de  la  relation  (104);  si  PJ  n'est  pas  nul. 
ainsi  que  nous  devons  le  supposer  pour  que  le  théorème  général 
d'existence  soit  applicable  (I.  n"  194,  p.  \~^),p\  sera  une  fonction 
holomorphe  de  :r°,  . . .,  x^  dans  un  certain  domaine,  el  les  équa- 
tions (102)  donneront  pour  z.  Xi,  p/,  des  fonctions  holomorphes 
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fie  j/,  xl,  . . .,  oc".  D'ailleurs,  le  jacobien 

D(.r,,  a-2,  ....  a-,,') 
D(M,  x",,  .  ..,  .r») 

n  est  pas  nul,  car  il  se  réduit  à  P"  pour  u  =  o.  On  pourra  donc 
résoudre  les  n  premières  équations  (102)  pur  raj)port  à  «, 
j;",  ...,  x",  et  en  portant  ces  expressions  dans  la  dernière,  on 
obtiendra  pour  ;  une  fonction  holomorpbe  des  variables  .r,, 
x-2,  . . .,  J7„. 

Remarque.  —  Il  peut  se  faire  que  l'application  de  la  règle  générale 
précédente  ne  conduise  pas  à  une  intégrale.  Par  exemple,  il  pourrait  se 
faire  que  la  multiplicité  d'éléments  définie  par  les  formules(i02)  ne  dépende 
pas  en  réalité  de  n  paramètres  arbitraires.  C'est  ce  qui  arriverait  si  la  mul- 
tiplicité formée  par  les  éléments  (xf,  z",  p^.)  se  composait  de  caractéris- 
tiques; dans  ce  cas,  en  effet,  la  multiplicité  définie  par  les  formules  (102) 
se  confondrait  avec  la  multiplicité  des  éléments  (.rf,  .:'>,  pi). 

Ce  cas  étant  écarté,  il  peut  aussi  arriver  que  l'élimination  des  para- 
mètres u,  c'i,  ...,  i'„_,  entre  les  équations  (102)  conduise  à  plusieurs  re\a- 
lions  distinctes  entre  les  variables  X|,  ...,  x„,  z.  Pour  ne  pas  rejeter  de 
pareilles  solutions,  on  convient  avec  Soplius  Lie  d'élargir  la  définition  de 
l'intégrale  et  d'appeler  intégrale  de  l'équation  F  =  o  tout  système  de  00" 
éléments  (.r,,  z,  p/^)  vérifiant  les  relations 

(106)  F(Xi,  z,  p;^) —  o,         dz  =  pi  dxi  +  .  .  .-h  pndxn- 


IV.  —   KQU\TIONS  SIMULTANEES  ('). 

4o0.   Systèmes  linéaires  et  homogènes.  —  Considérons  un  sys- 
tème de  g  étpiations  linéaires  et  homogènes  à  une  inconnue _/ 

^.    ,  ^  àf  àf  àf 

(.07)     /  ^^  (-^^  =  ""  ê  -*"  ""  ;S  ^-  ■  -^  "'"  è  =  "• 

,•  r  àf  Of  >)f 

^.(/)  =  «.7  ^  +  «..  ^  +•  •  •  +  «"'^  =  "' 


(  '  )  Je  me  borne  à  indiquer  dans  leurs  traits  essentiels  les  principales  méthodes. 
Pour  une  exposition  plus  détaillée,  je  renverrai  le  lecteur  à  mon  Ouvrage  Sur 
l^intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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(lonl  les  coelfîcieiUs  «,a  sonl  des  fonctions  des  /;  variables  indépen- 
dantes X, ,  Xi,  . . .,  x,,-  et  ne  renferment  pas  la  fonction  inconntiey. 
l-ies  q  équations  (lo-  )  sont  dites  indépendantes  s'il  n'existe  aucune 
relation  identique  de  la  forme 

X,X,(/)-f-...-+-ÀyX,f/)  =  o, 

où  A,,  I2!  •■■.  A^  sont  des  fonctions  de  x,,  x-2,  ■ . .,  x„  non  toutes 
nulles.  Il  est  clair  que  tout  système  de  q  équations  non  indépen- 
danles  peut  être  remplacé  par  un  système  de  (/' équations  indépen- 
dantes {q'  <iq),  équivalent  au  premier,  et  quun  système  ne  peut 
renfermer  plus  de  n  équations  indépendantes. 

Nous  pouvons  donc  toujours  supposer  les  q  équations  (10-) 
indépendantes  et  q'^n. 

Si  (]  =  n,  les  équations  (10-)  étant  indépendantes,  le  détermi- 
nant des  coefficients  a/A  n'est  pas  nul,  et  ces  équations  n'admettent 
p;is  d'nulre  intégrale  commune  que  la  solution  banale  /^  C,  que 
nous  négligerons  dans  la  suite.  Si  q  est  inférieur  à  n,  on  peut  tou- 
jours trouver  les  intégrales  communes  aux  équations  (107)  par  des 
intégralions  successives.  En  effet,  supposons  que  l'on  ail  intégré 
l'une  de  ces  équations,  la  première  par  exemple,  et  soient  y,, 
y-, .'h-i  un  système  de  «  —  1  intégrales  distinctes. 

Soit,    de    plus,    )■„  une    autre    fonction    telle    que    le   jacobien 

,^  .    ''"  i-  ■■■1.  n    ^g  soit  pas  nul  ;  nous  pouvons  prendre  y,,  y )„ 

D(.T,,  jTi,  ..  .x„)  r  '  y  r  ./'.-.« 

pour  nouvelles  variables  indépendantes,  et,  par  ce  chaDgement  de 
variables,  l'équation  X,  (/)  =  o  devient  — ^  =  o,  tandis  que  l'équa- 
tion X,(/ )=  o  (/>  i)  est  remplacée  par  une  équation  de  même 

r  .M  -1  àf 

tonne,  ou  I  on  peut  supprimer  le  terme  en  -f— ' 

Y,(/,  =  6,,/^...+  6„-,.-^=o, 

les  coefficients  b/ii  étant  fonctions  de  y,,  y-i,  . . .,  j'n-  Si  l'on  sup- 
pose les  coefficients  bf,i  ordonnés  suivant  les  puissances  de  r„. 
cette  équation  peut  s'écriie  sous  la  forme 
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les  coefficienls  c,,',  cj,,  ...  étant  indépendants  de  r„.  ['uisque  la 
fonction  inconmiey^  doit  être  indépendante  de  )„,  celle  fonction 
doit  satisfaire  à  toutes  les  équations  linéaires  qu'on  obtient  en  éga- 
lant à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  y„.  Imagi- 
nons que  l'on  opère  de  cette  façon  avec  toutes  les  équations 
X,(/)  =  o  («' >- i).  Si  le  système  formé  par  toutes  les  équations 
indépendantes  que  l'on  obtient  ainsi  contient  n  équations,  on  n'a 
pas  d'autre  solulion  que  /"=  C.  .'^inon,  le  système  se  composera 
de  ;•  équations  linéaires  (r<^/)  —  i). 

On  pourra  opérer  de  la  même  façon  sur  une  équation  du  nou- 
veau système,  et  ainsi  de  suite.  Comme  à  chaque  opération  le 
nombre  des  variables  indépendantes  diminue  d'une  unité,  on  finira 
par  reconnaître  que  le  système  proposé  n  admet  pas  d'autre  solu- 
tion que  f^  C,  ou  bien  on  sera  ramené  à  un  système  lormé  dune 
seule  équation  linéaire. 

Cette  méthode,  qui  peut  êlre  dune,  application  commode  dans 
certains  cas,  est  évidemment  très  imparfaite  au  point  de  \  ue  théo- 
rique, puisqu'elle  ne  permet  pas  de  reconnaître  a  priori  si  les 
équations  (lo^)  admettent  des  intégrales  communes  autres  que 
/'=  C.  Nous  allons  montrer  que  ce  problème  peut  être  résolu  sans 
aucune  intégration. 

Soit  f  une  intégrale  commune  des  équations  (lo-);  celte  fonc- 
tion satisfaisant  aux  deux  relations  X/(y")^o,  \./,(/)  =  o,  oix  i 
et  l\  sont  deux  quelconques  des  indices  1,2.  . . . ,  ^,  on  a  aussi 

X,[X^.(/)]  =  X,-(o)  =  o, 
X/.-rX,(/)]  =  XA-(o)  =  o 
et  par  suite 

X/[X,(/)]-X,[X,(/)]  =  o. 

On  a  déjà  remarqué  que  cette  nouvelle  équation  ne  reulèrme 
que  les  dérivées  du  premier  ordre  (n°  398),  et  qu'elle  peut 
s'écrire 

X,[X,,(/)]  -  Xa.[X,(/)]  =  V  ]  X,(a,u)  -  X,.(a/„)  1  ^  =  o- 

.Imaginons  qu'on  forme  toutes  les  équations  telles  que  la  précé- 
dente, qu'on  obtient  en  combinant  deux  quelconques  des  équa- 
tions proposées;  ces  équations  admettent  toutes  les  intégrales  du 
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système  (107).  Désignons  p;ii- 

toutes  relies  de  ces  nouvelles  é(|ualions  qui  sont  indépendantes 
entre  elles  et  qui  forment  avec  les  éciuations  (10-)  un  système 

(108)     X,(/)  =  o,     ....     X^(-/)=o,     \,,+  , (/)  =  ...     ....     \,,.,(/)  =  o 

d'éipialions  indépendantes.  Si  ^  -r-  *  =  n,  le  système  (108),  et  par 
suite  le  système  (107)  n'admet  que  la  solution  _/"=  C.  Si  q  -\-  s  <^n, 
on  recommencera  sur  le  système  (108)  les  opérations  faites  sur  le 
premier  système,  et  ainsi  de  suite.  En  continuant  de  la  sorte,  on 
arrivera  finalement,  soit  à  un  système  de  n  équations  Indépen- 
dantes, et  alors  le  système  (107)  n'admet  que  la  solution  /"=  C, 
soit  à  un  système  de  /•  équations  indépendantes,  ovi  /•  <  /;,  et  tel 
que  toutes  les  combinaisons  X,[Xa(_/')]  —  Xa[X,(_/')]  soient  des 
combinaisons  linéaires  de  X,  {/),  .  ■  . ,  X,-(  /).  Un  tel  système  a  été 
appelé  par  Clebsch  système  complet . 

On  voit  donc,  en  résumé,  que  la  recherche  des  intégrales 
iriin  système  de  la  forme  (io-j)  se  ramène  à  linlégration  d^iin 
système  complet. 

On  peut  remarquer  que  tout  système  de  n  équations  linéaires 
indépendantes  est  un  système  complet,  ce  qui  permet  de  dire  que 
tout  système  linéaire  se  ramène  à  un  système  complet. 

4oI.  Systèmes  complets.  —  La  théorie  des  systèmes  complets 
repose  sur  les  propriétés  suivautes  : 

1°  Tout  système  complet  se  change  en  un  système  complet 
par  un  changement  de  variables. 

Soient  .r,=  0,(^1,^2,  ...,y,i)  (f  =  ' ,  2,  ...,  /i)  des  foi-mules  défi- 
nissant un  changement  de  variables,  telles  qu'on  puisse  inversement 

exprimer  ^1  ,j»'2,  . .-,  fn  au  moyen  des  anciennes  variables  t,, z„. 

Tout  symbole  tel  que  X(/')^rti  -r-  -|-...4-«n-r^'  où  ai,  a..,  ...,«« 
sont  des  fonctions  de  x,,  x-i,  .  .  . ,  x„,  se  change  en  une  expression 
de  même  forme  \  (  f)  =  b ,  — — \-...--ir  b„  -r—^  où  b, .  b.,,  ....bu  sont 
des  fonctions  de  Vi,  •  •  -,  J'hi  de  telle  sorte  que  Ton  aura  identi- 
quement X'(/)  =^  ^  (f),  f  désignant  dans  le  premier  membre  une 


(i'24  CHAPITRE    WII.    —    KOUATIONS    AUX   DÉRIVÉES    PARTIELLES. 

fonction  quelconque  de  x,,  x^-,  ■■■,  x„,  et  dans  Y{/)  la  même 
fonction  élanl  exprimée  an  moyen  des  variables  Ko  JK21  •  •  -lyn- 
Cela  étant,  soit 

(109)  ^i(/)  =  o X.(/)  =  o, 

un  système  complet.  Après  le  changement  de  variables  considéré, 
ce  système  est  remplacé  par  le  suivant 

(no)  Y,(/)  =  o,         ...,         Yr(f)=o, 

où  l'on  a  identiquement  Xj(/)  =  Y,(/),  en  tenant  compte  des 
formules  de  transformation.  Ce  nouveau  système  est  aussi  un 
système  complet.  En  eflet,  puisque  l'on  a  identiquement 

X,(/)  =  Y,(/).         Xi.(/)  =  Y,.(/), 

quelle  que  soit  la  fonction  y,  on  a  aussi 

X,  [Xi(/)1  =  Y,.  [X,(/)|  =  Y,-  [Y,,(/)], 
X/,.[X,(/)]  =  Y/aX,(/)]  =  Y/,[Y,(/)J 
et  par  suite 

X,LX,(/)]  -  X,[X,(/)1  =  Y,[Y,.(/)]  -  Y,[Y,(/)]. 

Puisque  par  liypolhcse  le  système  (109)  est  complet,  on  a.  quels 
que  soient  les  indices  i  et  A', 

X,LX,.(/j|-XM-X,(/)l=X,X,(/)-f-...+  A.X,(/); 

après  le  changement  de  variables,  on  aura  donc  aussi 

Y,[Y,,(/;]-Y*[Y,(/)]  =  X',Y,(/)+...+  X;.Y,(/), 

en  désignant  par  a',,  ...,  )y  ce  que  deviennent  X,,  ...,  Xri  quand  on 
y  remplace  Xt,  x-,,  ...,  X„  parleurs  expressions  au  moyen  de_yi,  ■••, 
yn.  Le  nouveau  système  (110)  est  donc  bien  un  système  complet. 

2°   Tout  système  équivalent  à  un  système  complet  est  aussi 
un  système  complet. 

Un  système  île  /■  équations  linéaires  et  homogènes  en  ■—> 

(109/  Z,(/)  =  o,         ...,         Z,(/)  =  o 

est  dit   équivalent  au  système  (109)  si  l'on  a  r  identités  de   la 
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forme 

Z/..(/)  =  Au.X,(/)-A,*X,(/)--...-A,j.X,(/)         (/.•=!, 2,  ...,r). 

les  coefficients  A,a  étant  des  fonctions  de  x,.  .r-.,  ....  x„  dont  le 
déterminant  n'est  pas  nul.  On  peut  alors  inversement  exprimer 
linéairement  X,  (/),  ...,  Xr(/)  au  moyen  de  Z,  C/),  ...,  'Lr{f)  et  le 
nom  de  systèmes  équivalents  s'explique  de  lui-même.  Cela  posé, 
la  dilTérence  Z,[Za(/)]  —  Z;i[Z,(/)]  peut  s'écrire 

Va,„xJ  2]auXH/'    -2]a,/.x,    ^^,u\u^f)   ; 

/.  =  !  L'=l  J        '1  La  =  i  J 

elle  est  donc  égale  à  une  somme  de  termes  de  la  forme 

Aa,a,a.  ;  x,,[x,(/)]  -  X/[x„(/)i , 

-  .\a,X/,(Am.)X,(/)  -  AmX/(:A/„)X,,(/;. 

Si  le  système  (109)  est  complet,  cette  différence  sera  donc  une 
fonction  linéaire  de  X,  (_/"),  ...,  Xr(f),  puisque  toutes  les  dillé- 
rences  X>i[X/(y)] —  X/[Xa(/)]  sont,  par  hypothèse,  des  fonctions 
linéaires  de  X,  (_/"),  ....  Xr(/)-  Les  deux  systèmes  (109)  et  (log)' 
étant  équivalents,  toutes  les  diflerences  Z,[Z/t(/)]  —  Zi,\Zi(/)^ 
s'expriment  donc  linéairement  au  moyen  de  7,,{/),  Z,2(/), ...,  Xr{f)- 

Il  est  clair  que  tout  système  complet  peut  être  remplacé  d'une 
iiifiiiilé  de  manières  par  un  système  équivalent.  On  dit  que  le  svs- 
lème  complet  (109)  est  un  système  jacobien  si  toutes  les  expres- 
sions X,[Xa(/)J — X/;[X,|/)]  sont  identiquement  nulles.  JNons 
allons  montrer  que  tout  système  complet  est  équivalent  à  un  sys- 
tème jacobien. 

Les  ;•  équations  (109)  étant  par  hypothèse  indépendantes,  nous 
pouvons  résoudre  ces  /•  équations  par  rapport  à  /•  dérivées  de  f. 
par  rapport  aux  dérivées  -=^.  ■••>  -=^'  ps""  exemple.  Le  svsteme 
ainsi  olitenu. 

•^  OXi  àXr-,1  Ox„ 

(m)  '        -•     '         ÔXi  dXr+t 


•'  dXr  OXr-i-l  OX,, 
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étant  équivalent  an  système  (109),  est  aussi  iin  système  complet. 
Or,   si  nous  formons  les  expressions  Z,[ZA(y  )]  —  Z/t[Z,(y')],  il 

•   •  1  I        1  '  •    -         <^/  àf       ^  , 

est  évident  que  les  dérivées  -— = — ;  -  ■  •;  -r—  y  ligureront  seules,  et 

'  àXr+\  àx„  •'       "  ' 

par  conséquent  les  nouvelles  équations  Z,[ZA(y  )]  —  Tjh^Li{fY[  =  o 
ne  peuvent  être  des  combinaisons  linéaires  des  t'quations  (  i  i  i)  que 
si  les  premiers  membres  sont  identiquement  nuls.  Le  système  (111) 
est  donc  un  système  jacobien. 

Le  raisonnement  prouve  que  tout  système  complet  de  la  forme 
spéciale  (i  1 1)  est  un  système  jacobien,  mais  il  est  clair  qu'un  sys- 
tème jacobien  n'est  pas  nécessairement  de  cette  forme. 

3°  Tout  système  complet  de  r  équations  à  n  variables  indé- 
pendantes peut  être  ramené,  par  P intégration  de  Vune  des 
équations  de  ce  système.,  à  un  système  complet  de  r  —  i  équa- 
tions à  n  —  I  variables  indépendantes . 

Supposons  que  l'on  ait  intégré  l'une  des  équations  du  système, 

par  exemple  l'équation  X,  (y  )  =  o,  et  que  l'on  prenne,  comme  au 

numéro  précédent,  un  nouveau  système  de  variables  indépendantes 

(j''0''2'  •  •  •'.)'')  choisies  de  telle  façon  quej'o,  Vj,  .  .  •,„!'«  soient 

//  —  1   intégrales  de  X,(y')  =  o.  Le   système  (109)  est  remplacé 

j);ir  un   nouveau  système  complet   dont   la   première  équation  se 

réduit  à—  =0.  En  résolvant  les  /; — ^1   équations  restantes  par 

....       df  Of  ,  , 

rapport  aux  /■  —  i  dérivées  -r^.  •  ■  •  >  -^^  par  exemple,  nous  devons 

obtenir  un  système  complet 

(112)  I  ày,  ôyr+x  ày„ 

!    ''^J^~  ôy; ^ '"" ''.Kr+i  "" •  •  ■  "^ "''■"- '■  ây„  ~  "' 

qui  est  de  la  forme  spéciale  (iii);  ^^  q"'  P^'"  conséquent  est  un 
système  jacoliien.  Or  on  a 

et,  puisque  cette  expression  doit  être  identiquement  nulle,  on  voit 
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que  les  coeflîcienls  c/A  du  nouveau  syslètiie  sont  indi-pendauts  de  l;i 
variablo  V(  ■  D'ailleurs  ou  a  aussi  idenliquenient,  pour/>  i , />' >  i- 

V,[V/,{/;]-Y,lY,(/)]  =  o 

et  par  suile  les  /■  —  i  équations 

(ii3)  V,(/i  =  .).         Y:,i/i  =  o V,,,_/-i  =  o 

formenl  un  système  jacoljieii  de  r —  i  équations  un —  i  variables 
indépendantes^;)'^,  j's,  .  .  .,  J'n,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Le  système  (i  i3)  peut  à  son  tour  se  ramener  à  un  système  com- 
plet de  /■ — ^2  é  juations  an  —  2  variables  indépendantes,  et  ainsi 
de  suite.  En  continuant  de  la  sorte,  on  finira  par  ramener  le  sys- 
tème complet  proposé  àviVE  équation  linéaire  à  n  —  z'+i  variables 
indépendantes.  On  en  conclut  que  tout  système  complet  de  r 
équations  à  n  variables  indépendantes  adm,et  n  —  /■  intégrales 
distinctes,  et  l'intégrale  générale  du  système  est  une  fonction 
arbitraire  de  ces  n  —  /•  intégrales  particulières. 

Les  raisonnements  précédents  montrent  aussi  quelles  sont  les 
intégrations  à  eflectuer  pour  obtenir  ces  intégrales.  Il  est  clair 
d  ailleurs  que  l'application  de  celle  méthode  peut  se  faire  de  bien 
des  façons.  On  peut  en  effet  remplacer  le  système  complet  pro- 
posé partout  autre  système  éqiiivalenl,  et  commencer  par  intégrer 
l'une  quelconque  des  équations  du  nouveau  système.  Par  exemple, 
si  l'on  remplace  le  système  complet  par  un  système  jacobien  de  la 
forme  (r  i  i),  on  connaît  déjà  /• — i  intégrales  particulières  .To,  ...,  jt,. 
de  l'équation  Z,  (f  )  =  o,  et  il  suffira  d'intégrer  un  système  de  n  —  i- 
équations  différentielles  pour  avoir  l'intégrale  générale.  Pour  tout 
le  qui  concerne  les  autres  méthodes  d'intégration  des  systèmes 
complets,  nous  renverrons  le  lecteur  aux  Traités  spéciaux. 

Exemple.  —  Soit  ii  intégrer  le  système 

'"^'i  or  ôf  df 

'      '  O.T-,       ■  "     d.rî  '  riX; 

En  formant  la  combinaison  XJX,!/)]  —  X5[Xi(/)],  on    est  conduit  à 

..      'Y  '>/■ 

•  liouter  au\  éqnations  données  une  équation  nouvelle  -^ -•^\-f—  =  o  el 

'  f'r.-i  dx; 


C28  CHAPITRE    XXII.    —    ÉQUATIONS    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES. 

le  système  des  trois  équations  ainsi  obtenues  est  équivalent  au  système 

àf        ,  ^    .     àf  df  àf  df  df 

^       '     o.ff        ^  "  ôxi,  dXi  dx:  0x3  dx^ 

qui  est  un  système  jacobien.  Le  syslème  1114)  n'admet  donc  qu'une  intégrale 
distincte.  L'intégrale  générale  de  la  dernière  équation  du  systême(  i  i5)est  une 
fonction  arbitraire  lie  Xi,  x,  et  de  Xi — a-, 2:3.  Si  l'on  prend  pour  \ariables 
indépendantes  x,,  Xj,  3-3  et  u  =  x^ —  ^13-3,  toute  fonction  f(Xi,  Xj,  X3,  x^) 
se  change  en  une  fonction  »  {xi,  Xj,  X3,  u)  et  le  système  (1 15)  est  remplacé 
par  le  suivant  : 

do        ^    „  d«)  dtp  do  do 

(II6I  -—  ^  3Xî-^  =  o,  _i.  _  3-,  _!-  =  o,  -^  =  0. 

axi  au  ox,  du  0x3 

Les  deux  premières  équations  (116)  forment  un  nouveau  système  jacobien 

de  deux  équations  à  trois  variables  indépendantes  Xt,  x^  et    u.  L'intégrale 

générale  de  la  seconde  est   une   fonction  arbitraire  tie  Xi    et   de    u —• 

x\ 
Prenons  de  nouveau  pour  variables  indépendantes  Xx,  xj  et   u =  c; 

toute  fonction  '^(.^1,  Xî,  u)  se  change  en  une  fonction  ^[Xi.  Jo,  i'),  et  les 
deux   premières  équations  (1 16)  deviennent 

d'il         ^     „  d'I/  &ii 

—- ^  -i-  3  J-;  -^  =  O,  —=-  =  0. 

OJ-j  ov  0x2 

L'intégrale  générale  de  la  première  est  une  fonction  arbitraire  de  v  —  x] 
et,  par  suite,  en  revenant  aux  variables  piimilives,  on  voit  que  l'intégrale 
générale  du  système  (ii4)  est  une  fonction  arbitraire  de 

x' 
a-i—  a-ia^3 =  —  x]. 


io"!.   Généralisation   de  la  théorie  des  intégrales  complètes.  — 
Considérons  une  cqiialion 

(117)  ^'l  .î*!,   X-i,    .  .  .  ,   X„,   Z:    Oi,    «2,     ....    <J„_r+l)  =  O, 

défînissanl    une    fonction    ;    des    n    variables    indépendantes    x,. 

X2 v„.  qui  dépend  en  oulie  de   («  —  /• -+- i  )    paramèlres   arlji- 

traires  a,,  a-,,  ■  •<  «„_,+,.  Si  Ton  suppose  que  l'on  ait  attribué  à 
ces  paramètres  des  valeurs  déterminées,  rélimiiialion  de  ces  para- 
mètres entre  la  relation  (117)  et  les  relations  obtenues  en  dill'é- 
ren  liant 

dV  dV  Oz  .  , 

<ii8i ^ Pi —  =  o,         Pi— -r-         (  ï  =  I,  2,  .  ..,  n), 

ôxj  Oz  Ox, 
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conduira   en  géïK'ral  à    /•   relations   distinctes   seulement   entn- 

s,  a;,,  ...,  Xn,  />,,  ...,  pn, 

1 1 19)    F,(a-|,  ....  ./•„,  ;,  />!,....  /^„  )  =  o.         F2  =  o,         ....         F,.  =  o. 

En  nous  bornant  à  ce  cas,  qui  est  le  cas  gciiéral,  nous  dirons 
comme  plus  haut  in"  4ii)  que  la  fonction  -  définie  par  la  rela- 
tion ('117)  est  une  intégrale  complète  du  s\slème  d'équalioiis  aux 
dérivées  pai'tielles  (1  19),  et  nous  allons  montrer  que,  dans  ce  cas 
encore,  la  connaissance  d'une  intégiale  complète  du  système  (1 1<)  ) 
permet  de  trouver  toutes  les  autres  intégrales.  En  effet,  les  équa- 
tions (119)  provenaiitde  l'élimination  de»,,  a-^,  .:.,  a,,_r+i  entre 
les  équations  (i  1  7)  et  (1  18  j,  la  recherche  d'une  intégrale  commune 
à  ces /•  é(]uations  (1191  revient  à  la  recherche  d'un  système  de 
fonctions  ;,  a,,  ...,««_(■+!  des  variables  a;,,  ...,  jî„  satisfaisant 
aux  équations  (^117)  et  (118).  On  peut  évidemment  remplacer  le 
système  des  équations  (117)  et  (iib)  par  le  système  des  équa- 
tions (i  I  7  )  et  (I  20) 

u 20 )  da  1  -i rtrt >  -T- . . .  -I <ta,i  -r+\  =  o- 

Odi  tia,        '  0(1,1-  ,.+i 

cette  dernière  équation  étant  obtenue  en  différentiant  l'équa- 
tion (i  17)  et  tenant  compte  des  équations  (118).  On  peut  satis- 
faire aux  équations  (1  17)  et  (120)  de  diverses  manières  : 

1°  En  supposant  que  rt| ,  «2"  •••,««_r+i  sont  des  constantes,  ce 
qui  donne  précisément  l'intégrale  complète; 

2°   En  posant 

oX                                     àV 
\   =  o,  =  0,  •  .  ■ ,  ^=  O- 

L'élimination  de  rt|,  a,,  ....  a„-r+i  entre  ces  é(|ualions  fournit, 
si  elle  est  possible,  une  intégrale  qui  ne  contient  aucune  arbitraire, 
et  que  l'on  appelle  encore  intégrale  singulière  : 

3°  Si  tous  les  coefficients  - —  ne  sont  pas  nuls  à  la  l'ois,  il  existe 
au  moins  une  relation  entre  les  fonctions  cherchées  a,,  aj,  ...,a„_r+i 
des  variables  .t,  (I,  n°  00).  Supposons  qu'il  y  ait  A'  relations  dis- 
tinctes entre  ces  fonctions  et  k  seulement, 

(121)     /■](«,,  «2,  ■••,  «n-r+i)=  o,  ...,         ftia^.  eu.  .  ...  a„,.+i)=  o; 
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la    rclalion    (120)    devant    être    une    conséqnence   des    relations 

(lfi=^  (>  I  /  =  1 ,  2 /,  ).  il  existe  /.-  coefficients  À| ,  A^.  . .  .,  Àa  lel.s 

<jue  I  un  ait  identif|iiemeiit 

-—  </«|H-.  .  .- (/o„_,.^,  -  ■/.,  tlj\~.  .  .—  ''./.il//.. 


<^eUe  relation  est  équivalente  à  n  — /•-!-  i  relation'^  distinctes 


o\   _        fJ/\  .     à//. 


Lélimination  de  «,,  a,,  .  .  .,  «„_r+i,  À,,  Ào,  ....  /-a  entre  les 
éqnations  (11-),  (121  )  et  (122)  conduira  en  général  à  une  seule 
relation  entre  Xt,  Xo,  . .  . ,  Xn  el  z,  el  par  suite  à  une  intégrale 
commune  des  équations  1119),  qui  dépend  des  fonctions  arbi- 
traires choisies.  L'ensemble  des  intégrales  ainsi  obtenues,  en  fai- 
sant varier  le  nombre  A'  de  1  à  11  —  /•.  et  en  prenant  arbitrairement 
les  lonctioas  J\^f.^.  .,.,//,.  constitue  V int<-grale  grni'vale  du 
système  (  1 19  ».  On  peut  remarquer  que  l'intégrale  complète  s'ob- 
tiendrait en  supposant  k  =  n  —  /'  -|-  1 . 

Si  ;•  ^  I ,  le  système  (118)  se  réduit  à  une  équation  unique. 

Invei'sement,  étant  donnée  une  équation  qnelconque  dn  premier 
ordre  F  (a"/,  z;  pi,)  =  o,  il  résulte  des  théorèmes  généraux  d'exis- 
tence qu'elle  admet  toujours  une  infinité  d'intégrales  dépendant 
d'autant  de  paramètres  arbitraires  qu'on  le  voudra,  et  par  consé- 
quent une  infinité  d'intégrales  complètes.  La  méthode  précédente, 
qui  n'est  que  la  généralisation  de  celle  du  n°  444,  permet  de 
trouver  toutes  les  autres  intégrales  de  l'équation  F=  o,  (piand  on 
en  connaît  une  intégrale  complète. 

Si  /•  >  i ,  le  système  (1 19)  n'est  pas  le  plus  général  de  son  espèce^ 
car  un  système  de  /•  équations  du  premier  ordre  à  une  seule  (onc- 
tion inconnue  n'admet  pas. nécessairement  d'intégrales.  Nous  allons 
montrer,  dans  les  paragraphes  suivants,  comment  on  reconnaît  si 
un  pareil  système  est  compatible,  et  comment  on  trouve  les  inté- 
grales, quand  elles  existent. 
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io3.   Systèmes  en  involution.   —  Soit 

M'.ï)       l-",i  .r,,  .)■. r„;  /y,.  /!,,...,  ^„)  =  o,       F»  =  o,        Fr=o 

1111   systt'iiie   de    /•    é(|uationy   aux    dérivées    partielles    du    piemier 

ordre,  ne  lenfennant  pas  la  fonction  inconnues;  on  peut  toujours 

lainener    le    cas  général    à    ce    cas    particulier    par  l'arlifice    déjà 

employé  au  n°  i37.   La  recherche  d'une    intégrale  commune  aux 

/■  é(|uations  (laH)  est  équivalente  au   problème  suivant  :  Trouver' 

Il  fnitclions  pi=  C3,(a'i.  ..  .,  x„)  salisfaisnnt  aa.r  relations  (ia3) 

, .   .         ôpi         ôpii 
et  aux  conaitio/is  -^ —  =  -f-  • 
0^7,.         Oûr, 

Si  l'on  connaît  un  système  de  n  fonctions  ■s./ixi,  ..  .,  x„)  satis- 
faisant à  ces  conditions,  on  en  déduira,  par  des  quadratures,  une 
intégrale  des  équations  (laS),  dépendant  d'une  constante  arbi- 
traire. 

Soient  F  et  11  deux  fonctions  quelconcpies  des  ti/i  variables 
.;■,,  p;,;  nous  poserons  (^voir  n°  iW) 


'       ^\0p,   Ox,         ,lp,   ÔJ-J 


l'expression  (F,  H)  est  une  parenllièse  de  Poisson.  Cela  posé, 
nous  avons  la  proposition  suivante  :  Si  les  deux  équations  F  =  o, 
il  =:  o  ont  une  intégrale  commune,  cette  intégrale  satisfait 
aussi  à  l'équation  (F,  H)  =  o. 

Supposons  en  effet  que/)(,y02»  •■■•  Pn  soient  des  fonctions  des 
n    variables    x^,  ...,x„   satisfaisant   aux  deux   équations    F  =  o, 

fl  =  o,  et  aux  coudilions  -i-L  ^^  JJl.    En  difTérenlianl  la  relation 

(JX/,  ox, 

F  =:  o  par  rapport  à  .7'/,  il  vient 

iiF       v*  <^V    '>Pi. 

r  > —  =  O  : 

Oxi      ^êm  épk  oxi 

multi|)lions  celle  équation  par  - —  et  ajoutons  toutes  les  équations 
analogues,  nous  trouvons 


2<>F  <*1I  ^-^     •y  cH    i)V   ijp^  __ 
dxj  dpi    '  ^ÊÀ     ^^  dpi  ôpi;   <Jx, 
1=1  (=1    *=i 
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l'erm liions. Jes  lettres  F  et  H  et   remarquons  que  dans  la  somme 
double  on  peut  permuter  les  indices  i  et  A",  nous  avons  encore 

^  dï\    r)V        -^      ■^  ilV    ô\\    dp,    _ 

^d  dXi    l)pi         ^mà       ^  dpi,    Ôpi    dXl- 
i  =  \  1  =  l      /.  =  1 

Par  suite,  en  rclrancliant  membre  à  membre,  il  vient 

^i     Jimà  dpk  dp,  \  dxu  dXi  I 

Si  y»,,  . ...  Pu  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction, 

on  a,  quels  que  soient  les  indices  /'  et  k,   —  ^  —,  et  par  suite 
'  '  dxi,         ox,  ' 

(F,H)  =  o. 

Cette  proposition  renferme  comme  cas  particulier  celle  qui  a 
été  démontrée  plus  haut  (n"  451)  pour  les  équations  linéaires  et 
homogènes  eu/»,,  ...,/?„  et  l'on  peuten  déduire  des  conséquences 
analogues.  Nous  vo^'ons  en  effet  que  toute  intégrale  des  équations 
(123)  est  aussi  une  intégrale  de  toutes  les  équations  (Fa,  Fp)  =  o, 
que  l'on  peut  former  en  combinant  deux  à  deux  ces  équations 
(  123).  On  pourra  donc  adjoindre  au  système  proposé  celles  de  ces 
équations  qui  forment  avec  elles  un  système  d'équations  distinctes 
et,  en  continuant  de  la  sorte,  on  arrivera  nécessairement  soit  à  un 
système  d'équations  distinctes  en  nombre  supérieur  à  n  qui,  par 
suite,  n'admet  pas  en  général  d'intégrales,  soit  à  un  système  de 
m  équations  {ni'^n),  tel  que  toutes  les  équations  (Fa,  Fp)  =  f* 
soient  vérifiées  identiquement,  ou  soient  des  conséquences  algé- 
briques des  précédentes. 

De  pareils  systèmes  sont  analogues  aux  systèmes  complets.  On 
peut  toujours  s'arranger  de  façon  à  constater  que  les  équations 
proposées  sont  incompatibles,  ou  à  être  ramené  à  un  système  tel 
que  toutes  les  parenthèses  (Fa,  Fp)  soient  identiquement  nulles. 
En  efl'et,  supposons  qu'on  ait  résolu  les  /•  équations  (i23)  par 
rapport  à  /■  des  variables  /),,  ...,  />„,  ce  qui  doit  toujours  être 
possible,  car  sans  cela,  l'élimination  de  /0(,  ...,/?„  entre  ces 
/'équations  conduirait  à  une  relation  entre  les  variables  x^y  . .  .^  x„., 
et  le  système  proposé  serait  évidemment  incompatible.  Soit 

(125)      /Ji—/i(/)r+i,    ...,/»„;    ar,,    ...,  ar„)  =0,  ...,         p,.—/r(...)  =  0 
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le  système  équivalent  ainsi  obtenu.  Les  parenthèses 

lie  lenteniienl  aucune  des  varialjles  />,,  ....  pr'.  les  équation> 
obtenues  en  égalant  à  zéro  ces  parenthèses  ne  peuvent  donc  pas 
être  des  conséquences  des  premières,  et  fournissent  de  nouvelles 
équations  si  les  parenthèses  ne  sont  pas  identiquement  nulles. 

En  résolvant  ces  nouvelles  équations  par  rapport  à  certaines  des 
dérivées  /?,_,_ p„,  et  en  continuant  de  la  sorte,  nous  arrive- 
rons Imalement.  soit  à  constater  l'impossibilité  du  problème,  soit 
à  former  un  système   de  m  équations  du    premier  ordre  (piSn) 

(126 1  F,  =  o.         ....        F,„  =  o. 

tel  que  toutes  les  parenthèses  (F»,  F^  )  soient  identiquement 
nulles.  De  pareils  systèmes,  qui  sont  analogues  aux  systèmes 
linéaires  jacobiens,  sont  appelés  systèmes  en  involution,.  La 
recherche  des  intégrales  communes  d'un  système  d'équations  du 
premier  ordre  se  ramène  donc  à  l'intégration  d'un  système  eu 
involution. 

Cette  intégration  est  immédiate  si  m  ^=  n  ainsi  qu'il  résulte  de 
la  proposition  suivante  :  Soient  F,,  Fj.  . . ..  F„  des  fonctions  des 
in  variables  Xi,  p^,  telles  que  toutes  les  parenthèses  (F»,  Fp  ) 

...                         ,,                   ,     •        7  •       .         D(F,,...,F„) 
soient  identiquement  nulles,  et  que  le  lacobien  A  =  -p-^ — 

ne  soit  pas  nul.  Si  l'on  résout  les  n  équations 

(127)  Fi=a,.         F,=  «,.  ....         F„=rr,„ 

oit  a,,  a,.  ....  a„  sont  des  constantes  quelconques,  par  rapport 
('  Pt'Pii  ■  ■  -i  Pni  l'expression  ainsi  obtenue  pt  dx^  -!-...  +pn(lx„ 
est  une  différentielle  exacte. 
On  aura,  en  effet, 

(Fa— «a,    Fcj  — flpi  =  (Fa,   Fp)  =  O, 

et.  d'après  le  calcul  qui  vient  d'être  fait,  les  n  fonctions 
/>,,  P2,  ....  pn  des  variables  Xt.  x-;,.  ....  Xn,  définies  par  les 
n  équations  (  127)  doivent  vérifier  toutes  les  relations 

VV»  àF^  àF^  /  0p^.        dp,  \  ■      r.  . 

^d    ^  dp,   àpk  \  à.Ti        dXkj  ^      ' 

i=J      *=1 
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Prenous  les  ii  relations  de  celle  espèce  où  l'indice  fi  conserve  l;i 
même  \aleur;  elles  peuvenl  s'écrire 

()p,      Zd     Ûpi,      V    <<.r,  ÔXl;)       ^     "' 

Si  l'on  prend  pour  inconnues  les  7i  expressions 

7 1   — —  (l  =  \,   1,    .  .  .,  II). 

^  dp,,   V  ôXi         iKr/.  /  ^  >      ,  ,       / 

le  délermiiiaiil  des  coefficienls  de  ces  inconnues  esl  précisément  le 
déterniinanl  A  qui,  par  lijpotlièse,  n'est  pas  nul  idenliqiiement. 
On  aura  donc,  ([uels  que  soient  les  indices  i  el  fi, 


Z^i  'ôpl  \  ôx, 


iJi'<i/Op/,  Op,  ' 


En  prenant  les  n  équations  de  cette  espèce  où  l'indice  «a  une 

1  1  .  •     .  1  '  1         «  11  <)Pi         àp/, 

valeur  déterminée,  on  démontrera  de  même  que  1  on  a  -r—  =  -f — ; 

'  f>X/i  OX/ 

ce  qui  démontre  la  proposition. 
La  fonction 

(128)     c  =  4>(./-,,  ...,.r„:  fl,,  ...,  «„+,)=   /  (pidx,-\-...-\-pndx„}  +  an+,, 

où  «,,_,.i  est  une  nouvelle  constante  arbitraire,  repiésenle  l'intégrale 
générale  du  système  en  in\olntion  (la-).  Si  l'on  regarde  les 
/•  constantesa) ,  a,,  . .  .,  a,-  comme  ayant  des  valeurs  déterminées, 
les  constantes  ct,  +  i,  .  .  .,  ci„^,  restant  arbitraires,  la  formule  (128) 
représente  une  intégrale  complète  du  système  en  involution  formé 
par  les  /■  premières  équations  (12^).  C'est  une  véritable  intégrale 
complète,  car,  d'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  la  fonc- 
tion $,  les  équations 


forment  un  système  équivalent  au  système  (12^),  el  les  seules 
relations  distinctes,  indépendantes  de  a,^_).  .. .,  a„  que  l'on  puisse 
eu  déduire  sont  évidemment  les  /■  premières  équations  de  ce 
système. 
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'liii.  Méthode  de  Jacobi.  —  Kl;mt  ilomié  un  système  en  involu- 
(lon  de  /•  équations  (r<C_n), 

{129)     F,(.r,,  ...,.r„:/),,  .  . . . /j„)  =  f/,,,^^^  .  .  . ,       F,.i./-,,  ..../)„)  =  «,., 

où     les    constantes    «,,     ...,    a,    ont    des    valeurs    déterminées. 

pour-  obtenir  une  intégrale  complète  de  ce  système,  il  suffira  de 

lui  adjoindre  n  —  /•  fonctions  nouvelles  F;_^|.  ....   V„.   telles  que 

le  jacobien   ^\    \-  ■  ■  ■  •..  n)  ^^  ^^-^^     ^^  ^^^^1    g^  telles  que  le  nouveau 

•'  Df,ri,  ...,x„)  ^  ' 

système 

{i3o)      F,  =  a,,  ...         F;.=  ar,  F,.+,  =  a^+i.  •-•■  F„=«,i 

soit  lui-même  en  involution.  L'intégrale  générale  de  ce  sys- 
tème (  i3o)  sera  en  elTet,  nous  venons  de  le  voir,  une  intégrale 
complète  du  Système  (129).  Lorsque  r=  i,  cette  méthode  n  est 
que  l'extension  de  la  méthode  de  Lagrange  et  Charpit  à  une 
('■qualion  à  n  variables. 

La  méthode  employée  par  Jacobi  pour  résoudre  ce  problème 
repose  sur  une  identité  célèbre  due  à  Poisson.  Soient/,  ç,  '!>  trois 
fonctions  quelconques  des  in  variables  .r,-,  p^',  on  a  identique- 
ment la  relation 

(■31)  ((/,'■?),  'l')-^((?,  4'). /.>-+- "'^^ /).?)  =  "• 

En  effet,  chaque  terme  du  premier  membre  est  le  produit  cl  une 
dérivée  partielle  du  second  ordre  par  deux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  Pour  démontrer  qu'il  est  nul,  il  suffira  donc  de 
prouver  qu'il  ne  renferme  aucune  dérivée  du  second  ordre  de  la 
fonction  /",  par  exemple,  puisque  les  trois  fonctions  /.  s,  à  y 
figurent  d'une  façon  symétrique.  Les  termes  contenant  les 
dérivées  du  second  ordre  de  /  ne  peuvent  provenir  que  de 
((/,  îp),  (!/)  +  {{à,f),  ç)  =  ('i,  l?./))  —  ('■?>  i'hf))-  Remarquons 
que  ('f,/)  et  ('},/)  sont  deux  expressions  linéaires  et  homogènes 
par  rapport  aux  dérivées  de/;  si  nous  posons 

('.?,/)  =  X(/).         (i,/)=Y(/), 

l'expression  précédente  s'écrira  Y[X('/)]  —  X[\(/)],  et  nous 
avons  vu  (n"  4oO)  que  cette  expression  ne  renferme  aucune  dérivée 
seconde  de  /'.lien  résulte  que  tous  les  termes  du  premier  membre 
de  la  formule  (i3i)  se  détruisent  deux  à  deux. 
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Gela  posé,  pour  intégrer  le  svstème  en  involution  (129),  on 
cherchera  d'abord  une  fonction  distincte  de  F,.  ...,  F^,  satisfai- 
sant aux  /•  équations  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux 
dérivées  de  la  fonction  inconnue  <I>, 

(l3'2)  (F|,<I>)=0,  (F2,  <l>)  =  o,  ...,  (Fr,  <l>)  =  0. 

Ces  r  équations  forment  un  système  jacobien.  Posons  en  efl'el 

X,(4>  )  :=  (F,,  <I>);  l'identité  de  Poisson 

((Fa,  Fp),  'l')  +  ((F3,  *),  F,,H-((*,  Fa),  Fp)  =  o 
devient  ici,  puisque  (Fa,  Fp  )  =  o, 

\a[X3(,*)]-Xp[Xa(1.)l=o. 

Soit  F,^^,  une  intégrale  de  ce  svstème  jacobien,  qui  forme  avec 
F|,  ....F,,  un  système  de  fonctions  distinctes  de  />,.  ...,p„;  on 
cherchera  ensuite  une  intégrale  du  nouveau  système  jacobien  de 
/•-H  1  équations 

(F„*)  =  o,         ...,         (F,+„*)  =  o 

qui  soit  distincte  de  F,,  . ...  F,-^,  en  tant  que  fonctions  des  /),-,  et 
l'on  continuera  de  la  soile.  Enfin,  quand  on  aura  trouvé  une  inté- 
grale du  dernier  svstème  jacobien 

iFi,*i  =  o,         ...,        ("F,,-!,  <l> )  =  o, 

on  obtiendra,  comme  on  l'a  vu  plus  liant,  une  intégrale  complète 
du  système  proposé  par  une  quadrature. 

\.  —  GÉNKIi.\LnÉ.S  SLR  LES  ÉQUATIONS  D'ORDRE  SUPÉRIEUR. 

435.  Élimination  des  fonctions  arbitraires.  —  L'élude  des  équa- 
tions aux  déiivées  partielles  du  premier  ordre  à  une  seule  fonc- 
tion inconnue  nous  a  conduit  aux  conclusions  suivantes  :  1°  l'in- 
tégration d'une  équation  de  cette  forme  se  ramène  à  l'intégration 
d'un  système  d'équations  dilTérentielies  ordinaires;  2°  toutes  les 
intégrales  de  cette  équation  sont  représentées  par  un  ou  plusieurs 
systèmes  de  formules  où  figurent  explicitement  une  ou  plusieurs 
fonctions  arbitraires  et  leurs  dérivées. 


V.    —    GÉNÉRALITÉS    SUR    LES    ÉQUATIONS    d'oRDRE    SUPÉRIEUR.  t)37 

Ces  propriétés  ne  s'étenclent  pns  aux  é(jualions  aux  dérivées 
partielles  les  plus  générales  d'ordre  supérieur  au  premier.  Le 
problème  de  l'intégration  d'une  telle  équaliou  ne  peut,  en  général, 
se  ramener  à  l'intégration  d'un  système  déquatioiis  diirérentielles 
ordinaires.  On  |3eut  cependant  généraliser  sans  difficullt'  la  méthode 
d'élimination  des  fonctions  arbitraires  qui  conduit  à  une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ('n'"  439  et  444),  mais  les 
équations  d'ordre  supérieur  auxquelles  on  parvient  de  cette  façon 
ne  forment  qu'une  classe  très  particulière.  Ainsi,  nous  avons  vu  que 
l'inti'grale  générale  d'une  équation  linéaire  à  deux  variables  indé- 
pendantes Pyo -j- Q<7  =  R  s'obtient  en  associant  suivant  une  loi 
arbitraire  les  courbes  d'une  congruence.  Prenons  maintenant  une 
famille  de  courbes  F  dépendant  de  »+  i  paranïètres  arbitraires 
a,,  ao,  . . .,  «„+,  {n  >  i) 

(iî3)     F  (a:,  _>-,;,  a,,  ...,«„_,_,)  =  o,         'I>(3-,  )  ,  ;,  a,,  .  .  . ,  rt„-n)  =  o; 

si  l'on  établit,  entre  ces  /i  -+-  i  paramètres,  n  relations  de  forme 
arbitraire,  on  obtient  un  ensemble  de  courbes  F  ne  dépendant 
plus  que  d'un  paramètre.  Ces  courbes  engendrent  une  surface  S, 
et  toutes  ces  surfaces  S  satisfont,  quelles  que  soient  les  n  relations 
établies  entre  les  n  -+-  i  paramètres,  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles  d'ordre  /;  qui  est  dite  Vér/uatioii  aux  dérivées  partielles 
de  la  famille  de  surfaces  S.  Pour  le  démontrer,  remarquons  qu'au 
lieu  d'établir  n  relations  entre  les  paramètres  «,,  il.  revient  au 
même  de  |)rendre  pour  ces  paramètres  des  fonctions  arbitraires 
a,Çk)  d'une  variable  auxiliaire  A.  Les  deux  équations  (i33j  défi- 
nissent alors  deux  fonctions  implicites  z  =/(x,  y),  ).  =  ■■2{:r,y); 
il  s'agit  d'étaldir  que  la  fonction  z^=f{x,  y)  vérifie  une  équation 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  «,  indépendante  de  la  forme  des 
fonctions  arbitraires  rt,(X).  En  diirérenliant  la  première  des  équa- 
tions (i33)  par  rapport  à  x  el  par  rapport  à  y,  on  obtient  les 
deux  relations 


dF       àP  [àF     ,    ,^ 

h  -—n  H-      —a    (  A)  - 

Ox        dz'         Idai     ' 

dF        ÔF  \àF     ,^,^ 

àf         dz  '        lOai     '^    ' 
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d'oii  l'on  tire 

A,  dy  ~  ds  ^ 


ri.^        '         Ar-P 


De  la  seconde  des  équations  (i33)  on  lire  de  même  une  expres- 
sion du  rapport  À,.  :  X,.,  qui  se  déduit  de  la  précédente  en  y  rem- 
plaçatit  F  par  $,  et  en  égalant  ces  deux  expressions  on  ajoute  aux 
équations  (i33)  une  nouvelle  équation  renfermant  x.yz.p-q, 
a,,  «2-  ■■-,  «H+i- 

(i34)  'l'i(^,  .1 ,  ^! /"i  y- «1-  «2-  ...,«n+i)  =  o- 

En  opérant  sur  cette  nouvelle  équation  comme  sur  l'équa- 
tion F  =  o.  on  en  tire  une  expression  de  'J.\  '.  ).',.  dépendant  de  x. 
y,  z,  p.  q,  ?\  s,  / .  a,.  .  . .,  a„^i ,  et  en  l'égalant  à  l'une  des  expres- 
sions déjà  calculées  du  même  rapport,  ou  obtient  une  nouvelle 
relation  renfermant  les  dérivées  du  second  ordre  de  ;, 

(i 35)  Tji  .(■,  )  ^  z,  i>.  rj ,  r.  s,  I.  a^,  a-i,  .  .  .,  «,,-n)  =  o. 

Vprès  n  opérations  analogues,  on  ajoute  au  système  (i33)  un 
système  de  n  relations  renfermant  ai.a^,  . . . ,  a„+\,  x,y,  z,  et  les 
dérivées  de  :;  jusqu'à  l'ordre  H.  L'élimination  de  a,,  a^,  ■.■•  fji/i+i 
entre  ces  /(  +  2  équations  conduira  en  général  à  une  équation  et 
à  une  seule  entre  Xj  y,  z  et  les  dérivées  partielles  de  z  jusqu'il 
l'ordre  n.  C'est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
engendrées  par  les  courbes  T. 

Exemples.  —  i"  Si  les  courbes  l"  sont  les  droites  parallèles  au  plan 
des  xy,  les  équations  (i33)  sont 


lin  appliquant  la  méthode  générale,  supposons  que  ai,  ai,  113  soient  des 
fonctions  d'un  paramètre  )..  Des  deux  équations  précédentes  on  tire  pour 

le   rapport  ),',  :  Xy  les  deux  \aleur5   —   et  — ai,  ce  qui   conduit  à  la  rela- 
rr  .       .  y  -  I 

p 
tion flo  =  o. 

5'.    .    "    . 
I>^n  dilTérentiant  de  même  cette  relation  par  rapport  à  x  et   par  rapport 
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à  y,  et  divisant  niembio  à  membre,  il  ^ielll 

h,  _  />'-'/■'. 

k'j.        ps  —  qr' 
en   égalant   cette   valeur   <hi  rapport  à   l'expression   —    déjà    obtenue,   on 

retrouve  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  réglées  qui  admet- 
tent le  plan  des  xj  pour  plan  directeur  (I,  p.  94) 

q-r  —  -îpqs-^p^t^o. 

1°   Supposons    que   les   courbes  r   soient  des   droite?  quelconques.    Les 
équations  (i33)  peuvent  s'écrire  dans  ce  cas 

.7;  =  a,3  -1-  n.,,  1  =  a^z  -^  o,: 

en  appliquant  la  méthode  générale,  on  en  tire  successivement 

'•'y  a I g       _  «.,>/  —  1    _        a, 


équation    on    tirt 


Cette  dernière  donne  à  son  tour 

'>r        ti]  p^\-^  "i-CxO^  P\i-^  <^'l  Pai  «I  ()'+''; 


K      «i  p 

—  1            «3/»                aj 

et    par    suite    - 

a^p 

-f-«3'/  —    I 

=  0.    De    cette    nouvell 

ensuite 

À',. 

aiSH-a^t             a, 

Pih  ■' 


ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

(B)  «■{/'3(i-ï-  3«f  03/1.21  -t-  iaia^ p,,_-h  "i/^os  =  o. 

En  éliminant  le  rapport  — ■'  entre  les  relations  (A)  et  (B),  on  obtiendra 
"3 
l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  réglées.  On  voit  que  cette 
équation  ne  renferme  que  les  dérivées  du  second  et  du  troisième  ordre; 
d'après  la  façon  même  dont  on  l'obtient,  elle  exprime  qu'en  chaque  point 
de  la  surface,  une  des  tangentes  asymptotiques  a  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  la  surface  (I,  n"  2i3). 

3°  Prenons  les  courbes  planes  F  représentées  par  les  deux  équations 

;  =  /(:r,  _)-,  a,.   ...,«„),         j-=ct„h.,. 
Au  lieu  d'appliquer  la  méthode  générale,  supposons  que  «i,  n^.  ...•  <^'n 
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soient   des  fonctions  du  dernier  paramètre  a„+i.  La  surface  S  engendrée 
par  ces  courbes T  a  pour  équation 

-  =  /[^'.T'  ?i(.r),  -. ■■  t?«(r)], 

çi o„    étant   des  fonctions   arbitraires   de  r.  L'élimination    de  ces   n 

fonctions    entre   la    relation   précédente  et   les  relations  qui   donnent 

d^z  d"z 

dx'     '  '  "  '  dx" 

ô.r"  ~~  '    \'^'-'  '  dx' 


dx 

à^z  ô"z 

—  conduira  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  /(, 

(■36)  ^  =  -^^.-/^ 


où  ne  figurent  que  des  dérivées  prises  par  rapport  à  .r 

Inversement,  toute  équation  aux  dérivées  partielles  de  cette  espèce  peiU 
être  intégrée  comme  une  équation  différentielle  ordinaire  renfermant  un 
paramètre.  Si  ;  =/(a:,  r,  Ci,  Cs,  ...,  C„)  est  l'intégrale  générale  de  celle 
équation  différentielle,  il  suffira  d'y  remplacer  Ci.  Cj,  .  .  . .  C„  par  des  fonc- 
tions arbitraires  dej  pour  avoir  l'intégrale  générale  de  la  même  équation, 
considérée  comme  une  équation  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables 
indépendantes  x  etjc 

L'intégrale  générale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  de  forme  quelconque,  à  deux  variables  indépen- 
dantes, s'obtient  en  prenant  l'enveloppe  d'une  famille  de  surfaces 
à  deux  paramètres,  quand  on  établit  entre  ces  deux  paramètres  une 
relation  de  forme  arbitraire  (n°  444).  Pour  généraliser  ce  résultat, 
considérons  une  famille  de  surfaces  S  dépendant  de  /(  +  i  para- 
mètres (/!  >  i) 

('3")  V{x,y,  z,  a„  a-2,  ■ .  .,  a„+i)  =  o: 

si  l'on  étaldit  entre  ces  n  -+-  i  paramètres  n  relations  de  forme  arbi- 
traire ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  remplace  a, ,  rto,  ....  «,,+, 
par  des  fonctions  arbitraires  d'une  variable  auxiliaire  X,  on  a  une 
famille  de  surfaces  S,  dépendant  d'un  seul  paramètre.  L'enveloppe 
de  cette  famille  de  surfaces  est  une  surface  S  qui  satisfait  à  une 
équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  «,  indépendante  de  la 
forme  des  fonctions  arbitraires  n,(A).  En  effet,  on  obtiendrait 
l'équation  de  cette  surface,  en  éliminant  A  entre  les  deux  équa- 
tions (i3r) et (i38) 

(.38)  i^„;,),)^....+  -i^aU,().)  =  o. 
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Mais  on  peut  aussi  considérer  ces  deux  é(|uaLions  comme  définis- 
santdeux  fonctions  z=f{x,Y)  el'k=::a{x,jf)  des  deux  variables  .r 
et  )•.  Les  dérivées  partielles  yo  et  q  sont  données  par  les  deux  équa- 
tions (],  n"  41) 

En  appliquant  à  ce  système  (i-^q)  la  même  méthode  qu'au  sys- 
tème (i33),  on  peut  lui  adjoindre  de  proche  en  proche  n  —  i  rela- 
tions nouvelles  entre  ai ,  «o,  . . .,  a„_^., ,  x.  )',  ;,  et  les  dérivées  par- 
tielles de  3  d'ordre  2,  3,  .  .  .,  n.  L'élimination  de  rt) ,  cin,  . .  .,  a„^, 
entre  ces  /;  —  1  équations  et  les  équations  (i)-)  et  (i^g)  conduira 
en  général  à  une  seule  relation  indépendante  de  a,,  a.,,  .  ..,  a„+i, 
où  figureront  X,  >',  :■,  et  les  dérivées  partielles  de  ;  jusqu'à 
l'ordre  /;. 

Exemple.  —  Si  la  surface  S  est  un  plan,  ou  retrouve  l'équaliou  des 
surfaces  développables  rt  —  s-  =  o.  Si  la  surface  S  est  une  sphère  de  rayon 
constant  R,  les  équations  (iSy)  et  (iSg)  deviennent 

(   .r  —  a,  -^  ( z  —  03) p  =  O,  1  —  «2-1-  (-  —  «3)'/  =  o. 

Supposons  que  rti,  ao,  a^  soient  fonctions  d'un  paramètre  A;  en  égalant 
les  valeurs  du  rapport  X^:  À^,  tirées  des  deux  dernières  équations  (14°), 
on  obtient  la  relation 

(141)  (,-<-5=)(^-«3)' 

-1-  [(IH- />=)/  + (i-r  (jT^)/-—  ■2pqs](z-    n3)-l-n-/)2-l-(7-  =  o. 

On  aura  l'équation  cherchée  eu  éliminant  rr,,  a,,  «j  entre  (i4o)  et  (i4i  i- 

Des  premières  on  tue   z  —  a3=  et,  en  remplaçant  ^^03  par 

cette  valeur  dans  (140,   on   obtient   l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
sur/aces -ca/iaux 

(142)  ('■;— s-)K- 


-h[(  [  -^  p-)  t  -+-  (i  -h  (/■)  r  —  ■2pqs]K\/ 1  -+-p--i-q--h{l-h  p-  +  q-)-  =  o. 

La  signification  géométrique  est  facile  à  vérifier;   elle   exprime  que  l'un 
des  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  est  égal  à    R  (  I,  n°  242). 

Remarque.  —  Etant  donnée  une  fonction  de  |)lusieurs  variables 
qui  dépend  d'une  ou  de  plusieurs  fonctions  arbitraires,  il  n'est  pas 
G.,  II.  4> 
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toujours  possible,  comme  dans  les  deux  cas  qui  Wennent  d'être 
examinés,  den  déduire  une  relation,  et  une  seule.,  entre  les 
variables  indépendantes,  la  fonction  ;  et  ses  dérivées  partielles 
jusqu'à  un  ordre  déterminé,  cette  relation  étant  indépendante  de 
la  forme  des  fonctions  arbitraires.  Considérons  par  exemple  une 
fonction  3  =  F(^,  y\  X,  Y),  F  étant  une  fonction  déterminée  des 
quatre  arguments  qui  y  figurent,  X  et  \  étant  des  fonctions  arbi- 
traires des  variables  x  et  )■  respectivement.  Les  cinq  dérivées  j9,  c/, 
r,  5,  l  du  premier  et  du  second  ordre  dépendent  de  X,  X',  X", 
\  ,  \  ',  \",  et  il  est  en  général  impossible  d" éliminer  ces  six  quan- 
tités entre  les  six  équations.  Mais  si  l'on  pousse  jusqu'aux  dérivées 
du  troisième  ordre,  on  a  en  tout  dix  relations  renfermant  huit 
arbitraires,  X,  X',  X",  X'",  Y,  Y',  Y",  Y'",  et  l'élimination  con- 
duira à  un  système  de  deux  équations  du  troisième  ordre  (  '  i. 

4o6.  Théorème  général  d'existence. —  La  démonstration  donnée 
pour  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  (n"  387)  s'étend  sans  peine  aux  systèmes  plus  généraux  de 
la  forme  normale,  étudiés  par  M"""  de  Rowalewski  (-), 

-^^    =F,(r,     r,  ,Xn-z,    z,  z,  ) 

0.r ,  ' 

(143)  '    dx'.- 


,   ,.     =  Vpixi,  Xi,  ...,  x„;  zu  Zî,  ...,  Zp,  ...), 
âx^F 

dont  les  seconds  membres  renferment  les  variables  indépendantes 

Xi.  x-2 x„,  les    fonctions  inconnues  ^i,  .  ...  Zp.  les  dérivées 

partielles  de  s,  jusqu'à  l'ordre  r,  inclusivement,  les  dérivées  par- 
tielles  de    :2  jusq»'^   l'ordre  To.  ....  et  ainsi  de    suite;   de  plus, 

j         1.    •     -        ^'''Z^     d':z,  d''rz,,         />  j  c 

aucune  des  dérivées , >  •  ■  •  7  — — -  ne  figure  dans  ces  tonc- 

ôx'^'       Ox'^'  ox'^r  ° 

tions  F,.  Le  tliéorème  général  s'énonce  ainsi  : 

(  '  ;  loir  Hermite,  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique.  187),  p.  315-229 
(QStevres,  t.  II.  1908,  p.  3oi-5i5). 

(')  Journal  de  Crelle,  t.  LWX.  Dans  sa  démonstration,  M""  de  Kowalewski 
ramène  le  cas  général  au  cas  d'un  système  linéaire  du  premier  ordre,  tandis  qu'il 
nous  suffit  de  ramener  le  cas  général  au  cas  d'un  système  du  premier  oidre  de 
forme  quelconque. 
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Les  quantités  t.,  .r ;■„.  ;■,  ;■.,  .    -,  :■„,    ,  ^   ,   . t—^' 

qui  figurent  dans  les  fonctions  F,,  étant  regardées  comme  des 
variables  indépendantes,  soient 

ttf.  a.2,  ...,  a„,  6|,  //,,  ....  />,,.  b'^   ^         ^ 

«/t  système   quelconque   de   valeurs  de  ces  variables  dans  le 
voisinage  duquel  les  fonctions   F,  sont   holomorphes.  Soient, 

d'autre  part, 

icfi,  o],  9f,  ....  o',.-i, 

des  fonctio/fi  des  n  —  i  variables  x-^,  x^..  . . .,  .r„,  régulières  ait 
voisinage  du  point  rtj,  .  . .,  «„,  e<  telles  que  l'on  ail 

?,=  b,.  z ~-  =  6'  ,  , 


pour  X2  =  ai Xi,=^a„.  Les   équations  (i43)  admettent  un 

système  d^inlégrales  et  un  seul,  holomorphes  dans  le  domaine 
du  point  (a,,  a^-  •••)  «n)i  p'  telles  que  Von  ait.  pour  a;,  =ai, 

Zi  =  o/,  =  ^,  ,  •  .  . ,  r   =  o'''~'  (  t  =  1 .  2.   .  .  . ,  p  ). 

'  dx,         •'  Ox'-^-^         ■'  ^  ■^ 

Pour  le  démonlrer,  nous  observons  d'abord  que  les  équa- 
tions (i43),  el  celles  que  Ion  en  déduit  par  des  difTérentiatioD.v 
successives  permettent  d'exprimer  toutes  les  dérivées  parlielles 
des   fonctions  inconnues  au    moyen   des  variables,   des  fonctions 

inconnues  et  des  dérivées  partielles  — —' >  où  a,    est  infé- 

'  ùx^^  .  .  .  0.1  f^" 

rieur  à  /•,  pour  i  ^^  i ,  k  r.,  pour  /  =  2,  ....  à  /y,  pour  /  ^  p.  On  le 
reconnaît  de  proclie  en  proche  par  un  raisonnement  loul  jiareil  à 
celui  du  n°  387.  Or  les  conditions  initiales  font  connaître  immé- 
diatement les  valeurs  numériques  pour  a-,  =rt|,  .  ..,  x„^=a„,  de* 
dérivées  au  moyen  desquelles  s'expriment  toutes  les  autres;  on 
peut  donc  calculer,  par  les  seules  opérations  d'addition  et  de  mul- 
tiplication, les  coefficients  des  développements  en  séries  entières 
des  intégrales,  dont  on  veut  prouver  Tesistence,  au   moyen  des 
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coefficients  des  développemenls  des  fonctions  F,  et  des  fonctions 
du  Tableau  (i44)- 

Pour  achever  la  démonstration,  il  reste  à  établir  la  convergence 
des  séries  entières  ainsi  obtenues,  pourvu  que  les  modules  des  dif- 
férences Xi — ai  soient  assez  petits.  Cette  convergence  a  été 
démontrée  plus  haut  lorsque  tous  les  nombres  /"i,  /'a,  . . .,  J'p  sont 
égaux  à  l'unité.  On  ramène  le  cas  général  à  ce  cas  particulier  en 
considérant  comme  inconnues  les  fonctions  i,,  ...,  Zp  et  leurs 
dérivées  partielles  jusqu'à  celles  d'ordre  /•,  —  i  inclusivement 
pour  5,-  (  «'  =  1 ,  2 ,  .  . . ,  y)  ) . 

Posons 

djra.c'.rîi..  .c)3:^"   ""«.■»' *"  '  "«■» o  — -'• 

Les  seconds  membres  des  équations  (i43)  renferment  les 
^ariabIes  x,,  ...,x„,  les  fonctions  :,,  ...,  Sp  et  les  nouvelles 
inconnues,  et  certaines  dérivées  du  premier  ordre  de  ces  nouvelles 
inconnues.  Mais  par  hypothèse,  les  dérivées  d'ordre  r,-  de  la  fonc- 
tion ;,- qui  peuvent  y  figurer  sont  différentes  de  la  dérivée  z',.„„f,; 
l'un  des  nombres  a^,  7.;,,  . .  ..  a„  est  donc  différent  de  zéro.  Si  l'on 
a  par  exemple  a^  >•  o,  on  peut  remplacer 

./■  ,,.,,.      ""aLa,— i.a, a„ 

-"ai.as,  ...,a„       1''"      3 


lorsque  ai  +  «a  -+-  .  . .  +  a„  =  /•,,  et  de  mémo  pour  les  autres.  On 
peut  donc  écrire  les  équations  proposées  (i43)  sous  la  forme  équi- 
valente 

,     ,.-      ''■^r,  — 1.0.0 0  .     ,  ,  ,.  , 

(143)     '— =<t>,{Xi,  ...,X„;    Zu  ■■■,-,:,  ■■■)  (î  =  I-  2,    ...,/)) 

cri 

les  seconds  membres  ne  contenant  que  les  variables  et  les  in- 
connues avec  quelques-unes  des  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  prises  par  rapport  à  l'une  des  variables  X2,  •■•,  x,,.  A  ces 
équations  il  faut  joindre  celles  qui  donnent  les  dérivées  par  rapport 
à  X,  des  nouvelles  inconnues,  auties  que  celles  qui  sont  déjà 
écrites.  Si  l'on  a  a,  -f-  «2  +  •  •  •  +  ^n=  l'i  —  2,  on  peut  écrire  immé- 
diatement 

,     ,«  ^  ^^a,.a a„ 

(140)  f— — —  =  -^a.  +  i.a. a„, 
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et  l'on  a  a,  +  i  +  aj  +  . . . -!- 7.„< /•, —  i .  de  sorte  que  le   second 
memiire  est  une  des  fonctions  inconnues.  Si  l'on  a 


nous  devons  supposer  a,  < /■, —  i,  et  par  suite  l'un  au  moins  des 
nombres  Xj-  •  •  •  ^-h  est  dilTérent  de  zéro.  Si  par  exemple  on  a 
^2  >  O)  on  éirira 


(■47> 


et  le  second  membre  est  la  dérivée  par  rapport  à  Xo  de  l'une  des 
inconnues  auxiliaires.  Les  équations  {i4^>)-  ('46)  et  (147)  forment 
un  svstème  normal  d'équalions  du  premier  ordre.  Les  conditions 
initiales  auxquelles  doivent  satisfaire  les  intégrales  de  ce  nouveau 
système  résultent  immédiatement  des  conditions  initiales  imposées 
aux  intégrales  du  système  primitif,  et  il  est  clair  que  les  séries 
entières  obtenues  pour  les  intégrales  ;,,  s^,  ...,  Zp  du  nouveau 
svslème  seront  identiques  aux  séries  entières  obtenues  pour  les 
intégrales  du  système  proposé.  Ces  séries  sont  donc  convergentes 
(voir  n°  387")  dans  le  domaine  du  point  (  a, ,  a  2.  . . .,  (in)- 

Par  exemple  I  équation  du  second  ordre  r=f{x,y,  z,p,  q,  s,  t)  peut 
être  remplacée  par  un  système  de  trois  équations  du  premier  ordre  de 
forme  normale 

dz  àp  .  I  dp     àq  \  àq        dp 

Si  l'on  doit  avoir,  pour  x  =  x^,  ^  =  o(^),  —  =  '^i^X),  les  intégrales  du 

svslème  auxiliaire  doivent  se  réduire  respectivement,  pour  x  =  x^,  aux 
fonctions  o(y),  ii.(y),  f'iy}- 

Ce  théorème  général  ne  tournit  pas  de  réponse  à  toutes  les 
questions  que  l'on  peut  se  proposer  sur  l'existence  des  intégrales 
d'un  système  quelconque  d'équations  aux  dérivées  partielles,  car 
il  ne  s'applique  qu'aux  systèmes  de  la  forme  normale  considérée. 
Les  systèmes  les  plus  généraux  ont  été  l'objet  d'un  grand  nombre 
de  travaux  dont  les  plus  récents,  dus  à  MM.  Tresse,  Riquier, 
Delassus,  ont  conduit  à  la  solution  générale  de  la  question  sui- 
vante   :    Etant    donné    un    système    de   m  équations  aux  dérivées 
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parlielles  d'ordre  quelconque,  à  un  nombre  (|uelconque  de  variables 
indépendantes  et  de  fonctions  inconnues,  reconnaître  si  ce  système 
admet  des  intégrales  et,  dans  le  cas  de  l'affirmative,  préciser  les 
iirbilraires  (constantes  ou  fondions)  dont  dépendent  les  inté- 
grales (  '  ). 

En  résumé,  toute  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  quel- 
conque, dont  le  premier  membre  est  une  fonction  analvtique  de 
ses  arguments,  admet  une  infinité  d'intégrales  analytiques,  mais 
nous  ne  pouvons  pas  affirmer,  en  général,  comme  pour  les  équa- 
tions dilleientielles  (n°  388),  que  toutes  les  intégrales  sont  des 
fonctions  analytiques  des  variables  indépendantes.  On  a  vu  plus 
haut  (p.  6og,  note  )  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  pour  une  équation  du 
premier  ordre;  il  est  du  reste  aisé  de  s'en  con\aincre  par  des 
«xemples  élémentaires  tels  que  l'équation  yo  =  o,  dont  l'intégrale 
générale  est  une  fonction  quelconque  de  )'. 

Les  méthodes  du  calcul  des  limites  ne  s'appliquent  pas  aux 
équations  non  analytiques.  Considérons  par  exemple  l'équation 

(148)  p-^  gA-r,j )  =  o, 

011/  (  X,  y  I  est  une  fonction  continue,  non  analytique,  satisfaisant 
à  la  condition  de  Lipschitz  relativement  à  j'.  On  a  démontré  plus 
liaut  (n°'  389-392)  que  l'équation  différentielle 

a.r 

admet  une  infinité  d'intégrales,  dépendant  d'une  constante  arbi- 
traire C.  Pour  en  conclure,  comme  au  n°  393,  l'existence  d'une 
intégrale  de  l'équation  (i48  ),  il  faudrait  avoir  démontré  que  toutes 
•ces  intégrales  sont  définies  par  une  relation  tc^.-r,  y)  =  C,  la  fonc- 
tion o  admettant  des  dérivées  continues  du  premier  ordre.  On 
reviendra  sur  cette  question  dans  le  Tome  suivant. 


(')  Les  reclierclies  de  M.  liiquieront  été  réunies  par  lui  dans  son  Ouvrage  Sur 
les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  (1910). 
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1.  Ktant  donnes  un  système  de  trois  axes  rectangulaires  Car,  Oy,  Os  et 
une  droite  A  parallèle  à  Ox  dans  le  plan  des  xy,  d'un  point  quelconque  M 
<fe  l'espace  on  abaisse  la  perpendiculaire  MP  sur  A  et  la  perpendicu- 
laire MQ  sur  0-.  Un  demande  l'équation  L'cncrale  des  surfaces  S  telles 
que  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  M  de  l'une  de  ces  surfaces 
passe  par  le  milieu  de  la  droite  PQ  correspondante. 

2.  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  qui  coupent  à  angle  droit  les 
sphères  représentées  par  l'équation 

où  a  est  un  paramètre  variable. 

Déduire  du  résultat  obtenu  quelques  systèmes  formés  de  trois  familles 
de  surfaces  orthogonales. 

3.  Trouver  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  décrites  par 
une  droite  qui  se  meut  en  rencontrant  une  droite  fixe  sous  un  angle  donné. 
Intégrer  cette  équation  aux  dérivées  ^lartielles. 

[Licence:  Paris,  juillet  iSjj.] 

■i.  Etant  donnés  un  plan  P  et  un  point  O  dans  le  plan,  trouver  l'équation 
générale  de  toutes  les  surfaces  telles  que  si.  par  un  point  quelconque  m 
de  lune  d'elles,  on  mène  la  normale  mn  qui  rencontre  en  n  le  plan  P,  puis 
la  perpendiculaire  mp  à  ce  plan,  l'aire  du  triangle  O np  soit  égale  à  une 
constante  donnée.  [Licence;  Paris,  novembre  1871.] 

•  1-   Même  question,  en  supposant  que  l'angle  nOp  est  constant. 

[Licence:  Rennes,  i883.] 

6.  Déterminer  toutes  les  surfaces  qui  satisfont  à  la  condition 

0/>  X  mn  =  '/.O ni  , 

dans  laquelle  X  désigne  une  constante  donnée,  O  l'origine  des  coordonnées 
m  un  point  quelconque  de  l'une  de  ces  surfaces,  p  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  O  sur  le  plan  tangent  en  m,  et  n  la  trace  de  la  normale 
sur  le  plan  xOy.  [Licence  :  Paris,  1875.] 

7.  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  telles  que  si,  par  un  point  m 
de  l'une  d'elles,  on  mène  la  normale  mn  terminée  au  plan  des  xy.  la  lon- 
gueur mn  soit  égale  à  la  distance  On.  [Licence;  Poitiers,  i883.| 


648  CHAPITRE   XXH.    —    ÉOLATIONS    AUX    DÉBIVÉES    PARTIELLES. 

8.  (»ii  demande  les  surfaces  intégrales  de  l'équation 

xy- p  -1-  X-  rq  =  z(x^  +  J- )', 

déterminer  la  fonction  arbitraire  de  façon  que  les  caractéristiques  forment 
une  famille  de  lignes  asymptotiques  des  surfaces  intégrales,  et  trouver  les 
trajectoires  orthogonales  des  surfaces  ainsi  obtenues. 

[Licence;  Paris,  juillet  1904. ] 

9.  On  considère  une  famille  de  courbes  gauches  (  T  )  représentées  par  les 
deux  équations 

x--i-f.Y'-==az-,         x"-^  1--T- z-=  bz, 

où  a  et  6  sont  deux  paramèlres  variables. 

I"  Démontrer  que  ces  courbes   sont  les   trajectoires  orthogonales  d'une 

famille  de  surfaces  (S)  à  un  paramètre; 

2"  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces  (S): 

3"  Montrer  que  ces  surfaces  font  partie  d'un  système  triple  orthogonal 

et  trouver  les  deux  autres  familles  de  ce  svstème. 

[Licence :  Paris,  juillet  1901.] 

10.  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  admettant  l'intégrale  com- 
plète y-{x- —  a)  =  {z  -\-  b)-,  et  intégrer  cette  équation. 

H.  Déterminer  les  surfaces  telles  que  le  segment  nin  de  la  normale, 
compris  entre  la  surface  et  le  point  d'intersection  n  avec  un  plan  fixe  P, 
se  projette  sur  ce  plan  P  suivant  un  segment  de  longueur  constante. 

12.  Soit  n  le  point  où  la  normale  en  m  à  une  surface  rencontre  le  plan 
des  xy.  Trouver  les  surfaces  telles  que  la  droite  On  soit  parallèle  au  plan 
tangent  en  m.  [Licence;  Poitiers,  juillet  1884.] 

13.  On  demande  de  déterminer  les  surfaces  qui  coupent  sous  un  angle 
donné  V  tous  les  plans  passant  par  une  droite  fixe.  Montrer  que  les  carac- 
téristiques sont  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  intégrales. 

14.  Les  courbes  intégrales  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  admet 
l'intégrale  complète 

(i  —  a-)x  -i-  k(i  -h  a-)z  ■+-  2 «_>•-!-  b  =  o. 

où  a  et  b  sont  deux  constantes  arbitraires,  satisfont  à  la  relation 

(/,r--!-  dr-  =  /c'^dz\ 

15*.  Toute  courbe  intégrale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
F  (  .r,  y,  z.  p,  q  )  =  o,  tangente  en  un  point  M  à  une  génératrice  G  du  cône 
(T;  de  sommet  .M,  a  un  contact  du  second  ordre   avec  toute  surface  inté- 
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;;iale  tangente  en  M  au  plan  tanijent  au  cône  (T)  suivant  la  génératrice  G. 

[SopHi's  Lie.] 

16  D'un  point  M  d'une  surface  S  on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur 
un  axe  fixe  00',  puis  du  point  P  une  perpendiculaire  PN  sur  la  normale 
en  M  à  la  surface  S.  On  demande  de  déterminer  les  surfaces  S  telles  que  la 
longueur  MN  soit  égale  à  une  longueur  constante  donnée  a. 

fcltudier  en  particulier  les  surfaces  S  qui  sont  des  surfaces  hélicoïdcs 
ayant  00'  pour  axe.  [Licence:  Paris,  octobre  1908.] 

47.  On  demande  la  forme  générale  des  fonctions  ¥{x,y,  z,  p,  q),  telles 
que  les  équations  différentielles   des  caractéristiques   de   l'équatioii   F  =  o 

admettent  la  combinaison  intégrable 


■'«)="■ 


Application. — Déterminer  les  surfaces  S  telles  que  la  dislance  d'un 
point  quelconque  M  de  l'une  d'elles  au  plan  des  xy  soit  égale  à  la  distance 
tin  point  O  au  plan  tangent  à  cette  surface  au  point  M. 

18.  Étant  donnée  l'équation  aux  dérivées  partielles 
11  P/)^  Qy  =  R;-^-(-S::-i-T, 

ùii  p,  Q,  R,  S,  T  ne  dépendent  que  des  variables  x  et  j',  démontrer  que  le 
rapport  anharmonique  u  de  quatre  intégrales  particulières  quelconques  de 
l'équation  (\)  vérifie  l'équation 

du  du 

P—  +  Q—  =  o. 
dx  0) 

Connaissant  quatre  intégrales  particulières  «1,  Sj,  33,  ^4  de  l'équation  (r), 
peut-on  en  déduire  l'intégrale  générale'? 

19.  Surfaces  paraliè/es.  —  Soit  6  (a-,  y,  z)  une  intégrale  de  l'équation 
,r  /'^'*\-        f^'^V        f"'>Y 

démontrer  que  l'équation  ft(x,  r,  -  )  =  C  représente,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, une  famille  de  surfaces  parallèles. 

R.  On  obser\e  que  l'équation  (E)  admet  l'intégrale  complète 


V/(.r  — «)2 -+-(_>■  —  6)5-!-  (z- 


el  l'intégrale  générale  s'obtient  en  chercbant  l'enveloppe  de  la  sphère  de 
rayon  6  dont  le  centre  décrit  une  surface  ou  une  courbe.  Il  est  clair  qu'en 
faisant  varier  le  rayon  6,  on  obtient  une  famille  de  surfaces  parallèles. 
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Réciproquement,  pour  que  l'équalion  «(a:,  y,  2)=C  représente  une 
famille  de  surfaces  parallèles,  il  faut  el  il  suffit  (  Ex.  9.  p.  35 1)  que  u(3\ y\  z^ 
vérifie  une  équation  de  la  forme 

/ditV       làu\-       /duy         ,     ^ 

[à^)  ^{ôp)  ^{t.)  ='^(")' 

que  l'on  ramène  à  la  forme  (  E;  en  po-ant  0  =  4''")- 

20.  Pour  que  l'expression  dz  -^  A  dx  -+-  B  dy  admette  un  facteur  inté- 
l^rant  indépendant  de  z.  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  de  la  forme 
dz  -Jf  z  do  -r-  P~?  rf't,  o  et  'y  étant  des  fonctions  de  x  et  de  y. 

21.  Appliquer  la  méthode  de  J.  Bertrand  (p.  58i)  à  l'équation 
V  dx  -i-  Q  dy  -i-  B  f/.3  =  o,  où  P,  Q,  B  sont  des  fonctions  linéaires  de  x,y,z 
satisfaisant  à  la  condition  d'intégrabilité. 

22*.  Etant  donné  un  système  complètement  inté grabte  de  la  forme 

dz  ^^  p  dx  -7-  q  dy, 

dp  =  (a|/>  H-  a»?  -r-  «3  -  )  dx  -i-  {Ci  p  -h  c^cj  ~h  c^z)  dy, 
dq  =^  {c\  p  -!-  c^q  -^  c-iZ)  dx  ^  ( b,p  ^  b^q  -h  b^z)  dy, 

où  a,,  bj,  Ci  sont  des  fonctions  de  x  et  de  j',  l'intégrale  générale  est  de  la 
forme  z  =  CiZi-i-  C-iZi-h  CsZn,  S],  2^,  .=3  étant  trois  intégrales  linéairement 
distinctes,  et  Ci,  C»,  C3  des  constantes  arbitraires  ('). 

23.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  équa- 
tions r  ^=fi( X,  y),  s  =fi{x,  y),  i  =_/'3(a",  y)  soient  compatibles. 

Application.  —  Trouver  à  quelle  condition  doivent  satisfaire  les  fonc- 
tions A  {x,  y),  B(x,y),  C(  x,y)  pourque  les  courbes  intégrales  de  l'équa- 
tion différentielle  A  dx'-\-  2  B  dx  dy  -H  G  dy^  =  o  soient  le?  projections  sur 
le  plan  des  xy  des  deux  familles  de  lignes  asymptotiques  d'une  surface. 

2i.  Intégrer  le  système 

{x  —  a)(px-^  qy—  iz)  =  (z  —  c){p  —  x), 
{y  —  b)(px-^qy—iz)  =  {z—.c){q  —y), 

où  a,  b,  c  sont  des  constantes  (Concours  d'Agrégation,   1S99). 
Cj  \rrELL,  Journal  de  Liouville.  3'  série,  t.  VIII.  p.  i<p. 


NOTE 

SUR  UN  THÉORÈME  DK  M.  PICARD  KT  SES  (IIÏNÉRALISATIONS. 


Nous  avons  énoncé  plus  haut  (n°300)  un  théorème  de  M.  Picard,  d'après 
lequel  toute  fonction  f{x)  ayant  un  point  singulier  essentiel  isolé  Xn  prend 
une  infinité  de  fois  toute  valeur  donnée  dans  le  voisinage  de  ce  point,  une 
exception  ne  pouvant  se  produire  que  pour  une  valeur  particulière.  Si  le 
point  singulier  a"o  est  rejeté  à  l'infini,  et  si  la  fonction  f{x)  n"a  aucun 
point  singulier  à  distance  finie,  on  obtient  comme  cas  particulier  le  premier 
théorème  de  M.  Picard  : 

Toute  fonction  entière  f(x).  telle  que  les  deux  cquations  /(x)  =  o, 
/  (x)  =  b  (où.  a  et  b  sont  différents)  niaient  pas  de  racine,  est  une  cons- 
tante. 

Les  démonstrations  de  M.  Picard  (')  sont  une  application  très  originale 
de  la  théorie  des  fonctions  modulaires.  En  ce  qui  concerne  les  fonclionç 
entières,  M.  Borel  (2)  est  parvenu  le  premier  à  une  démonstration  indé- 
pendante de  toute  transcendante  particulière,  et  a  fait  connaître  des  géné- 
ralisations étendues.  M.  Landau  {^)  a  fait  connaître  à  son  tour  une  généra- 
lisation inattendue  du  théorème  de  M.  Picard,  qui  était  elle-même 
généralisée  peu  après  par  M.  Schottky  ('■•).  Depuis  cette  époque,  la  ques- 
tion a  été  l'objet  d'un  grand  nombre  de  travaux,  dont  la  plupart  sont 
cités  dans  les  livres  de  la  collection  de  M.  Borel  qui  tiaitent  de  la  théorie 
des  fonctions. 

La  démonstration  élémentaire  qu'on  va  lire  est  due,  sauf  quelques  chan- 
gements de  détail,  à  M.  Schottky. 


(  ')  Mémoire  sur  les  fonctions  entières  {Annales  de  l'Ecole  JVorntale.  iSSo). 
Traite'  d'Analyse,  2'  édit.,  t.  II,  p.  sSi,  et  t.  III,  p.  365. 

(^)  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  (Acta  malhematica,  t.  XX). 

(')  Ueber  eine  Verallgemeinerung  des  Picard'schen  Salzes'  {Sitzungsbe- 
richle  der  Koniglich  Akademie  der  Wissenscliaflen,  1904,  p.  1118). 

(')  Ueber  den  Picard'schen  Satz  und  die  Borel'schen  Ungleickungcn  (Ibid.. 
p.  1244). 

Ueber  zivei  Beweise  des  allgemeinen  Picard'schen  Satzes  (même  Recueil. 
■  907.  P-  8=3). 


1.  Lemmes  préliminaires. —  La  démonstration  de  M.  Schotlky  repose 
sur  quelques  lemmes  que  nous  allons  d'abord  établir. 

Lemme  I.  —  Soit  u{x)  une  fonction  holoniorpbe  àe  x  et  ne  s'annulant 
pas  dans  un  cercle  C  de  rayon  R  ayant  pour  centre  l'origine.  Les  diverses 
déterminations  de  Log!<  sont  aussi  holomorphes  dans  ce  cercle  C;  nous 
désignerons  par 

c  =;  Log  II 

la  détermination  qui  est  réduite  à  l'origine  (p.  3r),  c'est-à-dire  celle 
dont  le  module  est  minimum  en  ce  point.  Le  coefficient  de  /  dans  v(o)  est 
au  plus  égal  à  tt  en  valeur  absolue.  D'autre  part,  la  partie  réelle  de  Logî/ 
le  long  d'un  cercle  Cr  de  rayon  r<R  est  égale  à  la  valeur  de  log|!(|  sur  ce 
cercle.  Or  la  valeur  absolue  du  logarithme  népérien  d'un  nombre  positif  a 
est  égale  à  loga  ou  à  —  log «  =  log  —  -  Si  donc  nous  désignons  par  OlL(r) 

le  maximum  des  deux  fonctions  litl  et     -      le  long  du  cercle  de  ravon  r, 
'         j  !(  I  " 

nombre  qui  est  nécessairement  supérieur  à  un,  on  «,  en  tout  point  x  inté- 
rieur à  ce  cercle  [voir  éq.  (  j  ),  p.  i3i], 

(l)  |c'I<7t  +  5r  log.mf/-), 


et  il  est  clair  qu'on  peut  remplacer  01T.(r)  par  un  nombre  positif  quelconque 
supérieur  à  31V  (r). 

Lemme  II.  —  Les  lettres  u  et  v  ayant  la  même  signification,  soit  M(/-; 
un  nombre  positif  au  moins  égal  à  un  et  à  la  valeur  maximum  de  \u\  le 
long  du  cercle  C,..  Le  nombre  logM(r)  est  au  moins  égal  à  la  valeur 
maximum  de  la  partie  réelle  de  Log  m  le  long  de  ce  cercle,  et  ne  peut  être 
négatif.  D'ailleurs,  la  partie  réelle  de  i'(o)  est  égale  à  log|!(o[i  "o  étant 
la  valeur  de  u  à  l'origine.  On  a  donc  aussi  la  nouvelle  inégalité 
[voir  éq.  (6),  p.  i5i] 

\v\<T.-^q  {2logM(r)  — log|K„|j 
ou 

C^)  |.|<^  +  .,log(^). 

Celte  inégalité  subsistera  a  fortiori,  si  l'on  y  lemplace  M(r)  par  un 
nombre  plus  grand  et  |  U(,\  par  un  nombre  plus  petit. 

Lemme  III.  —  Soit  c  un  nom/ire  complexe  différent  de  zéro,  où  le 
coefficient    de    i   est    compris    entre     — r.    (exclu)    et     -i- r.     (inclus), 
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(3)  log  I  ?  I  <  I  lorsque  U'Ièl; 

(4)  'og  I  t  I  <  2 -f- I  Logt' I         lorsque         l''|<'! 

quelle  que  soit  la  détermination  choisie  pou/-  Loge. 

Si  I  ;  I  <  e,  les  deux  inégalités  sont  vérifiées  :  si  |  ^    ï;  e,  la  valeur  corres- 
pondante de  I  ('  I  est  <  I.  On  a,  en  effet, 


.=-Lo.(,-l); 


lorsque  |  <  |  ^  e,  un  des  arguments  de  i ,  et  par  suite  le  coefficient  de  j 

dans    la    détermination    correspondante    du    logarithme,    reste     compris 
entre  — —  et  -)-  -•   Cette  détermination  se  confond  donc  avec  c.  et  l'on  a 

2  2 

pour  t-  la  somme  d'une  série  convergente 


■it-        3<' 


dont  tous  les  coefficients  sont  réels  et  positifs.  Si  |  i  |  ^  e,  la  valeur  corres- 
pondante de  I  t  I  est  donc  <  —  log  11- j  >  c'est-à-dire  que 


•og(-^) 
\e  —  1  / 


<■• 


Il  suffit  donc  de  démontrer  l'inégalité  (4)-  Or,  on  a 
e"  =  i  -T-  V  ^  V /(v). 
f(v)  étant  une  série  entière  à  coefficients  positifs.  On   a   donc,  si   |  r  ]  <C  i, 

l/t»l</(')=e-2 

et  par  suite 

|i-/('-)l>3-e. 

Mais,  e  étant  compris  entre  2,5  et  2,75,  3  —  e  est  supérieur  à  e-',  et  par 
suite 

En  remplaçant  v  par  —  v,  on  a  aussi 

ce  qu'on  peut  écrire  |  i  j  ■<  — — r  •    On  en  tire 

log  1^1   <i_log|H, 
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et  comme  lag.|  o  [  eal  égaie  à  la  (>arlie  réelle  de  Log(  c),  quelle  que  soit  la 
détermination  choisie  du  logarithme,  ou  aaf&rtiari 

logl  /|  ■  Vi-+-|  I-og.-|. 

Hemarqiie.  —  Les  inégalités  (3)  et  (4)  ne  subsistent  plus  si  v  est  quel- 
conque,   l'renons    par    exemple    c  = !-  i-i,  n  étant  un  nombre  entier 

positif;  I  t  I  augmente  indéfiniment  avec  n,  tandis  qu'une  détermination 
de  |Logi'|  est  très  voisine  de  loga-H-i—  lorsque  n  est  très  grand. 

2.  Inégalités  fondamentales.  —  Soit  maintenant 

«(  jr)  =  ao-H  aj.r  +.  .  . 

une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  dn  cercle  Cr  de  rayon  R  ayant  pour 
centre  l'origine,  et  ne  prenant  aucune  des  deux  valeurs  zéro  et  un  dans 
ce  domaine.  On  en  déduit  aisément  cinq  autres  fonctions  holomorphes 
<lans  le  même  cercle  et  jouissant  de  la  même  propriété  que  u(:v),  ce  qui 
fournil  un  groupe  de  six  fonctions 

f  /  '  I 

l     H 1  =;  (<  {  X  ).  (/,=    _,  «  ,  =  I  —  ;/ ,  !',= > 

1  '  U  l  —  M 


Remarquons  qu'en  opérant  de  la  même  façon  sur  l'une  quelconque  des 
fonctions  u,(j  =  2,  3,  4,  5,  6),  on  retrouve  toujours  le  même  groupe  (I)  de 
six  fonctions.  Soit  r,  la  détermination  de  Log!(,  qui  est  réduite  à  l'origine; 
les  six  fonctions 

1  l'i  =  Log!(, 

(in  ] 

deux   à    deux   opposées,  sont    aussi    holomorphes   à   l'intérieur   de   Cr,   et 
aucune  ne  prend  la  valeur  zéro  dans  ce  domaine. 

Nous  désignerons  par  U(/")  le  maximum  des  six  fonctions  |  u,\  à  l'inté- 
rieur et  le  long  du  cercle  C^  concentrique  à  Ck,  de  rayon  r  <  R,  et 
par  V(r)  le  maximum  des  six  fonctions  j  i',  [  le  long  du  même  cercle;  ces 
nombres  U(r),  \'(r)  sont  évidemment  plus  grands  que  l'unité  quel  que 
soit  r,  et  l'on  a  V(r)^logU(r).  Nous  désignerons  de  même  par  c^  le  plus 
petit  des  modules  des  six  fonctions  f,  pour  ar=o,  de  telle  sorte  que  l'on 
ait,  quel  que  soit  j,  ('o=  |  fi(o)  |.  Il  est  clair  que  ce  nombre  t'o  ne  dépend 
que  du  premier  coefficient  «o  de  la  série  qui  représente  u{x). 
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Considérons  maintenant  deux  nombres  positifs  r  et  /•',  tels  que 

/        /■       H: 

nous  allons  -établir  des  relations  d'inésalité  entre  le*;  nombres  corres- 
pondants 

U('-),       l'('-'):       V(/-),       V(,-')  ,H  y   =   |-±i:. 

Le  lemme  I  nous  fournit  immédiatement  une  première  inégalité.  Soient 
en  effet  m,  une  quelconque  des  fonctions  du  groupe  (I),  c,-  la  fonction  cor- 
respondante du  groupe  (II),  .r'  un  point  quelconque  du  cercle  C^-.  On  a, 
d'après  l'inégalité  (i), 

I  IV  (  t'  )  I  <  -  -)-  «7  log  U  (  r  ), 

car  le  nombre  logU(7),  d'après  sa  définition,  est  au  moins  égal  à  la 
valeur  absolue  de  log|  m,|  en  un  point  quelconque  de  C,..  On  en  déduit  la 
première  inégalité  que  nous  voulions  établir, 

(5)  \(r')<:-^q]ogV(r). 

On  en  obtient  une  autre  en  se  servant  des  lemmes  FI  et  III.  Considérons 
par  exemple  la  fonction  Ui=z  u(x)\  le  raisonnement  serait  le  même  pour 
une  autre   fonction   quelconque  du   groupe   (I).   Nous  avons  appelé   l's  la 

détermination  de  Log  (  1  qui  est  réduite  à  l'origine;  nous  appelle- 
rons Ifs  la  détermination  qui  est  réduite  en  un  point  particulier  .t'  du 
cercle  C,- .  On  n'a  pas  forcément  n'3=P5,  mais  la  différence  iv; — Pj  est 
une  constante  ik-i.  Supposons  d'abord  que  l'on  ait 

!  «-(.r')  !  <i: 
ceci  entraîne,  d'après  le  lemme  III,  l'inégalité 

logl  ll{x')  \<i  +  \  Log»'(3-')  I, 

quelle  que  soit  la  détermination  que  l'on  prenne  pour  LogH'f;!;').  Mais  il 
est  facile  d'avoir  une  limite  supérieure  de  \tv\  dans  le  cercle  C,..  lîn  efl'et, 
on  a 

et  par  suite,  au  point  x' . 

I  w(x')  —  vix')  iSi-h  V(r). 

Le  module  de  la  différence  constante  (i — v  est  donc  au  plus  égal 
à  V'(  r)  -h  I,  et  par  suite  on  a  aussi,  en  tous  les  points  de  Cr, 

|»'|<'2V(/-)-HI. 


Si  nous  choisissons  pour  LogH»  la  détermination  qui  est  réduite  à  l'origine, 
on  a,  d'après  le  lemnie  II. 

1  t  /    'M   ^  1       r^Vl  /■)  T-  il 

LogH'(a;  )  1  <  t:  +  27  loe    ,  • 

L     /"'(o)    J 
Mais  I  M'(o)  I  est  au  moins  égal  à  Co  et  par  suite  on  a,  a  fortiori^ 

I  Loëiv(x')  1<  11  +  29  log     î-4 , 

et  eafin 

(6)  log  I  u(x-)  |<  2  +  TT  +  ay  log  P"^  'jl"^  '1  ■ 

Cette  inégalité  subsiste  si,  au  point  x\  ou  a 
\w(.r')\>r. 
on  a  vu  en  effet  (lenime  III)  que  l'on  a,  dans  ce  cas, 
Iog|  u(,t')|  <  I. 

2V(7-)  +  I 

Mais  ceci  entraine  la  relation  (6),  car  — est  supérieur   à   l'unité, 

V(/')  étant  plus  grande  que  t'o. 

L'inégalité  (6)  s'appliquant  aux  six  fonctions  iii(T)  et  à  tous  les  points 
du  cercle  Cr-,  on  obtient  la  nouvelle  inégalité 

(7)  logU(r')  <  2  +  ^  +  ay  log  I  ^^  ^''^L'^  '  I  ■ 

Des  inégalités  (5)  et  {7)  on  peut  eu  déduire  une  infinité  d'autres,  ne 
renfermant  que  V(/-)  et  V(r'),  Soit  en  effet  r"  un  nombre  compris  entre 
r'  et  r.  On  a,  d'après  l'inégalité  (5), 


et,  d'après  l'inégalité  (7), 

(7')       Iog[U (/■")]<  2 ■+■--(- 2 9" log     '—4= ,  y"=  r,- 

L     /"o     J  '■-'' 

En  éliminant  log[U(r")]  entre  ces  deux  inégalités,  il  vient 


Vf  r')<'7H-(7:4-  2) 


,-.2,,l0g|__-^__J 


pour  que  le  produit   g' q"  soit   le    plus   petit   possible,  on  voit  facilement 
qu'on  doit  prendre  /"=  ^rr'.  On  a,  dans  ce  cas, 
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et  par  suite 

V(,.')<  -  +  ^C:  +  ^i-Z -i- 87"os  [^^^^]  , 

ou  encore 

2  V(/-'  I  +  I  <  9-  -^  I  -1-  4y(TC  +  2)  -(-  iG^'Iog     - — -— ; 

l_       V''»       J 

le  nombre  q  étant  plus  grand  que  l'unité,  on  a  a  fortiori 

6-  -+-  Q  —  16  los     == U 


2V(r')-i-i^i7'6--+-9 


[^^tT] 


et  comme  6-  -t-  g  est  <  i61og8,  car  8  est  >  e-,  on  a  encore 

^g^    .  8[2V(0  +  .1^4^^,,^^^|8[2V,>.-,1) 

V^i'o  \/''u  (  Vo  ) 

Supposons  maintenant  que  la  série  entière  ii(.r)  est  convergente 
pour  I  a:  I  =  R,  ce  que  l'on  peut  toujours  faire  en  remplaçant  le  rayon  R  du 
cercle  de  convergence  par  un  nombre  aussi  voisin  qu'on  le  voudra  et  un 
peu  plus  petit;  o  désignant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un,  nous 
poserons 

r  =  R(i-p),  ,•=  R('-f)' 

8!2V[R(.-p>1-^i: 

Le  nombre  q  est  égal  à 


< 


R 


et  l'on  déduit  de  l'inégalité   (8)  que   la  fonction  '■f(p)  doit  satisfaire  à 
l'inégalité  fonctionnelle 

où  le  coefficient 

,11 

(10)  K=  :-=■_ 

V''o 

ne  dépend  que  du  premier  coefficient  a^  de  u(x). 

D'après  sa  définition  même,  la  fonction  f  (p)  est  positive  et  supérieure 
à  un,  et  reste  finie  pour  o  =  o.  Supposons  qu'on  ait  obtenu  une  autre  fonc- 
tion positive  ^(p)  satisfaisant  à  l'inégalité 

(,,)  <t(p)>^log|^<l>(?j] 

G..  II.  43 
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et  supérieure  à  œ(p)  dans  un  intervalle  (o,  1);  lorsque  —  varie   de   o  à  )., 
on  a 

...  [,(!)]  <...[*  (9]^ 


et  par  suite 


En  comparant  les  inégalités  (g)  et  (ii),  ou  en  conclut  immédiatement  que 
l'on  a  aussi 

(12)  .p(p)  :*(p) 

dans  tout  l'intervalle  (o,  2X).  Il  en  est  évidemment  de  même  dans  l'inter- 
valle (o,  4^)1  lil  par  suite  dans  tout  l'intervalle  (o,  i). 

Or,  il  est  facile  de  trouver  une  fonction  <t>(p)  devenant  infinie  pourp  =  o 
et  satisfaisant  à  la  condition  (i  i).  Si  l'on  pose  en  effet 

«„=(^)-. 
'-[;■•©]  =  '-(^)-'«Kf)<»f 

et  l'inégalité  (11)  sera  satisfaite  si  l'on  a 
<i3)  I\r-£GK. 

Le  nombre  M  ayant  été  choisi  de  cette  façon,  comme  la  condition  (12) 
est  certainement  vérifiée  pour  les  valeurs  de  p  voisines  de  zéro,  il  s'ensuit 
que  l'on  a,  quel  que  soit  p  compris  entre  zéro  et  un, 

et  par  conséquent  le  nombre  V[R(i  —  p)]  lui-même  satisfait  à  une  iné- 
galité de  la  forme 

(i4)  V[R(,-p)]<ii, 

où  le  nombre  H  ne  dépend  que   du  premier  coefficient  a,,  de  u{x),  et 
est  indépendant  du  rayon  R. 
En  résumé,  soit 

H(  a?)  =  «D-t-  a,a-  -f-.  .  .-H  rt„ar"  +  . .  . 

une  fonction  holoniorphe  dans  le  cercle  Cn  de  rayon  R  décrit  de  l'origine 
comme  centre,  et  ne  prenant  dans  ce  domaine  aucune  des  valeurs  o  et  1: 
le  maximum  \(r)  du  module  de  la  détermination  de   c  =  Log«,  qui 
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est  réduite  à  l'origine,  sur  le  cercle  concentrique  G,-  de  rayon  r  <  R, 
satisfait  à  l'inéffalité 

le  nombre  H  ne  dépendant  que  de  a^  (  '  ). 

3.  Applications  des  inégalités  fondamentales.  —  l.c  premier  théo- 
rème de  M.  Picard  (  p.  05 1  )  est  une  conséquence  iii]  média  te  de  l'inégalité  (i  5). 
S'il  existait  une  fonction  transcendante  entière  u(x},  ne  prenant  jamais  la 
valeur  o   ni    la   valeur   i,    Logu   serait   aussi   une  fcnction  entière   et,  en 

posant  r  =  —  par  exem|de  dans  l'inégalité  précédente,  on  aurait 
\ir)    '  SH 

aussi  grand  que  soit  r\  la  fonction  Log«  serait  donc  une  constante. 

La  généralisation  de  M.  Landau  s'en  déduit  aussi  très  facilement.  Suppo- 
sons que  le  second  coefficient  a^  de  la  série  u{x')  dont  le  rayon  de  conver- 
gence est  R  ne  soit  pas  nul:  le  développement  de  Logff  est 

Loga  =  Logao-H  —  x  -+-  .  . .. 

«0 

Supposons  encore  /■  =  —  dans  l'inégalité  (i  i).  On  en  tire 
mais  on  a,  d'après  une  relation  classique  [éq.  (17),  p.  99.], 

1^1-     v/'-V 

\a<\->-  \  2  /  ' 

et  par  suite 

R<i6h| 

Le  ravon  de  convergence  de  la  série  m(j)  ne  peut  donc  pas  dépasser  une 
certaine  limite,  ce  qui  conduit  au  tliéorènie  de  Landau  : 

Soit  une  série  entière 

u{x )  :=  Uf,-^  a ix  -^  a-ix-  +  . . . , 


(  '  )  Cette  inégalité  a  lieu,  même  si  la  fonction  u  (x)  n'est  pas  Unie  sur  le  cercle 
de  convergence,  car  elle  est  démontrée  pour  un  nombre  quelconque  R'  inférieur 
au  rayon  R,  et  par  suite  subsiste  pour  le  nombre  R  lui-même. 


dans  laquelle  Oi  n'est  pas  nul:  on  peut  trouver  un  nombre  R(ao,  «,)('; 
ne  dépendant  que  de  «o  et  de  aj  et  tel  qu'à  l'intérieur  du  cercle  de 
rayon  R(ao,  «i  )  ayant  pour  centre  l'origine,  il  y  ait  soit  un  point 
singulier  pour  u{x),  soit  une  racine  pour  l'une  au  moins  des  deux 
équations  u{x)  =  o,  u{x)  =  i. 

Lorsque  ai  est  nul,  on  peut  trouver  pour  R  une  limite  ne  dépendant  que 
de  «0  et  du  premier  coefficient  qui  n'est  pas  nul.  Si  par  exemple  a^  n'est 
pas  nul,  le  développement  de  Log«  est  de  la  forme 


et  l'on  doit  avoir 


Log  U  =  liOgQo  " 


|-|(-V   :v(5). 

«0  I  \  ■•*  /  \  i  / 


De  l'inégalité  (lâ)  on  peut  aussi  déduire  le  théorème  général  de 
M.  Picard.  Soit  u  =f(x)  une  fonction  ayant  à  l'origine  un  point  singulier 
essentiel  isolé.  Dans  un  cercle  de  rayon  p  ayant  l'origine  pour  centre, 
la  fonction  / (x)  prend  une  infinité  de  fois  toute  valeur  donnée,  sauf 
peut-être  une  seule.  Supposons  en  ed'et  que  l'on  puisse  choisir  le  nomhre 
r<  I  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur  du  cercle  C^r  de  rayon  ir,  déciit  de 
l'origine  pour  centre,  les  deux  équations  f  {x)  =  o,  f(x)  =  i  n'aient 
aucune  racine.  La  fonction  Log«  est  régulière  dans  le  voisinage  de  tout 
point  de  ce  cercle,  sauf  à  l'origine,  mais  elle  n'est  pas  forcément  uniforme. 
Lorsque  a^  décrit  un  circuit  dans  le  sens  direct  autour  de  l'origine,  elle 
augmente  de  — ili-i,  h  étant  un  nombre  entier  que  l'on  peut  évidem- 
ment supposer  positif,  de  sorte  que  la  somme 

tf(x)  =  Log«  -H  /(  Log  3:  =  Log(ua;*,) 

est  uniforme  dans  le  cercle  0,^,  et  régulière  en  tout  point  de  ce  cercle  sauf 
à  l'origine.  Pour  achever  de  préciser,  nous  prendrons  pour  Logi^  et  Loga: 
les  déterminations  qui  sont  réduites  au  point  x  =  /•,  de  sorte  que, 
Logr  étant  réel,  Log((ta-'')  aura  aussi  une  valeur  réduite  en  ce  point. 

Quand  on  fait  décrire  à  x  le  cercle  Cr  de  rayon  r,  \  u  —  1  j  varie  d'une 
manière  continue  et  ne  s'annule  pas:  il  a  donc  un  minimum  positif  S.  On  a 


«  — I  =  e^o'iii —  I  =  Logi(  -f- 


(  Log  u  )- 


(')  L'expression  obtenue  pour  RCa,,,  a,)  en  appliquant  les  iné^'aiités  précé- 
dentei  peut  être  remplacée  par  d'autres  qui  donnent  une  limite  beaucoup  plus 
petite.  Nous  citerons  seulement  celle  qui  est  due  à  M.  Hurwitz  : 
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et  par  suite 

\u  —  i\<_  el'-o-"!— I, 

el  1.05»  1-5.  i-i-  S,         I  Loga  |  >  log(i  +  S)  =  ,io. 

De  même,  lorsque  x  décrit  C^,  le  coefficient  de  i  dans  o(x')  reste  plus 
petit  en  valeur  absolue  qu'une  limite  M,  et  par  suite  l'argument  de  u  le 
long  de  Cr  reste  en  valeur  absolue  plus  petit  que  M-^gi/iT,  lorsque  a^ 
décrit  C,-  dans  le  sens  direct,  la  valeur  initiale  de  cet  argument  étant  com- 
prise entre  — tt  et  -i- ir.  Il  s'ensuit  qu'en  un  point  Xf,  quelconque  de  C,.  la 
différence  entre  les  coefficients  de  i  dans  la  valeur  de  Logii  qui  est  réduite 
en  ce  point  3^0  et  celle  qui  est  réduite  au  point  x=r  est  inférieure  en 
valeur  absolue  à  2K71,  K  étant  un  nombre  entier  indépendant  de  Xp. 

Soit  X  un  point  quelconque  tel  que  |  x  |  <  r,  joignons  l'origine  à  ce  point 
et  soit  Xo  le  point  où  la  demi-dioite  Ox  coupe  G,.  De  x^  comme  centre 
décrivons  ensuite  un  cercle  C  de  rayon  /•  qui  passe  à  l'origine  et  renferme 
le  point  X  à  l'intérieur. 

D'après  l'inégalité  générale  (i5),  appliquée  à  l'intérieur  de  C,  on  a,  en 
appelant  i'u(x)  la  détermination  de  Log»  qui  est  réduite  en  Xo, 


|.o(-)|.n[ï^]^ 


où  H  est  un  nombre  qui  ne  dépend  que  de  ]  i'o(-i'o)  |-  Si  l'on  remplace, 
dans  H,  |i'o(2-o)|  par  le  nombre  plus  petit  «„,  on  ne  peut  que  renforcer 
l'inégalité.  La  valeur  de  Co(^)  et  la  détermination  choisie  pour  Logfî/)  dif- 
fèrent en  Xq  et  par  suite  en  x  de  moins  de  2Ktt  en  module.  On  a  donc  aussi 


|Logu(.r)l    ;H  1^— J    +-2K^. 

D'autre  part,  pourvu  que  \x\  soit  inférieur  à  un  nombre  p  convenable- 
ment choisi,  on  a 

"  I  ■*"  I        ''      "^  I  -2'  I 
ou 

(  r  —  i)  log   —    <  log/-, 
\  x\ 

car  le  premier  membre  tend  vers  —  y:  lorsque  |  x  \  tend  vers  zéro,  puisque 
/•  est  par  hypothèse  inférieur  à  un.  On  aura  donc  aussi,  pour  les  valeur* 
de  X  dont  le  module  est  inférieur  à  un  nombre  p  <  ;•, 

I  h  Log.r  I  <  2-/1  H log    -, 

et  par  suite 

\'f(x)\  :._:(2/,-+-2/o--t-  ;:''^r|^|  -^-h|h'- 
Mais  on  a  aussi 

I  /■  I     ,  I  '■  1        I  ■''  I' ,    1  '"  1'      I  ''  I' 
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et  l'inégalité  piécédente  devient 

A  et  B  étant  des  nombres  positifs  indépendants  de  T,  et  cette  inégalité  est 
vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  .7-,  autres  que  ;c  =  o,  dont  le  module  est 
inférieur  à  un  nombre  positif  p. 

La  fonction  x^tf(x)  est  donc  régulière  au  point  x'=  o,  puisque  son 
module  reste  fini  lorsque  x  tend  vers  zéro  et  la  dérivée  logarithmique 

Il  dx  X 

est  elle-même  régulière  à  l'origine  ou  admet  ce  point  comme  pôle. 

On  peut  répéter  le  même  raisonnement  pour  la  fonclion  u  —  i  qui  ne 
prend  aucune  des  valeurs  zéi'o  et  un  dans  le  cercle  Cj^,  et  par  suite  la 
dérivée  logarithmique 

u  —  I   ax 

est  aussi  régulière  à  l'origine  ou  admet  ce  point  pour  pôle.  Le  quotient  de 
ces  deux  dérivées  logarithmiques, 

u  —  I  _  'i>{.T  ] 
u  ^'  (  X  ) 

st   de   la    même   forme    dans    le   domaine    de    l'origine,    et,   par   suile.   le 

point  .T  =  o  ne  peut  être  un  point  singulier  essentiel  ])our  la  fonction  ;/. 

contrairement  à  l'hypothèse. 

II  est  évident  que  l'on  peut  remplacer,  dans   les  énoncés  précédents,  les 

nombres   zéro   et   un   par   deux   constantes   quelconques   a   et   b,  pourvu 

qu'elles  soient  différentes.  En  effet,  si  fix)  est  une  fonction  uniforme  dans 

un  domaine  D,  ne  prenant  aucune  des  valeurs  a  et  b  dans  ce  domaine,  la 

fix)  —  a  ,  ,  ,  ,  ,  . 

lonction  - — ne  prend  aucune  des  valeurs  zéro  et  un,  et  a  les  mêmes 

singularités  que_/(a-)  dans  le  domaine  D. 

On  peut  généraliser  encore  davantage.  JNous  dirons  qu'un  pôle  x'  d'une 
fonction  /(a-)  est  une  racine  de  l'équation  f(x)  =  =c,  ou  que  /(x)  prend 
la  valeur  infinie  pour  x  ^  x' ;  de  même,  en  étendant  un  peu  le  sens  du 
mot  régulière  {l'oir  n"  298),  nous  dirons  qu'une  fonction  y(a-)  uniforme 
dans  un  domaine  D  est  régulière  en  un  point  x'  de  ce  domaine,  si  ce 
point  x'  est  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  de  f{x).  Cela  posé,  soit  f{x) 
une  fonction  uniforme  dans  un  domaine  D,  régulière  en  tous  les  points  de 
ce  domaine,  à  l'exception  de  certains  points  singuliers  essentiels.  Si  cette 
fonction  ne  prend  dans  ce  domaine  aucune  des  valeurs  a,  b,  c,  les  trois 
nombres  a,  b,  c  étant  différents,  et  l'un  d'eux  pouvant  être  infini,  la  fonc- 
tion 

fix)  —  a  _  c  —  a 

f{x)~b  '■  V^} 
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a  les  mêmes  points  singuliers  essentiels  (\\ief(x)  dans  le  domaine  D,  et  ne 
prend  dans  ce  domaine  aucune  des  valeurs  o,  i,  oc.  En  d'autres  termes, 
cette  nouvelle  fonction  n'a  aucun  pôle  dans  D  et  les  deux  équations 
/(a:)  =  o,  f(x)  =  i  n'ont  aucune  racine  dans  D.  Le  second  théorème  de 
M.  Picard  peut  donc  être  énoncé  sous  la  forme  plus  générale  suivante  : 

Soit  f  (t)  une  fonction  analytique  uniforme  régulière  dans  un 
domaine  D,  sauf  en  un  point  intérieur  a^j,  qui  est  un  point  singulier 
essentiel.  A  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  a  ayant  pour  centre  le 
point  .To,  l'équation  f(x )  =  \,  où  A  est  une  constante  quelconque 
(finie  ou  infinie),  admet  en  général  une  infinité  de  racines,  aussi 
petit  que  soit  le  rayon  p.  Il  ne  peut  y  avoir  au  plus  que  deux  valeurs 
exceptionnelles  de  la  constante  A,  pour  lesquelles  le  théorème  est  en 
défaut. 

Par  exemple,  les  fonctions 


admettent  l'origine  pour  point  singulier  essentiel  et  sont  régulières  dans  le 
domaine  de  tout  autre  point.  Il  y  a  deux  valeurs  exceptionnelles  -^  i  et  —  i 
pour  la  première,  une  seule  valeur  sero  pour  la  seconde.  Il  n'existe  pas  de 
valeur  exceptionnelle  pour  la  troisième. 
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